VETENSKAP

39 OCH KONST o'¢

Y

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL

MUSIK OCH MATEMATIK

DANIEL AHLSEN
SIOBHAN CORRENTY

INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK, KTH oCH
MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET
2020-2021



STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL genom tiderna
(tidigare KTH:S MATEMATISKA CIRKEL)

2020-2021
2019-2020
2018-2019
2017-2018
2016-2017
2015-2016
2014-2015
2013-2014
2012-2013
2011-2012
2010-2011
2009-2010
2008-2009
2007-2008
2006-2007
2005-2006
2004-2005
2003-2004
2002-2003
2001-2002
2000-2001
1999-2000

Musik och matematik

Datorernas matematik

Grafteori med inriktning pa farglidggning
Geometriska konstruktioner

Vad ar ett tal?

Fraktaler

Polytoper

Grupper, ménster och symmetrier
Den matematiska analysens grunder
Diofantiska ekvationer

Polynom

Hyperbolisk geometri

Talteori

Sannolikhetsteori

Gruppteori

Vad ar ett tal?

Integraler

Linjéar algebra och bioinformatik
Algebra och kryptografi

Analysens grunder

Talfoljder, rekursioner och iterationer
Linjara avbildningar



Innehall

Lista 6ver grekiska alfabetet
Nagra ord pa vagen

1 Matematik
1.1 Definition, axiom, sats och bevis . . . . . .. ... ... ....
1.2 Mangder . . . . . ..o
1.3 Funktioner . . . . . . . . . ...
1.4 Bevistekniker . . . . . . ..o oL

1.5 Olika satser och hur man bevisardem . . . . .. ... .. ...

2 Introduktion till linjir algebra
2.1 Matriser . . . . . ..o
2.2 Linjara ekvationssystem . . . . . .. ... ... ... ......
2.2.1 System med en unik 16sning . . . . .. ..o
2.2.2 System med inga l6sningar . . . . . ... ... L.
2.2.3 System med oéndligt manga 16sningar . . . . . .. . ..
2.3 Gausselimination . . . . . . ... ...

2.4 Enhetsmatrisen och inversen . . . . . . . . ... ... ... ...

3 Periodiska funktioner och komplexa tal
3.1 Trigonometriska funktioner . . . . . .. ... .. ... ... ..
3.2 Dekomplexa talen . . ... ... ... 00 L.
3.3 Periodiska funktioner . . . . . ... ..o

3.4 Trigonometriska polynom . . . .. ... ... ... ... ....

4 Interpolation

4.1 Polynominterpolation. . . . . . . ... .. ... ... ... ...

4.1.1 Metod 1 . . . . . . .

iii

vi

vii

coO O N = -

11

17
17
18
19
19
20
20
22

24
24
26
31
36



412 Metod2 . . . ..o 44

4.2 Trigonometrisk interpolation. . . . . . .. .. .. ... ... .. 45
4.2.1 'Trigonometriska basfunktioner . . . . . ... ... ... 45
4.2.2 'Trigonometriska interpolationskoefficienter . . . . . . . . 46

4.2.3 Ett snabbare sétt att berdkna de trigonometriska inter-

polationskoefficienterna . . . . . .. ..o 0oL 47

5 Tonsystem och talteori 49
51 Vadérett ud? . . . . ... ..o 49
5.2 Tonsystem . . . . . ... 51
5.3 Rotter av rationellatal . . . . . . . ... ... L. 54
5.4 Liksvavig temperatur . . . . . . .. ..o 58
5.5 Musik i praktiken — skalor och ackord . . . . . .. ... ... .. 61

6 Diskret fouriertransform och hur man beridknar den 66
6.1 Diskret fouriertransform . . . . . . ... ... ... ... ... 66
6.2 Snabb fouriertransform . . . . . ... ... ... L. 68
6.2.1 Rekursionoch FFT . . ... .. ... ... ... ..... 68

6.2.2 Pythonkod, FFT . . . ... ... .. ... ... ..... 70

7 Python, Audacity och FFT 73
7.1 Att skapa grafer i Python . . . . ... ... .. ... ... .. 73
7.2 Att skriva melodier i Python . . . .. ... ... ... .. ... 74
7.3 Att anvinda FFT for att analysera musik . . . . . . ... ... 7
7.3.1 Intuition . . . . . .. ... 78

7.3.2 Pythonkod for att plotta FFT . . . ... ... ... ... 80

7.4 Snabbhet . .. ... ... 81
7.5 Tillampningar . . . . . . . . ... oo 81

8 Att lidsa noter (och lyssna pa dem i Audacity) 83
8.1 ’'Do-Re-Mi’ och variationer . . . . . . ... ... ... ...... 83
8.2 Praktisk musikteori . . . . . . . ... o 84
Losningar till udda 6vningsuppgifter 89
A Bevis av aritmetikens fundamentalsats 102
B Kromatiska toner och durskalorna 105

v



Forslag till vidare lasning 108



Lista over grekiska alfabetet

alfa
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
my

ny

xi
omikron
pi

rho
sigma
tau
ypsilon
fi

chi

psi
omega

DX RSHAMUTEHdQOUNZER—Oo0IDNTOD AW
E€X 93 9T J OMITE I & DI NOH 22 ®

vi



Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvandas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under lasaret 2020-2021 och bestar av atta
kapitel.

Kompendiet &ar inte tédnkt att ldsas enbart pa egen hand, utan ska ses som
ett skriftligt komplement till undervisningen. Alla elever rekommenderas att
ldsa igenom varje kapitel sjalv innan forelasningen. Det ar inte nédvandigt att
forsta alla detaljer vid den férsta genomlésningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre niva ar kompendiet kompakt skri-
vet. Detta innebéar att man i allmanhet inte kan ldsa det som en vanlig bok.
Istéllet bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand
exemplifiera. Darmed uppnér man oftast en mycket béttre forstaelse av vad
dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. De udda évningarna har 16s-
ningar ldngst bak i kompendiet. Syftet med dessa &r att eleverna ska kunna
16sa. dem och pa egen hand kontrollera att de forstatt materialet. Ovningar
med jimna nummer saknar facit och kan anvindas som examination. Det re-
kommenderas dock att man forsoker 16sa dessa uppgifter &ven om man inte
examineras pa dem.

Om man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller
nagon av forfattarna. Under arets gang kommer det att finnas 6vningstillfallen
dér eleverna kan jobba med uppgifterna, sjélva eller i grupp, och fa hjélp av
0sS.

De 6vningsuppgifter som dr nagot svarare markeras med en stjarna (). Upp-
gifter som &r extra utmanande markeras med tva stjarnor (%x).

Vissa 6vningar kan ha flera 16sningar och det som star i facit bor i detta fall
endast ses som ett forslag.
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Nagra ord om cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL dr en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hogskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999. Vid starten hade den namnet KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och holls i KTH:s ensamma regi. Ambitionen med cir-
keln &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvindningsomraden
utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare
samarbete mellan gymnasieskolan och hégskolan. Cirkeln ska sérskilt stimulera
elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga
och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, forelasningsschema och 6vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgingligt pa

www.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkédnna cirkeln som en
kurs och det ar lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna ar
sjalvklart ocksa valkomna till cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa cirkeln godkind som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfér bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséttning att bevisa
alla satser som anvdnds om de inte kan forutséttas bekanta av elever fran
gymnasiet.

Forfattarna, sommaren 2020
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1 Matematik

Temat for arets matematiska cirkel &r musik och matematik. Meningen ar att
anvinda matematik for att forsta musik och ljud i allménhet.

Kursen bestar mestadels av teori, men i slutet av kursen kommer vi fokusera
pa hur man kan tillimpa teorin i praktiken. Detta kommer involvera program-
mering i Python.

Detta kapital dr en introduktion i den matematiska metoden och ett antal
grundbegrepp som vi kommer anvinda oss av i kursen.

1.1 Definition, axiom, sats och bevis

I detta avsnitt ska vi beskriva den matematiska metoden utifran fyra begrepp:
definition, sats, bevis och axiom.

En definition bestammer vad en term betyder sa att man kan arbeta matema-
tiskt med den. Till exempel kan vi definiera udda och jamna tal pa foljande
satt.

Definition 1.1.1. Ett heltal n ar udda om det finns ett heltal £ som uppfyller
att n =2k + 1. A

Definition 1.1.2. Ett heltal n ar jimnt om det finns ett heltal & som uppfyller
att n = 2k. A

Ofta har man en intuition om vad en term betyder redan innan man definierar
den. Léasaren hade till exempel sékert en uppfattning om vad udda och jdmna
tal &r innan vi definierade. Syftet med en definition &r att precisera detta.

Nar definitionen ar gjord, sa Overger man sina tidigare uppfattningar om vad
termen betyder och utgar endast ifran definitionen. Man séger att definitionen
ar stipulativ. En definition ar alltsé inte ratt eller fel, utan bara mer eller mindre
anvandbar och intuitiv.

Definitioner bygger ofta pa begrepp som ldsaren ar bekant med. Till exempel
utgar Definition 1.1.1 och 1.1.2 fran att ldsaren redan vet vad ett heltal &r.

En sats ar ett pastdende som bevisats vara sant. Varje sats hor samman med
ett bevis: ett argument for att pastaendet &r sant.

Sats 1.1.3. Om n dr udda, sa dr n+ 1 jimnt.
Bevis. Om n &r udda sa finns det ett heltal k s att n = 2k 4+ 1. Da géller att
n+1=2k+1+1=2k+2=2(k+1).

Eftersom k + 1 ar ett heltal, s& ar n + 1 ett jamnt tal. O

Bevisen kombinerar definitioner och olika logiska slutledningsregler fér att na
den onskade slutsatsen. Sats 1.1.3 har en syskonsats. Beviset dr mer eller mind-
re identiskt, och lamnas som 6vning.



Sats 1.1.4. Om n dar jamnt, sa dr n+ 1 udda.

En sats vars framsta syfte ar att anvindas i beviset av en annan sats kallas for
en hjdlpsats eller ett lemma. En sats som foljer omedelbart ur en annan sats,
till exempel som ett specialfall, kallas for en foljdsats eller ett korollarium.

Ett pastdende maste vara bevisat for att fa kallas for en sats. Om man har
goda skil att tro att ett pastaende &r sant men inte formellt bevisat det kallas
pastaendet for en formodan, eller hypotes. Tva exempel ar Riemannhypotesen
och primtalstvillingsformodan.

En formodan kan forbli obevisad i hundratals ar. Ett beromt exempel ar Fer-
mats sista sats, som formulerade av Pierre de Fermat (1607-1665) ar 1637 men
bevisades forst av Andrew Wiles ar 1995. Riemannhypotesen, som &nnu &r
obevisad, formulerades 1859 av Bernard Riemann (1826-1866.)

Eftersom bevisen utgar ifran definitionen, och inte var intuition, sd behdver
man ibland bevisa saker som kénns uppenbara. Lasaren vet till exempel att

(i) alla tal antingen &r udda eller jamna, och

(ii) ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Men om man ldser Definition 1.1.1 och 1.1.2 s ar detta inte sjalvklart. Kan
man inte tdnka sig tal som varken &r udda eller jamnt? Eller tal som &r bada?

Bevis bygger pa antaganden. Dessa antaganden méaste dock bevisas innan de
kan anses giltiga. Men dessa bevis méste ocksa bygga pa antaganden, som
ocksa maéste bevisas, och sa vidare.

For att undvika en odndlig kedja av bevis, eller ett cirkuldrt bevis (ett bevis som
anvander sig av det man forsoker bevisa) s& maste man gora grundantaganden
som inte behéver bevisa. Dessa kallas for aziom.

1.2 Mangder

En mdngd &dr en samling objekt. Man kan samla néstan vad man vill i en
méngd: tal, katter, och andra méngder.! Det viktiga #r att man alltid kan av-
gora ifall ett objekt tillhor méngden eller inte. De objekt som ligger i méngden
kallas for element.

Det lattaste sdattet att beskriva en méngd &r att rakna upp element som ingar
i den. For att markera att objekten ligger i en méangd, s& omger man listan
med mdangdklamrar { och }. Méngden som innehaller 1, 2 och 3 skrivs alltsa
som

{1,2,3}.

Tva méngder &r lika om de innehaller samma element, vilket skrivs A = B. Det
spelar ingen roll i vilken ordning som man skriver elementen eller hur manga

Vi skriver ndstan av en anledning. Det finns samlingar av objekt som kan beskrivas men
som inte utgdr en méngd. Detta kallas Russells paradoz, efter Bertrand Russell (1872-1970).
Russells exempel ar samlingen av alla méangder som inte innehaller sig sjélva.



ganger de listas. Darfor géller att
{1,1,2,3} ={1,2,3} = {2,3,1}.

Om ett element z tillhér en méngd A kan man skriva x € A, vilket uttalas
som z tillhér A. Om z inte tillhor A skriver man = ¢ A. Méangden som inte
innehaller nagra element alls kallas den tomma mdngden, och betecknas med

Q.

En méangd kan innehalla andra méngder som element. Mangden

A= {{17 2}73}

har tva element: méngden {1,2} och talet 3. Mangden {1,2} innehaller i sin
tur elementen 1 och 2. Daremot innehéaller A varken 1 eller 2.

Att méngder kan innehalla andra méngder kan ha paradoxala konsekvenser.
Till exempel kan vi lagga den tomma méngden i en méngd, och bilda médngden
av den tomma mangden.

A={0} ={{}}

Méngden A innehaller ett element, den tomma méangden, och ar darfér inte
tom. Méangden av den tomma méngden ar alltsa inte lika med den tomma
maéangden.

Detta verkar motségelsefullt. Den tomma méngden dr ju tom, s& méngden av
den tomma méangden borde ju ocksa vara tom? Tricket ar att skilja pa mangden
och elementen i méngden. Den tomma méngden ar ju ett element i sig, dven
om den inte innehéller nagra element, precis som att 0 &r ett tal, trots att
representerar ett antal som inte finns.

Det finns ingen begrédnsning pa hur stor en mangd kan vara, och de flesta
méangder man studerar innehaller oéndligt ménga element. Dessa méangder kan
naturligtvis inte skrivas ut som en lista. Istdllet beskriver man dem med mdngd-
byggaren, som har foljande allménna form.

{z | villkor pa z}

Den hér méngden bestar av alla element uppfyller villkoret. Ett exempel &r
méangden
{n|n arjamnt} ={...,—4,-2,0,2,4,...}

som innehaller alla jamna tal.

En méngd B &r en delmdngd av en mangd A om alla element i B r ett element
i A. Man skriver detta som B C A. Till exempel sa ar {1,2} en delméngd av
{1,2, 3}, eftersom 1 och 2 &r element i bada méngderna. Om tva méngder ar
delméngder av varandra sa ar de lika.

En méngd har alltid minst tva delméangder: sig sjalv och den tomma méangden.
En delméngd B av A &r dkta om B varken dr den tomma méngden eller A.

Det ar 1att att blanda ihop element och delméngder. Det beror pa att méng-
der kan innehalla andra méangder, sa att en delméngd av en méangd kan vara
ett element i méngden. Méngden A = {@} dr ett bra exempel. Den tomma
méngden dr bade ett element i och en delméngd av A.



I méngden A = {1,2,{1,2}} ar {1,2} bade en delméngd och ett element.
Déremot s& dr {1} enbart en delméngd av A, medan 1 enbart &r ett element.

For att illustrera mingder anvinder man Venndiagram, efter matematikern
John Venn (1834-1923). Dér representeras méngder som enkla former, oftast
cirklar, och formernas forhallanden till varandra motsvarar méngdernas. Till
exempel kan man illustrera att B dr en delméngd av A genom att rita dem
som tva cirklar, dar B ligger inuti A.

A

Figur 1.1: Venndiagram for B C A.

Ur gamla méngder kan vi skapa nya genom de sa kallade mdngdoperationerna.

(i) Unionen av méngderna A och B dr méngden som bestar av alla element
som ligger i A eller i B. Den betecknas med A U B och definieras som

AUB={z |z € Aeller x € B}.

Ett exempel ar {1,2,3} U {2,3,4} = {1,2,3,4}.

AUB

Figur 1.2: Venndiagram for AU B.

(ii) Snittet av méngderna A och B ar méngden som bestar av alla element
som ligger i A och i B. Den betecknas med A N B och definieras som

ANB={x|z € Aochx € B}.

Ett exempel ar {1,2,3} N{2,3,4} = {2,3}.

ANB

Figur 1.3: Venndiagram for AN B.



(iii) Differensen av en miangd A och B dr mangden som bestar av alla element
som ligger i A men inte i B. Den betecknas med A\ B och definieras
som

A\ B={xz |z € Aochz ¢ B}.
Ett exempel ar {1,2,3}\ {2,3,4} = {1}.

A\ B

Figur 1.4: Venndiagram for A\ B.

Notera att A\ B inte ar lika med B \ A, exempelvis géller {2,3,4} \
{1,2,3} = {4}.

Tva méangder A och B ar disjunkta om de inte har ndgra gemensamma element,
det vill siga om AN B = O.

De olika talsystemen kan ses som méngder av tal, och har fatt egna beteck-
ningar. De naturliga talen betecknas med N och bestar av talen 0, 1, 2, 3, och
s& vidare.?

Naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem. Resultatet ar alltid
ett nytt naturligt tal. For att subtrahera behover vi inféra de negativa talen
—1, —2, och sa vidare. De naturliga talen tillsammans med de negativa talen
kallas for heltalen, och betecknas med Z (av tyskans Zahl = tal).

Heltal kan adderas, subtraheras och multipliceras. Man kan daremot inte di-
videra dem med varandra. For detta krédvs rationella tal. De definieras som
alla kvoter a/b, dér a och b &r heltal och b &r skilt fran 0. Mangden av alla
rationella tal betecknas med Q.

6 4 -2 0 2 4

\l

Figur 1.5: Tallinjen runt 0.

De rationella talen ligger pa den sa kallade tallinjen, som gar fran negativa tal
till vanster och till positiva tal till hoger (se Figur 1.5). Det finns dock tal som
inte #r rationella, men som #nda ligger pa tallinjen. Ett exempel dr v/2, som &r
lingden pa diagonalen i en kvadrat med sidan 1. Lagger man till dessa tal far
de reella talen, som betecknas med R.? Reella tal som inte &r rationella kallas
for irrationella.

2Vissa exkluderar 0 fran de naturliga talen. Att inkludera 0 har dock férdelar. Om man
borjar rakna fran 0 och gar ett steg i taget kommer man ha gatt n steg nir man réaknat till
n. Exempel: om vi réknar till 3 fran 0 sd far vi 0 — 1 — 2 — 3, vilket &r 3 steg. Om vi
borjar fran 1 far vi istédllet 1 — 2 — 3, vilket &r 2 steg.

SReella tal #r mycket mystiska. Den matematiska cirkeln 2016-2017, Vad dr ett tal?,
handlade om hur man kan definiera dem i termer av rationella tal. Den intresserade ldsaren



2-1,e+2i
e,m
3/2,-5/3
-1,-2

0,1,2

Figur 1.6: De olika talsystemen fran N till C.

De reella talen kan utvidgas ytterligare till de kompleza talen, som betecknas
med C, genom att ligga till ett tal i som uppfyller i2 = —1. Vi pratar mer om
dessa tal i Avsnitt 3.2.

1.3 Funktioner

En funktion f: X — Y parar ihop element in en méngd X med element i en
méangd Y. Mangden X kallas for definitionsmdngd och méngden Y kallas for
malmdngd. Man kan se f som en process som tar ett element i méangden X och
avger ett element som ligger i médngden Y. Nar man tillampar en funktion péa
ett element = 1 X s& kallas x for funktionens argument.

Tva funktioner ar lika ndr de har samma definitionsméngd, samma malméangd
och de ar lika pa alla element i definitionsméngden. Definitions- och malméng-
den &r alltsa en del av funktionen.

Figur 1.7: En funktion f fran X till Y.

Funktioner beskrivs ofta med formler. Exempelvis sa kan funktionen f : N — N
som tar ett naturligt tal och returnerar dess kvadrat beskrivas som f(n) = n?.
Alla polynom kan ses som en funktion fran R till R, som berdknas genom att

man satter in talet x i uttrycket.

En funktion méste dock inte ges av en formel. Det enda som kravs &r att
funktionen &ar definierad for alla element i X, och att den ger alltid samma
svar. Ett exempel dr absolutbeloppet |z| av ett reellt tal z, som definieras som
avstandet fran x till origo pé tallinjen. Man kan berdkna det genom att man

uppmanas att séka upp kompendiet pa Cirkelns hemsida: https://www.math-stockholm.
se/samverkan/cirkel/
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tar eventuella minustecken framfor talet, det vill sdga

2] T omx >0
€Tl =
—xr omx <0.

Exempelvis sa géller | — 3| = —(—3) = 3 och |2| = 2.

En funktion f : R — R kan beskrivas genom sin graf, som definieras som
méngden av punkter i planet pa formen (z, f(z)).

-2

Figur 1.8: Grafen av funktionen f(z) = |z|.

Om z &r ett reellt tal sa dr |x| det storsta heltalet som &r mindre eller lika
med z. Till exempel sa &r [5/2] = 2 och |—7] = —4. Man kan se det som att
|z| ar avrundningen av z, forutsatt att man alltid avrundar nerat.

Definition 1.3.1. Golvfunktionen ar funktionen som avbildar reella tal x pa

|x]. A

Ett annat sétt att se golvfunktionen &r att den avbildar x pa det storsta heltalet
n som uppfyller olikheterna

n<r<n+l.

Definition 1.3.2. Fraktionsfunktionen frac : R — R &r funktionen som avbil-
dar reella tal pa x — |x]. A

Vérdet frac(z) alltid ligger mellan 0 och 1, och |z| + frac(z) = x. Det senare
foljer direkt av definitionen, eftersom

|| + frac(x) = |z] + o — |z] = 2.



0,5

_— 2

-0,5

(a) Graf av |z] (b) Graf av frac(z)

Figur 1.9: Golv- och fraktionsfunktionen

Talet frac(z) kallas for fraktionsdelen av x. Obervera att frac(x) = 0 nér x &r
ett heltal. Tva andra anvindbara samband ar att frac(x + n) = frac(z) och
|z +n] = |z] +n for alla heltal n.

1.4 Bevistekniker

Ett bevis for en sats ar ett argument som forklarar varfor satsen &ar sann.
Vi har redan sett ett exempel nar vi bevisade Sats 1.1.3. I detta avsnitt ska
vi ga igenom tre tekniker for att bevisa matematiska satser: direkta bevis,
motsigelsebevis och induktionsbevis.

Ett direkt bevis utgar ifran satsens antaganden och definitioner och bevisar
satsen rakt pa, s att siga. Beviset av Sats 1.1.3 ar ett exempel pa direkt
bevis. Ett annat ar foljande sats.

Sats 1.4.1. Antalet funktioner fran en mdangd A med n element till en mdangd
B med m element dr m".

Bevis. Varje funktion fran A till B kan beskrivas som en tabell dar varje ele-
ment i A motsvaras av precis ett element i B. Listan innehéaller totalt n platser,
och pa varje plats kan vi vilja bland m element att vilja bland. Alltsa finns
det totalt

m-m---m-m=m"

n stycken

olika funktioner. O

Ibland gar det inte att anvinda direkta bevis, till exempel ndr man ska bevisa
att nagot inte ar fallet. D& kan det vara enklare att anta att det man vill bevisa
ar falskt, och visa att detta leder till en motségelse. Om alla steg i beviset ar
korrekta sd maste det ursprungliga antagandet vara fel. Detta kallas for ett
motsdgelsebeuvis.

“Ibland forekommer termen indirekt bevis. Vissa anvinder det som synonym till motsé-
gelsebevis, andra som en synonym till bevisregeln modus tollens. Vi undviker den helt.



Sats 1.4.2. Lingden av hypotenusan i en ratvinklig triangel dr alltid mindre
an summan av lingderna av kateterna.

Bews. Lat a och b vara langderna av kateterna i triangeln och c langden av
hypotenusan.

c

Figur 1.10: En ratvinklig triangel.
Enligt Pytagoras sats ar a®+b® = ¢2. Antag motsatsen till satsen, det vill siga
att a + b < ¢. Da géller att
(a+b)2 <A = ®+2ab+b < = 2ab<0.

Eftersom a och b ar ldngderna i en ratvinklig triangel sa ar a och b bade storre
an 0. Eftersom produkter av positiva tal ar positiva, sa &r detta en motsigelse.
Alltsd maste motsatsen till a + b < ¢ gélla, det vill sdga a + b > c. O

Sats 1.4.3. Ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Bevis. Antag att n ar ett tal som ar bada udda och jimnt. D& finns det tva
tal, k och [, sa att n = 2k och n = 2] + 1. DA géller att

h=n=2+1 = 2k—2=1 = 2k—1)=1.

Med andra ord finns det heltal m = k — [ s& att 2m = 1. Kan det finns ett
sadant tal? Det finns tva fall.

(i) Om m <0, sa ar 1 = 2m < 0. Motségelse!

(ii) Om m > 1 sa &r 2m > 2 > 1. Motségelse!

Ett beromt motségelsebevis ar foljande.

Sats 1.4.4. Talet /2 dr irrationellt.

Bevis. Antag motsatsen, det vill siga att v/2 = a/b for nagra heltal a och b.
Antag att a och b ar forkortade s& langt som mdojligt. Da kan endast en av a
eller b vara jamn, eftersom om bada &ar jamna kan vi skriva

a 2c c
VI=3=5i=4
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och da var inte a och b forkortade sa langt som mojligt.
Av definitionen av /2 far vi att

2 a? 5 9
V2 =2= 2 = W =a’.
Den sista ekvationen siger att a? #r jamn. Eftersom kvadrater av udda tal &r

udda (se Ovning 1.14), sa maste a vara ett jimnt tal, det vill siga a = 2k for
nagot heltal k. Da far vi att

20 = (2k)? = 4k* = b* = 2k%

Eftersom b% #r jimnt, s& maste b vara jamnt. Men nu har vi bevisat bade a
och b ar jadmna, vilket var omdjligt eftersom vi hade forkortat braket sa langt
som mojligt. Detta dr en motségelse. O

Bevisen av Sats 1.4.3 och 1.4.2 bygger bada pa ett antagande som vi rent for-
mellt inte bevisat (kan du se vilket?). Att bevis inkluderar sddana antaganden
ar snarare regel &n undantag. Ifall man bevisade precis vartenda antagande
utifran axiomen skulle bevisen bli vildigt langa och komplicerade. Lésaren
forvantas sjalv fylla i de luckor som uppstar.

Det hénder dock att uppenbara antaganden &r mycket svara, till och med
omdjliga, att bevisa utifran definitionerna. Historien ar fylld av matematiker
som gjort till synes sjdlvklara antaganden som sedan visat sig vara svara att
bevisa.

Beviset av Sats 1.4.4 &r ett exempel pa det. Vi antar att ett brak kan forkortas
sa langt som mojligt. Detta &r inte sjalvklart, utan bygger i sjalva verket pa
aritmetikens fundamentalsats, en sats som vi dterkommer till senare i kursen.

Den tredje bevistekniken som vi kommer ga igenom kallas for induktionsbevis.
Sag att du har en foljd av pastdenden Py, P, P» och sa vidare, ett for varje
naturligt tal. For att bevisa att alla dessa pastaenden géller, s kan man gora
det i tva steg:

(i) Basfall: Bevisa att Py dr sann.
(ii) Induktionssteget: Bevisa att om P, dr sant for nagot naturligt tal n

s& ar P, sant.

Idén &r att om bada dessa ar géller, sa ar P, sann for alla naturliga tal m. Man
kan motivera det pa foljande sédtt. Sdg att vi undrar ifall P, &r sann. Enligt
basfallet &r Py sann, och genom att tillimpa induktionssteget med n = 0 s& kan
vi dra slutsatsen att P; ar sann. Vi kan nu sédtta n = 1, och induktionssteget
séger da att P» ar sant. Genom att upprepa detta m ganger, kan vi bevisa att
P, dr sann. Vi kan illustrera det hela som en foljd av implikationer:

P0:>P1:>P2:>"':>Pm_1:>Pm:>---

Ett exempel fortydligar hur det fungerar.
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Sats 1.4.5. Alla naturliga tal dr udda eller jimna.

Beuvis. Lat P, vara pastaendet att n &r antingen udda eller jamnt. D& ar pa-
staendet att alla naturliga tal d&r udda eller jimna samma som att P,, ar sann
for alla n.

(i) Basfall: Nér n = 0 séger satsen att 0 dr udda eller jamnt, vilket &r sant
eftersom 0 = 2 - 0 &r ett jamnt tal.

(ii) Induktionssteg: Antag att P,, &r sann for nagot m, det vill sdga m ar
antingen udda eller jamnt. Vi ska bevisa att m + 1 ar udda eller jamnt.
Det gor vi i tva fall.

e Om m &r udda sa dr m + 1 jimnt enligt Sats 1.1.3.

e Om m &r jAmnt sa &r m + 1 udda enligt Sats 1.1.4.

Detta bevisar att m + 1 antingen &r udda eller jamnt, det vill siga att
Pp,41 ar sann.

O

Induktionsbevis reducerar satser som handlar om alla tal till satser som handlar
om specifika tal. Dessa kan vara enklare att bevisa, eftersom du antingen far
ett konkret tal att arbeta med.

Induktionsbevis kan vara klurigt i borjan. Ett organiserat satt att gora dem &r
foljande satt.

(i) Omformulera satsen s& att den blir av typen: P, dr sann for alla n.
(ii) Bevisa Py.

(iii) Anta att det finns ett tal n sa att P, &r sant, och bevisa att P11 ar
sann.

Ett induktionsbevis bygger pa att fallet n + 1 kan beskrivas i termer av fallet
n. Ifall man inte kan hitta en sddan reduktion, kommer ett induktionsbevis
vara svart att anvinda.

1.5 Olika satser och hur man bevisar dem

I foregaende avsnitt diskuterade vi olika bevistekniker. Men vilka tekniker &r
lampliga for vilka typer av satser?

e Implikation: Man sidger att P implicerar () om ) &r sann nar P ar det.
Ett exempel dr Sats 1.1.4, som séger att om ett tal n &r jAmnt, s ar
talet n + 1 udda. Man brukar beteckna implikationer med en tjock pil
=, s att P medfor () skrivs

P = Q.
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En implikation kan bevisas med ett direkt bevis. Da antar man att P
ar sann, och sedan visar man att ) ocksd maste vara sann (det ar sa
vi bevisar Sats 1.1.4). Man kan ocksa anvénda ett motségelsebevis. Da
antar man att P &r sann och att ) dr falsk, och bevisar en motségelse.

Ett tredje satt att bevisa att P implicerar () ér att bevisa att om @) ar
falsk, sa ar P falsk. Detta kallas for omwvdndningen av en implikation.

Ekvivalens: En ekvivalens dr nar tva pastaenden P och @ implicerar
varandra, alltsd att om P si @, och om () s& P. Man brukar anvéinda
frasen P om och endast om (). Man anvénder tjocka dubbelpilar for att
beteckna ekvivalenser, sa att P om och endast om ) skrivs som

P = Q.

Ekvivalenser bevisas genom att forsta visa att P implicerar (), och sedan
att @ implicerar P.

Universalsats: En universalsats sdger att alla n i en méngd M uppfyller
nagot villkor P. Universalsatser kan bevisas som implikationer, genom
att omformulera universalsatsen som att om n ligger i méngden M, sa
uppfyller n villkoret P, det vill sdga

n € M = n uppfyller P

Ifall M &r méngden av alla naturliga tal kan man ocksa anvinda ett
induktionsbevis, som vi beskrev ovan.

Man kan &ven bevisa en universalsats genom ett motségelsebevis. Da
antar man att det finns ett n i M som inte uppfyller P, och bevisar att
det &r omojligt.

Existenssats: En existenssats sager att finns ett objekt n som har egen-
skapen P. Den typiska existenssatsen #r ekvationslosning. Att 22 = 3 har
en l0sning dr en existenssats, och kan omformuleras som att det finns ett
tal  sa att 22 = 3.

Ett satt att bevisa en existenssats ar att konstruera det sokta objektet
utifrdn objekt man redan vet finns. Till exempel sa kan man bevisa att
det finns ett udda kvadrattal genom att notera att 32 = 9 #r udda och
ett kvadrattal.

Man kan ocksa anvinda ett motsigelsebevis. Da antar man att det inte
existerar nagon objekt med egenskapen P och visar att det leder till en
motségelse. Dessa bevis har fordelen att vi inte behdver beskriva hur
objektet konstrueras. I gengéld kan bevisen vara mycket komplicerade.

En variant pa universalsatsen ar att inget n i M uppfyller P. Den kan omfor-
muleras som att alla n i M saknar egenskapen P. For dessa typer av satser ar
motségelsebevis ofta smidiga: man antar att det finns ett n i M som uppfyller
P och hérleder en motségelse.

Universal- och existenssatser ar duala till varandra, i bemérkelsen att om du
ska bevisa en existenssats med hjilp av ett motsiagelsebevis sa antar du en
universalsats, och vice versa, se bevisen av Sats 1.4.2, 1.4.3 och 1.4.4
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Ovningar
Ovning 1.1. Lista elementen i féljande méngder.

(i
(i) B={1,2,{2,3}}.

) A={neN|Ek <5}
)
(iii) C ={k € Z | k* < 16}.
(iv) AnB.

)

(v

Ovning 1.2. Lista elementen i fljande méngder.

(C\A)UB.

(i) A={zeQ|2?=2}.
(ii) B ={0,1,2,3}.

(BUA)NC.

)
)
(i) C={p/qg|0<p<3och1<q<3}.
(iv)
(v)

Ovning 1.3. For nedanstiaende par av méangder A och B, avgdr om A och
B ar lika, disjunkta, nagon av dem &r en &kta delméngd av den andra eller
ingetdera.

(i
(i) A={0,1,2} och B={n € N|n? < 9}.

(CNB)\ A.

={1,2,3} och B ={1,1,2}.

) A

)
(ili) A={{}} och B={{z e N|2z = -2}}.
(iv) A={z €R||z| <1} och B={z € R ||z — 1] < 1}.
(v) A={z€Q |22 =2} och B={z € R |22 = 2}.

Ovning 1.4. For nedanstaende par av méngder A och B, avgoér om A och B
ar lika, disjunkta eller nagon av dem &r en dkta delméngd av den andra.

(i
(i) A={r €R |22 <2} och B={xcQ]|z%>2}.

={-2,0,2} och B={z € Z| || < 3 och x &r jamnt}.
(iv) A={x €Z |2z = -2} och B={x € N| 2z = 2}.

) A
)
(i) A={z € Z | x &r jamnt} och B = {x € Z | = &r kvadrattal}.
)
) A

(v

Ovning 1.5. Anvind méngdbyggaren for att definiera foljande mingder.

= {0,{0}} och B = {0}

(i) Méangden av jamna, positiva heltal.
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(ii) Méngden av rationella tal r s& att 2r ar ett heltal.
(iii) Méngden av irrationella tal som ligger inom avstand 1 fran origo.

Ovning 1.6. Anvind méngdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av alla kvadrattal som &r storre an 2.
(ii) M#ngden av rationella l16sningar till #4 + 2% — 1 = 0.

(iii) Méngden av rationella tal som &r volymen av en kub med rationella
sidor.

Ovning 1.7. Ange mojlig definitionsméingd och malméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger det n:te kvadrattalet.
(ii) Funktionen som beréknar arean av triangel.
(iii) Funktionen berdknar derivatan av ett andragradspolynom.

Ovning 1.8. Ange méjlig definitionsméingd och malméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger arean av cirkel med radie 7.
(ii) Funktionen som ger avstandet mellan 1 och ett tal r pa tallinjen.

(iii) Funktionen som ger de rationella nollstéllena till ett forstagradspolynom
med rationella koefficienter.

Ovning 1.9. Ar foljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:R — R dir

_JlomzeQ
f<x)_{00mm¢(@.

(ii) f:N—=Qdar f(n) = /n.

(iii) f : R — R sd att f(z) = 0 med sannolikhet 1/2 och f(z) = 1 med
sannolikhet 1/2.

(iv) f:{0} — R dér f(0) =1 om ordet Balkong bérjar pa B.

Ovning 1.10. Ar féljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:Z — N, dar f(n) &r siffersumman i det vanliga (decimala) talsyste-
met.

(i) f:R — Q, dar f(x) = x/2.
(i) f:N—=R, dar f(n) = "V/n+1.
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(iv) f:Q— Z, dér f(p/q) = p.

Ovning 1.11. Avgor om foljande funktioner &r lika eller inte? Motivera varfor.

(i) f:R—>R, f(z)=|z| och g: R - R, g(z) = Va2
(i) f:Z—Q, f(n)=1/nochg:N—Q, g(m)=1/m.
(i) f:N—=Q, f(n)=n/(n+1)och g:N—=R, g(z) =z2/(z+1).

Ovning 1.12. Avgér om foljande funktioner &r lika eller inte? Om inte, moti-
vera, varfor.

(i) fR=R, f(z)=22+2r+1ochg:R—R, gx) = (z+1)%
(i) f:Z—2Z, f(x) =22 och g: Z — Z, g(x) = |z|>.
(i) f:R =R, f(z) =frac(z) och g: Q = R, g(x) =z — |z].

Ovning 1.13. Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n &r ett jamnt
tal sd dr n + 1 ett udda tal (detta &r Sats 1.1.4).

Ovning 1.14. Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n ar udda sa ar
2
n” udda.

Ovning 1.15. Anviind ett motsigelsebevis for att bevisa att summan av ett
irrationellt tal och ett rationellt tal ar irrationellt.

Ovning 1.16. Anvind ett motségelsebevis for att bevisa att om a + b > ¢ sa
ar antingen a > ¢/2 eller b > ¢/2

Ovning 1.17. Anvénd induktion for att bevisa att summan av de n forsta

udda naturliga talen ar n2.

Ovning 1.18. Anvind induktion for att bevisa att summan av de n forsta
naturliga talen ar n(n + 1)/2.

Satsen har ocksa ett direkt bevis. Forsok att hitta det.
Ovning 1.19. Bevisa att om ab = ¢ s& 4r a > Ve och b < 4/, eller tvartom.

Ovning 1.20 (x). Bevisa att vinkelsumman av en n-hérning dr 180(n — 2)
grader

(i) med ett direkt bevis.
(ii) med induktion.

Ovning 1.21. Ett sétt att definiera ordningen > pa naturliga tal r foljande.

Ett naturligt tal n ar stérre eller lika med ett naturligt tal m om det finns ett
naturligt tal k sa att n = m + k. Vi skriver detta som n > m.

Bevisa foljande satser:

(i) n >0 och n > n {or alla n.
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(i) Om n > m och m > k sa géller n > k.

(iii) Om n > m och m > n, sd &r n = m.

(iv) Om n och m uppfyller n > m sa géller n + k > m + k for alla k > 0
)

(v) Om n och m uppfyller n > m sa giller nk > mk for alla k > 0

Ovning 1.22 (x). Bevisa att det finns tva irrationella tal a och b sa att a® &r
rationellt. Tips: anviind att /2 &r irrationellt.

Ovning 1.23. Bevisa att
P4+22 4. +n”<n
for alla n > 2.

Ovning 1.24 (x). Bevisa att det finns alla rationella tal kan skrivas som en
produkt av tva irrationella tal.

Ovning 1.25 (x+). Ett minsta element i en delméingd S av N ett tal n € S med
egenskapen att n < m for alla m € S. Bevisa att alla icke-tomma delméngder
av N har ett minsta element.

Ledtrad: Omformulera satsen och kombinera ett induktionsbevis med motséa-
gelsebevis.

Ovning 1.26 (%). Foljande pastaenden ar alla sanna. Vilka bor vara satser
och vilka bor vara definitioner? Motivera hur du tanker.

(i) Det finns bade udda och jaémna kvadrattal.

(ii) Ett tal n &r ett kvadrattal om det finns en kvadrat vars area &r n.
(iii)

(iv)

Ovning 1.27 (%). Foljande pastédenden ar alla sanna. Vilka bor vara satser
och vilka bor vara definitioner? Motivera hur du tanker.

Ett tal n ar ett kvadrattal om det finns ett heltal k sa att n = k2.

Det n:te kvadrattalet ar summan av de n forsta udda talen.

(i) En réatvinklig triangel har vinkelsumma pa 180 grader.

)
(ii) En réatvinklig triangel har tva vinklar vars summa &r 90 grader.
(iii) En ratvinklig triangel bildas nér man drar en diagonal i en kvadrat.
)

(iv) En triangel ar ratvinklig om den har en rit vinkel.

16



2 Introduktion till linjar algebra

Linjar algebra ar en grundlaggande del av manga utbildningar i matematik.
Hér ska vi introducera nagra begrepp fran linjér algebra som vi behéver i senare
kapitel. Om ni fortsétter ldsa matematik efter gymnasiet kommer ni férdjupa
er kunskap i linjar algebra.

2.1 DMatriser

Matriser ar en generalisering av tal till flera dimensioner.

Definition 2.1.1. En matris A av typ m X n ges av

air a2 - Qip

a1 a2 s Q2n
A=

Gml OGm2 - OGmn

dér a;; &r tal. Matrisen A kan skrivas kortare som A = (al-j)mxn. Talen a;;
kallas for matrisens element. A

Talen n och m kallas matrisens dimension. En matris kan innehalla vilka tal
som helst, men det vanligaste ar att de innehéller reella tal eller komplexa tal.

Méangden av m x n-matriser med reella tal betecknas R™*™, och méngden av
matriser med komplexa tal betecknas C"™*". Man séger att matriserna ar reella
respektive komplexa.

Om m eller n &r 1, sa skriver vi R™ och C™. D4 kallas matriserna for vektorer.

Definition 2.1.2 (Transponat). Transponatet av en matris A = (aj)mxn ges

av
ailz a1 - Qml
a2 a2 - am2
Ain A2n " Omn

Med andra ord sa ar raderna i A kolonner i transponatet, och vice versa.
Transponatet av A betecknas AT A

Definition 2.1.3 (Addition). Addition av tva matriser A och B &r mojlig da
A och B ar av samma dimension, och berdknas genom att addera elementen
parvis. Det betecknas A + B. A

Exempel 2.1.4. Lat

1 3 -1 2 -2 1
A=14 -5 2 | eR®*® och B=|1 -2 5] e R3>*3
0 1 2 0 2 3
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D4 blir

1+2 3-2 —-1+1 3
A+B=[44+1 -5—-2 245 | =15 -7 7
0 1+2 243 0

A

Definition 2.1.5 (Multiplikation). Multiplikation av tva matriser A och B &r
mojlig d& A ar av typ m X n och B ar av typ n x p. D& ar

A . B = C = (cij)mxp
dar Cij :ailblj+ai2bgj+-~+ambn]~,i: 1,2,...,mochj=1,2,...,p. A
Exempel 2.1.6. Vi berdknar A - B déar

1 3 -1 2
A=14 -5 2 | eR¥3 och B=[-1] eR%
0 1 3
Vi berdknar
1-(2)+3-(-1)—1-(3) —4
A-B=14-2)-5-(-1)+2-3)| =19 ]| eR?
0-(2)+1-(=1)+2-(3) 5

A

Addition och multiplikation av matriser har manga likheter med addition och
multiplikation av tal. Det finns dock skillnader. Till exempel ordningen péa
matriserna spelar roll ndr du multiplicerar, dvs d&ven om A och B ar av typ
m x m giller AB = AB endast i speciella fall. Du kan testa sjdlv med tva
matriser.

2.2 Linjara ekvationssystem

Definition 2.2.1. Ett linjdrt ekvationssystem med m ekvationer och n obe-
kanta variabler (z1,...,z,) har formen

a1171 + a12%2 + - + @1y = b1

a2171 + a2%2 + - - + GapTn = b

Am1%1 + Am2T2 + -+ 4 QmnTn = by

dér a;; och by ar komplexa tal. Vi kan skriva det som Ax = b, dir A € C"™*",
r=[x1,...,2,)7 €C" och b= [by,...,bn)T € C™ A

Ekvationssystem dyker upp i manga tillimpningar av matematik.

Vi kommer prata med om komplexa tal senare, och i resten av detta kapitel
sa haller vi oss till ekvationssystem med reella koefficienter.
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Definition 2.2.2 (Matrisform). Det linjara ekvationssystemet i 2.2.1 kan skri-
vas om som

ai;  a ain | b1
az a2 azn, | ba
Aml Am2 *** Amn b,
Detta kallas for matrisformen av ett linjart ekvationssystem. A

Det finns tre fall. Antingen har systemet en unik 16sning, inga losningar, eller
oandligt manga losningar. Vi ska ldra oss att avgora vilket, och diskutera hur
man l6ser de som har en unik 16sning.

2.2.1 System med en unik 16sning

Vi borjar med ett system med tva ekvationer och tva obekanta. Har anvan-
der vi vektorn [x,y]” for att beskriva de okiinda variablerna. De motsvarar
(z1,...,2y) som vi skrev ovan.

20 +3y =95
—r+4y =6

Varje ekvation i ekvationssystemet motsvarar en linje, vilket vi kan se genom
att skriva om den pa formen y = kx 4+ m. Rent geometriskt har vi tva linjer.
Om de skiir varandra i en punkt si betyder det att ekvationssystem har en
unik 16sning, se Figur 2.1.

Figur 2.1: En unik 16sning

2.2.2 System med inga l6sningar

Betrakta foljande ekvationssystem.

2c+3y =2
2¢+3y =3
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Vi har tva linjer som ar parallella. Da har vi inga l6sningar eftersom linjerna
skar aldrig varandra. Vi ser det har i Figur 2.2.

— 2x+3y=2
— 2x+3y =3

Figur 2.2: Inga l6sningar

2.2.3 System med oidndligt manga l6sningar

Betrakta foljande ekvationssystem.

20+ 3y =2
dr+6y =4

Om vi dividerar den andra ekvationen med 2 s& far vi den forsta ekvationen
(dr+6y = 4 <= 22+ 3y = 2). Det betyder att bada ekvationerna dr samma,
och att l6sningen ar en linje i planet. Da har vi odndligt manga 16sningar till
systemet.

2.3 Gausselimination

I detta avsnitt ska vi 16sa ett ekvationssystem med tre ekvationer och tre
okénda. Vi ska anvinda en metod som heter Gausselimination.

Vi har foljande linjira ekvationssystem.

2x1 +3x90 —4x3 =0
—r1+r2+13 =3 (2.1)
1 — 2$2 + 3IE3 =3
Vi borjar med att skriva om systemet med Definition 2.2.2.
2 3 —410
113
1 -2 3|3

Nér man anvinder Gausselimination far man anvénda sig av tre sa kallade
elementdra radoperationer.
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1. Byta plats pa tva rader

II. Multiplicera en rad med ett tal som inte ar lika med noll, en sa kallad
skalar.

III. Addera en rad till en annan.

Man kan bevisa att ifall man bara anviander dessa operationer si &ndras inte
l6sningarna till ekvationssystemet.

Vi byter plats pa den forsta raden (R1) och den tredje raden (R3).

1 -2 313
-1 1 113
2 3 —410

Och sedan beraknar vi R2 = R2 + R1 och R3 = R3 - 2R1. Observera att vi

kan multiplicera raden vi adderar med en skaldr innan vi lagger till den.

1 -2 3 1|3 R2+R1—R2 1 -2 3 3
1 1 1 |3 BERRIER3 UG 1 4 |6
2 3 —-410 0O 7 -—-10|-6

Vi fortsatter pa detta satt. Vart mal ar att fa en matris med ettor i diagonalen
fran 6vre vinstra hornet till nedre hogre hérnet och nollor under.

1 -2 3 |3 1 -2 313
0 -1 4 |6 | BHE2R g 1 4|6
0 7 -—10|-6 0 0 1836

4 R3-R3 1 -2 3 3

—R2—R2 0 1 _4|_¢

0 0 112

Tredje raden ger att x3 = 2. Anvénder vi detta i andra raden kan vi berékna xs.
Slutligen kan vi anvénda bade x5 och xg for att berdkna x1. Det kan beskrivas
matematiskt med foljande ekvationer.

1 — 220 +3x3 =3 1 — 2290 +3x3 =3 ry =1
To — 4dxs =—6 < To =2 <= To =2
I3 =2 I3 =2 r3 = 2

Losningen till det linjara ekvationssystemet ar alltsa x1 = 1, xo = 2 och z3 = 2.

Med Definition 2.1.5 kan vi kontrollera vart svar om vi tar matrisen fran 2.1
och multiplicerar med 16sningen vi berdknade. Vi gor sa hér:

2 3 —4\ /1 2(1) + 3(2) — 4(2) 0
1 -2 3| [2]=(10)-22+32) | =3
~1 1 1) \2 —1(1) + 1(2) + 1(2) 3

Vi ser att vi far samma vektor som i hogerledet av (2.1). Alltsa har vi fatt det
ratta svaret.

Notera att vi skriver Az = b dir A € R3*3 dr matrisen, z = [z1, 79, 23]7 € R3
ar vektorn med variablerna och b € R? &r talen i hogerledet.
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2.4 Enhetsmatrisen och inversen

Enhetsmatrisen och inversen ar grundliaggande begrepp i linjir algebra.

Definition 2.4.1 (Enhetsmatrisen). Enhetsmatrisen eller identitetsmatrisen
av storleken n ar n X m-matrisen som har ettor lings huvuddiagonalen och
nollor overallt annars, alltsa

1 0 0 O

I = 0 00 e R™™.
0 0 -0
0 0 0 1

A

Det &r enkelt att bevisa att TA = Al = A. Enhetsmatrisen dr alltsa for
matrismultiplikation vad talet 1 ar for vanlig multiplikation.

Definition 2.4.2 (Inverterbarhet och invers). En matris A &r inverterbar om
det existerar en matris B s& att AB = BA = I, dar I ar enhetsmatrisen.
Matrisen B kallas inversen till A och skrivs A~1. A

Matrisinverser ar viktiga i matematik, och man laser mycket om hur man kan
berdkna dem pa hogskolan. I den har kursen kommer vi dock inte lara oss hur
man gor det, utan vi kommer fokusera pa hur man anvinder dem.

Alla matriser har inte en invers. Ett exempel pa detta dr matrisen som bestar
av endast nollor (det sa kallade nollmatrisen). Men det finns dven nollskilda
matriser som saknar invers.

Exempel 2.4.3. Lat A € R™"*" vara en matris, z € R™ en vektor med variabler
och b € R" ett hogerled. Med hjélp av Definition 2.4.2 kan vi skriva om ett
linjart ekvationssystem Ax = b enligt foljande;

Az =b < A" Az =A"" — Tz =A"" — 2=A""b.
A

Exempel 2.4.4. Vi tar matrisen A och vektorn b fran (2.1). Inversen A~! dr
da

5 17
1 Z -k & L[> LT
A—:§§$ZE4102
1 5}

Vi kan kontrollera det genom att AA™!' = A='A =1T.

Genom att multiplicera Az = b med A~! fran viinster pa bada sidor far man
x = A™'b, déir = kan beriiknas som nedan. Vi noterar att vi far samma l6sning
som i Avsnitt 2.3.

1 1 5 -1 7 0 1
r=|z2 | = ' 4 10 2 31 =12
T3 1 7 5 3 2
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Ovningar
Ovning 2.1. Bestim om foljande ekvationssystem har
(i) en losning
(ii) inga losningar
(iii) o#éndligt manga 16sningar.

Rita en graf for varje system.

I 20 +4y =2
42y =-1

I 20 +4y =2
|4z +8y =4

L 20 4+ 4y =2
—4r —8y =1

Ovning 2.2. Berikna A + B dar

3 5 1 2 4
A=12 -1 0 ochB=1|0 5 -2
-1 4 5 -4 3 7
Ovning 2.3. Lat A = ( > ochb = <_ ) Hitta 2 € R? sa att Az = b.

Ovning 2.4. Berikna Az dir
1 7 5

2
A=(3 -2 8] ochx=|8].
0 -2 5 1
Ovning 2.5. Hitta = € R3 sa att Az = b dér

(8

A=1-2 1 5 och b =

Ovning 2.6. Visa att matrisen A har inversen A~! dér

1 3 11
2 3 -1 3 i,
A=102 3], 4at'=|0 & -3
00 2 0o 0 3
Ovning 2.7. Hitta en vektor x sa att Ax = b, dar
-1 2 4 5 27
1 3 -5 2 -3
A= 0o -2 3 =2\’ b= -1
1 0 -7 4 —19
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3 Periodiska funktioner och komplexa tal

3.1 Trigonometriska funktioner

I de flesta sammanhang sa méter man vinklar i grader. Matematiker féredrar
ett annat méatt som kallas for radianer. Enligt det mattet s& gar det 27 radianer
pa ett varv. Man oversitter fran grader till radianer genom att multiplicera
gradantalet med 27 /360. Till exempel sd motsvarar 75 grader

or 150 10
¢ — = — = — radlaner.
360 360" 24"

For att konvertera fran radianer till grader, sa multiplicerar man med inversen
till 270/360, det vill sdga 360/27. Exempelvis sa dr 7/4 radianer lika med

m 360 360
Z . g = ? =45 grader.

Anvéndningen av radianer kan motiveras som foljer. Sdg att man har en punkt
pa enhetscirkel. Det finns tva satt att specificera var den ligger. Man kan ange
vinkeln som punkten bildar med den positiva delen av den horisontella axeln.
Eller sa kan man ange hur langt pa cirkeln man maste ga motsols, riknat fran
punkten (1,0). Ifall man rdknar vinkeln i radianer, s& ar dessa lika.

A

TR

\/

Figur 3.1: Radianer och cirkelns omkrets

I allménhet galler att om vinkeln mellan tva punkter pa en cirkel med radie R
ar x radianer, sa ar cirkelsegmentet mellan punkterna Rx langt.

I resten av den hér kursen kommer vi arbeta i radianer. Till skillnad fran grader
sa har radianer ingen enhet.

De trigonometriska funktionerna definieras utifran enhetscirkeln. Dessa kinner
lasaren sékert igen, men vi inkluderar en kort repetition i fall nagon skulle ha
glomt bort det.

Definition 3.1.1. Om =z &r ett reellt tal sa definieras cos(x) och sin(x) som -

respektive y-vardet av punkten pa enhetscirkeln som bildar vinkel £ mot den
positiva delen av den horisontella axeln.
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A (cosz,sinz)

\

Figur 3.2: Enhetscirkeln och de trigonometriska funktionerna

A

Punkterna (0,0), (cosx,sinz) och (cosx,0) utgor tillsammans en ratvinklig
triangel med en hypotenusa av lingd 1. Detta kan anvéindas for att bevisa
olika trigonometriska identiteter.

Sats 3.1.2 (Trigonometriska ettan). For alla = gdller att
(cos(z))? + (sin(zx))? = 1.

Bewvis. Langden av kateterna i triangeln som utgérs av origo och punkterna
(cosz,sinz) och (cosz,0) har langd | cos(x)| och |sin(x)|. Fran Pytagoras sats
far vi att

(cos(z))? + (sin(x))? = 1.

O]

For att gora notationen mer kompakt sa brukar man skriva (cos(z))" som
cos™(z), och samma sak med sin(z).

Sats 3.1.3. For alla x gdller cos(—z) = cos(x) och sin(—z) = —sin(z).

Bevis. Bevis foljer omedelbart ur Figur 3.3

A (coszsing)

Y

-xél

(cos-z,sin-z)

Figur 3.3: cos(—x) och sin(—z).
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Dessa samband kan utnyttjas for att berdkna vérden av de trigonometriska
funktionerna. Ta vinkeln 7/4 radianer (45 grader). Den delar vinkeln mellan
x- och y-axeln mitt itu, och av symmetriskél sa maste cos(mw/4) = sin(mw/4).
Enligt trigonometriska ettan galler

1
cos?(m/4) +sin?(n/4) =1 = 2cos?(1/4) =1 = cos(r/4) = 7
och pa samma sitt géller att

. 1
sin(m/4) = 7

P& liknande sétt kan man hérleda en rad andra identiteter, sasom att sin(mw/3) =
V/3/2 och sin(7/6) = 1//2.
Andra trigonometriska funktioner kan definieras utifran cosinus och sinus, till

exempel tan(z).

Definition 3.1.4. Tangens av ett tal x betecknas med tan x definieras som

A

Tangensfunktionen har en period pa m. Observera att tanz inte ar definierad
nar cosz = 0, till exempel nér z = /2.

3.2 De komplexa talen

I detta avsnitt introducerar de komplexa talen C. Vi bérjar med foljande ek-
vation.
z? = —1.

Denna saknar 16sning bland de reella talen, eftersom kvadraten av ett reellt tal
alltid ar positiv eller noll. De komplexa talen definieras genom att man infor
ett tal 4, som uppfyller att i2 = —1.

Mer exakt sa skrivs ett komplext tal som z = a + bi, ddr a och b ar reella
tal. Talet a kallas for realdelen och b for imagindrdelen, och betecknas med
R(z) och I(z). Observera att realdelen och imaginérdelen &r reella tal: den
imaginéra enheten ¢ ingar inte i imaginardelen.

For att addera, subtrahera, multiplicera och dividera med komplexa tal an-
vinds vanliga rakneregler, tillsammans med regeln att 2 = —1. Till exempel
s& kan vi skriva

(34+2i) (=1 —-2i)=3-(=1)+3- =2 +2i-(—1)+2i - —2i
= —3 — 6i — 27 — 4i°
= 3-8 —4-(—1)=1-8i
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Om z = a + bi ar ett komplext tal, sa ar dess konjugat det komplexa talet
Z = a — bi. Observera att

2z = (a+ bi)(a — bi) = a® — abi + abi — b%i® = a® + V.

Ett komplext tal multiplicerat med sitt konjugat ar alltid ett positivt reellt tal,
undantaget om talet ar 0. Detta gor att vi kan berdkna kvoten av tva komplexa
tal genom att forléinga med konjugatet av ndmnaren:

a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i ac—l—bd+bc—adi
ct+di  (c+di)(c—di) 2 + d? S 4dr 2 dr

Komplexa tal kdnns i borjan véldigt abstrakt. De andra talen har vi tolkat
geometriskt som en linje. Vad géller for komplexa tal?

Den vanliga geometriska tolkningen av komplexa tal ar att de ligger i ett plan,
dar punkten (a,b) motsvarar talet a + bi. Magnituden av ett komplext tal
z = a + bi ar avstandet fran (0,0) till punkten (a,b) i planet, och betecknas
|z| (detta kallas &ven absolutbeloppet av z.)

Argumentet av ett nollskilt komplext tal z 4r vinkeln bildas mellan den positiva
delen av den horisontella axeln och linjesegmentet fran origo till (a, b), riknat
motsols. Det betecknas arg(z). Talet 0 har inget argument.

(a,b)

E
Id
argz
(0,07 g (a,0)

Figur 3.4: Triangel i det komplexa talplanet

Sats 3.2.1. Om z = a + bi ar ett komplext tal, si galler |z| = vVa? + b?.

Bewvis. Punkterna (0,0), (a,0) och (a,b) skapar en rétvinklig triangel i planet,
se Figur 3.4. Den ena kateten i denna triangel kommer ha ldngden |a| och den
andra kommer ha ldngden |b|. Hypotenusan i triangeln har enligt definitionen
av magnitud ldngden |z|, sd enligt Pytagoras sats géller

22 = [a]? + b = a® +0* = |2 = Va2 + b2,

O

Den geometriska tolkningen av komplexa tal gar langre dn att se dem som
punkter i ett plan. Faktum &r att multiplikation med komplexa tal kan forstas
som resultatet av tva geometriska operationer: skalning och rotation.

Sats 3.2.2. Om r dr ett positivt reellt tal och z dr ett komplext tal, sa dar
|rz| = - |z| och arg(rz) = arg(z).
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Bewvis. Skriv z = a + bi. Da géller att rz = ra + rbi, eftersom r ar reellt, och
alltsa géller

rz] = /(ra)? + (r0)2 = \/r2(a + b2) = V2 /a2 + 02 = 1 - |2

eftersom r ar positivt.

(070), ................................................. (ra,O)

Figur 3.5: Multiplikation av ett komplext tal med reellt tal.

Att argumentet for z och rz ar detsamma bygger pa ett geometriskt argument.
Om vi betraktar de komplexa talen z och rz som punkter i det komplexa
talplanet s& kommer de spanna upp tva ratvinkliga trianglar, se Figur 3.5.

Eftersom forhallandet mellan trianglarna katetrar dr detsamma och den mel-
lanliggande vinkeln &ar lika s& &r trianglarna likformig. Alltsd méaste alla vinklar
vara lika, det vill sdga arg(rz) = arg(z). O

Inom reell analys studerar man exponentialfunktionen, e, dar = ar ett reellt
tal och e &r basen for den naturliga logaritmen. Fulers formel utokar den till
imaginéra tal.

Sats 3.2.3 (Eulers formel). For alla reella tal x gdller att

" = cos(z) + isin(x).

Genom att sdtta t = 7 far vi att att
€T =1 <= "+ 1=0.

Denna likhet ar kéind som Fulers identitet. Den har beskrivits som matemati-
kens vackraste eftersom den kopplar ihop fem av de viktigaste talen i matema-
tiken: e, 7, 4, 0 och 1.

Eulers formel &r en sats, och borde darfor bevisas. Beviset dr dock for avancerat
for denna kurs och utelamnas. Vi kommer istéllet anvinda Eulers formel som
en definition av €*®, trots att det tekniskt sett fr en sats.

Foljdsats 3.2.4. Om z dr ett komplext tal sd att |z| = 1, sd dr z = e*28(2),
Bevis. Om |z| = 1 sa ligger z pa enhetscirkeln i det komplexa talplanet. Enligt

definitionen av cos(x) och sin(z) si galler z = cos(arg(z)) + isin(arg(z)) =
eiarg(z) 0
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Eulers formel har ett dldre syskon som kallas de Moivres formel. Den bevisades
innan Eulers formel, men numera presenteras den som en f6ljd av Eulers formel.

Sats 3.2.5. For alla x och heltal n gdller att
(cos(z) + isin(z))" = cos(nz) + isin(nz).
Bewvis. Enligt Eulers formel géller att
cos(nx) + isin(nz) = " = (em)n = (cos(x) + isin(z))" .

O

Eulers formel kan aven anvandas for bevisa additionsformlerna {for sinus och
cosinus.

Sats 3.2.6. For godtyckliga reella tal x och y gdller
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

och
sin(x + y) = cos(x) sin(y) + sin(z) cos(y).

Bevis. Enligt Eulers formel géller
') = cos(z + y) + i sin(x + y).
Genom att anvinda potenslagarna far vi att

ez(x—i—y) — Tty

= (cosx + isinx)(cosy + isiny)

= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + i(cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y)).
Genom att jamfora real- och imaginérdelar far vi
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

och
sin(x + y) = cos(x) sin(y) + sin(z) cos(y).

U
Sats 3.2.7. For alla x gdller att
ei:c + e—i:c eix _ e—ix
cosy = —— och shyxr=-—-——
2 21
Bewvis. Enligt Sats 3.1.3 &r sin(—x) = —sin(x) och cos(—z) = cos(z). Darmed

géller att

e +e coST +isinx + cos —z + isin —x 2cosx
= = = COS T.
2 2 2

Den andra likheten bevisas pa liknande siitt, och limnas som Ovning 3.20. [
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Eulers formel gor att vi kan skriva nollskilda komplexa tal pa poldr form.

Sats 3.2.8. For nollskilda komplexa tal z giller att z = |z|e*28(2),

Bevis. Om z &r ett nollskilt komplext tal, sa &r |z| > 0. Da géller att

|z| - 2 o z
z|—.
|| ]

Enligt Sats 3.2.2 s& har vi att

z 1 1

—|=|=z2===1

2l 11zl E
och arg(z/|z|) = arg(z).

A |Z| eiargzzz

eiargz: Z/ |Z|

0 >

Figur 3.6: Polar form av ett komplext tal a + bi.

Eftersom z/|z| ligger pa enhetscirkeln, s& uppfyller v = arg(z/|z|) = arg(z) att

v .. z
e’ =Ccosv+1smuv = —.

2|
Sammantaget géller alltsa att

2= |2 = |zfei @B/ = |, eiare)

E
0

Genom den poléara formen kan vi tolka multiplikation med komplexa tal geo-
metriskt. Om vi har tva nollskilda komplexa tal z och w s& kan vi skriva dem
pé polér form: z = |z|e'#8(2) och w = |w|e?*8(®), Enligt potenslagarna giller

da
W = ‘Z|6i arg(z) \w|e’ arg(w) _ ‘Z‘ ’w‘ez arg(z)+iarg(w) _ ei(arg(z)Jrarg(w)).
Multiplikation med z motsvarar alltsa att stracka w med en faktor |z| och att

rotera det komplexa talplanet med arg(z). Vi kan formulera denna insikt som
en sats.
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Sats 3.2.9. For alla nollskilda komplexa tal z och w gdller att

|zw| = |z||w| och arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Ta de komplexa talen 1 —i och 1+ iv/3 som exempel. Multiplicerar man dessa
far man

(<140 (1+V3) =—1-iV3+i-vV3=-1-v3+ (1-V3)i

14+ivV3

\J

-1-/3+(1-/3)i

Figur 3.7: Multiplikation av komplexa tal

Men vi kan ocksé gora detta geometriskt. Talen —1 + i och 1 4 iv/3 har argu-
menten 37 /4 respektive 7/3, se Figur 3.7. Summan av dessa &r 137/12. Vidare
giller att |—1+i| = v/2 och |1+iv/3| = 2, och alltsa giller |1+4||14iv/3| = 2v/2.

3.3 Periodiska funktioner

Trigonometriska funktionerna &ar en delméngd av de periodiska funktionerna,
som definieras nedan.

Definition 3.3.1. Lat X vara en godtycklig méngd. En funktion f: R — X
ar periodisk om det finns ett positivt tal P s& att f(z + P) = f(z) for alla
x € R. Talet P kallas for en period till funktionen. A

De flesta trigonometriska funktionerna ar periodiska. Funktionerna cos(x) och
sin(z) har till exempel perioden 27. Men det finns gott om exempel pa pe-
riodiska funktioner som inte dr trigonometriska. Fraktionsfunktionen frac(x)
(Definition 1.3.2) &r till exempel periodisk med period 1, eftersom

frac(z+1)=ao+1—-|z+1] =2+1—(lz] +1) =2 — [z] = frac(x).
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AN
VA,

0,5 1

-0,5

(a) Graf av cos(z) (b) Graf av frac(z)

Figur 3.8: Tva periodiska funktioner

En periodisk funktion f(z) kan anta vérden i vilken méngd som helst, men
dess definitionsméngd ar alltid R. En tolkning ar att x ar tid, méatt fran nagon
godtycklig tidpunkt som vi satt som x = 0. En periodisk funktion modellerar
da ett fenomen som upprepar sig i tid, till exempel en pendelrorelse.

Man kan dven tolka funktionen f(x) som en kurva i mdngden X. Att f &r
periodisk betyder d& att kurvan ar sluten, det vill sdga att den saknar start-
och slutpunkt. Om f: R — C ges av

f(z) = € = cos(x) + isin(z)

sé dr f periodisk med period 27, och grafen av f ar enhetscirkeln i det komplexa
talplanet.

De flesta funktioner &dr inte periodiska, och for att visa det sa anvénder man
motsagelsebevis.

Sats 3.3.2. Funktionen f(x) = x dr inte periodisk.
Bevis. Antag att f(z) dr periodisk med period P. Da géller f(z + P) = f(x)
for alla x, i synnerhet x = 0. Men f(0) =0, s&
0= £(0) = f(0+ P) = f(P) = P.
Men detta motséger antagandet att P var en period till f(z). O

Sats 3.3.3. Funktionen f(x) = |x]| dr inte periodisk.

Bevis. Antag att f(x) &r periodisk med period P. Om P &r ett heltal, sa ar
f@+P)=|z+P]=z]+P=f(z)+P

vilket dr en motsdgelse. Om P inte ar ett heltal, sitt x = 1 —frac(P). Eftersom
P inte ar ett heltal sa ar frac(P) > 0, vilket innebéar att < 1. Alltsa géller

f(z+P) = f(1 - frac(P) + P) = f(1— (P — | P|) + P)
=fA+P])=[1+[P]]
=14 |P|>1>0
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medan f(x) = |1 — frac(P)] = 0. Detta &r en motségelse. O

Sambandet f(x 4+ P) = f(x) maste gilla for alla viarden z, och P maéste vara
konstant. En funktion som upprepar sig i hogre och hogre fart ar inte periodisk.
Funktionen f(x) = sin(x?) illustrerar detta: eftersom z? viixer snabbare for
storre varden av x sd kan den inte vara periodisk, trots att kurvan i sig &r
periodisk.

Figur 3.9: Funktionen f(z) = sin(2?).

Problemet #r att den inre funktionen z2 vixer snabbare och snabbare niar z

blir stérre. Det innebér att funktionen sin(z?) kommer oscillera snabbare och
snabbare nar x véxer, vilket Figur 3.9 illustrerar.

Detta visar vanskligheten med att sédtta samman periodiska funktioner. Det
gar dock att gora, sa ldnge som den inre funktionen ar tillrackligt enkel.

Sats 3.3.4. Om f(x) dr en periodisk funktion med period P och ¢ dr ett positivt
reellt tal, si dr g(z) = f(cx) periodisk med period P/c.

Bevis. For alla z galler att

g(z + Pfe) = f(e(z + P/c)) = flex + P) = f(ex) = g(x)
dar det nést sista steget foljer av att f(z) ar periodisk med period P. O
Ett exempel pa ovanstdende sats dr funktionen f(x) = sin(2z), som har

perioden 27/2 = 7. Om n &r ett godtyckligt naturligt tal &r funktionen
f(x) = sin(nx) periodisk med perioden 27 /n, vilket illustreras i Figur 3.10.

Perioden for en funktion &r inte unik, vilket nedanstaende sats beskriver.

Sats 3.3.5. Om f(z) ar en periodisk funktion, n dar ett positivt heltal och P
ar en period till f(x), sa ar nP en period till f(x).

Beuvis. Vi anvander induktion. Basfallet &r n = 1, och da foljer resultatet av
antagandet att P ar en period, enligt

flx+nP)= f(z+ P) = f(x).
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Figur 3.10: Funktionen sin(nx) for n = 1,2, 3.

Anta att n dr ett heltal s att nP &r en period till f(x). Da géller att
f(@+(n+1)P) = f(w+nP+P) = f(x+nP) = f(2).

for alla x. Alltsa ar (n + 1)P en period till funktionen f(z), vilket avslutar
induktionen. O

Ett annat sdtt att kombinera periodiska funktioner &r att addera funktionerna.
Det fungerar till och med nér perioderna &r olika, forutsatt att perioderna star
i ett rationellt forhallande till varandra.

Sats 3.3.6. Om f(z) och g(x) dr periodiska funktioner med perioder P och
Py sd att Py /Py dr rationellt. Da dr h(x) = f(x) 4+ g(x) periodisk.

Bevis. Om Py /Py ér rationellt, sa finns det heltal n och m sa att

P,
7122 — mP| =nh;.
P2 m

Séatt P = mP; = nP,. Da galler att

hz+ P)= f(x+ P)+ g(x + P)
= f(x +mP1) + g(x + nP)
= f(z) + g(z) = h(x)

for alla x, det vill sdga h(z) ar periodisk med period P. ]

Funktionen i Figur 3.11 bestar av summan av tre funktioner med olika perio-
der. Eftersom kvoterna mellan perioderna &r rationella, s &r summan av dem
periodisk.

Vad hander om kvoten mellan perioderna inte ar rationell? Da &r situationen
betydligt mer komplicerad. I méanga fall sd kommer summan inte vara perio-
disk, till exempel nér funktionerna ar trigonometriska funktioner. Till exempel
sa kan man bevisa att funktionen sin(z) + sin(v/2z), vars perioder #r 27 och
V2, inte &r periodisk.
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Figur 3.11: Den periodiska funktionen sin(z) + cos(2z) + 1 sin(3z).

Figur 3.12: Den aperiodiska funktionen sin(z) 4 sin (\/51“)

Den intuitiva férklaringen &r att om perioderna inte star i ett rationellt forhal-
lande till varandra, sa de aldrig att synkroniseras. Om de gjorde det, sa skulle
det ha gatt ett antal hela perioder av bada funktionernas perioder, vilket skulle
tillata oss att uttrycka /2 som en kvot.

En positiv period for en periodisk funktion f(z) &r en fundamentalperiod ifall
det inte finns ndgon mindre positiv period till f(z). Exempel pa funktioner med
fundamentalperioder &r de trigonometriska funktionerna cos(x) och sin(z), som
har fundamentalperioderna 27.

Alla funktioner har inte har en fundamentalperiod. Den konstanta funktion
f(z) =1 ar periodisk, eftersom f(x + P) =1 = f(z) for alla 2. Men den har
ingen fundamentalperiod.

Sats 3.3.7. Om f(x) dr periodisk med fundamentalperiod P, sd dr Q) en period
till P om och endast om QQ = nP fér nagot heltal n.

Bewvis. Vi ska anvinda ett motségelsebevis. Tanken ar att bevisa att ifall Q &r
en period som inte &r en heltalsmultipel av P, s& maste det finnas en period
for funktionen som &r mindre &n P.
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Antag att P &ar fundamentalperioden for en periodisk funktion f(x), och att
@ ar en period som inte dr en heltalsmultipel av P, det vill sdga Q/P = r &r
inte ett heltal.

Multiplicerar vi bada sidor med P s far vi Q = rP. Da r = [r] + frac(r) far
vi
f(z + frac(r)P) = f(x + frac(r)P + |z |P)
f(x+ (|r] + frac(r))P)
= flx+rP) = f(z)
for alla z. Eftersom r inte ar ett heltal sa géller att 0 < frac(r) < 1. Alltsa &r

frac(r) P mindre dn P, vilket visar att f(z) har en positiv period som &r mindre
an P, vilket motsédger antagandet att det &r en fundamentalfrekvens. O

Slutsatsen i Sats 3.3.7 géller endast nér den periodiska funktionen har en fun-
damentalperiod. Om detta inte finns, sa finns det inga garantier.

3.4 Trigonometriska polynom

En viktig klass av periodiska funktioner &r trigonometriska polynom. De byggs
upp genom att addera termer pa formen e 2™ dir r #r en rationell konstant.

Definition 3.4.1. Ett trigonometriskt polynom &r en funktion pa formen
f(.%') — ale—QTrirlx + a26—47ri7"21‘ 4t ane—Zﬂ'irnJc
dér aq, ..., a, ar komplexa tal. A

Sats 3.4.2. Trigonometriska polynom dr periodiska funktioner.

Bewvis. Funktionen e*® dr periodisk med period 27 enligt Eulers formel. Enligt
Sats 3.3.4 dr e~ 2™ periodisk med perioden

2m 1

—27T7”i ¢

Summan
ale—sznz + a26—47rzr2x NN ane—ernx

ar darmed en summa av funktioner med rationella perioder, och enligt Sats 3.3.6

ar summan periodisk med en rationell period. O

Ett trigonometriskt polynom &r komplexvért, det vill sdga dess malméngd ar
de komplexa talen. Genom Eulers formel kan vi skriva dem som en summa av
trigonometriska funktioner.

Exempel 3.4.3. Lat f(z) = e 2™ 4 2¢7 7@, DA giiller att

f(z) = e 2™ 4 27 ™% = cos(27x) — isin(2mx) + 2 (cos(wx) — isin(mz))

= cos(2mx) + 2 cos(mx) — i (sin(27x) + 2sin(7x)) .
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Trigonometriska polynom é&r viktiga i tillimpningar. Man kan till exempel visa
att alla periodiska funktioner kan approximeras godtyckligt vil med trigono-
metriska polynom. Vi kommer aterkomma till detta senare i kursen.
Ovningar
Ovning 3.1. Konvertera foljande gradtal till radianer, eller vice versa.

(i) 180 grader.

) 210 grader.
(iii) /4 radianer.

) —30 grader.

) 37/8 radianer.

Ovning 3.2. Konvertera f5ljande gradtal till radianer, eller vice versa.

—m /2 radianer.

75 grader.

(iv) 7/15 radianer.

)
)
(iii) —12 grader.
)
)

(v

Ovning 3.3. Berikna foljande funktionsvirden.

75 grader.

(i) cos(m/6).

(i) sin(—/4).

(iii) tan(r).

(iv) cos(2r/3).

Ovning 3.4. Berikna foljande funktionsvirden.
(i) sin(7r/4).

(ii) cos(—5m/3).

(iii) sin(37/2).

(iv)

Ovning 3.5. Anviind enhetscirkeln for att bevisa att sin(r — ) = sin(z) och
cos(m — x) = — cos(x).

tan(7/3).

Ovning 3.6 (). En funktion f &r udda f(—xz) = —f(z) for alla . En funktion
ar jamn ifall f(—z) = f(x) for alla z. Bevisa att
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(i) produkten av tva udda funktioner ar jamn.
(ii) produkten av en jamn och en udda funktion &r udda.

(iii) produkten av tva jaimna funktioner ar jamn.

For vilka positiva heltal n ar funktion f(x) = 2™ udda respektive jamn? Mo-
tivera ditt svar med ett bevis.

Ovning 3.7. Bevisa att

1
1+ tan®(z) =
+ tan®(z) cos2()
for alla z.
Ovning 3.8 (x). Antag att
1 1
t = —.
an(z) + tan(xz) 4

Vilka vérden kan uttrycket sin(z) + cos(z) anta? Ledtrad: Anvénd den trigo-
nometriska ettan pa (cos(z) + sin(z))2.

Ovning 3.9. Berikna real- och imaginérdel for foljande komplexa tal.

(i) 2 — 3i.
(il) 2-(2—1).
(i)
)

iii) 2¢ 4+ 3.
(iv

2% dir z = €'
Ovning 3.10. Berikna real- och imaginérdel for foljande komplexa tal.
(i) m™— ei.
(i) (2+14)(1 —19).
(i) =1 —3i+2i— 1.
(iv) (F1=9)".
Ovning 3.11. Hitta alla 16sningar till f5ljande ekvationer.
(i) 1+1i)z=1.
(i) (-1 —-2i)z+3—-1=2—1.

(iii) 22 — 2iz — 1 = —2. Tips: Anviind sambandet (—i)?> = —1 och kvadre-
ringsregeln.

Ovning 3.12. Hitta alla 16sningar till f5ljande ekvationer.
(i) (=1 —1i)(z —1) = 2i.
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(ii) 22+ 4iz — 8 = 0. Tips: Anviind sambandet (—i)?
regeln.

(iii) (z—2)(341i) =6 — 1.

Ovning 3.13. Skriv foljande tal pa polir form.

(i) 3.
(ii) —2+ 2i.
(iii) —i + 1.

Ovning 3.14. Skriv foljande tal pa polir form.
(i) —1+ /3.
(i) —4.
(iii) v/3 + .
Ovning 3.15. Skriv foljande tal pa formen a + bi.
(i) ei“/Q.
(ii) —2e'G7/4),
(ifi) 2e~/3 — eim/4
Ovning 3.16. Skriv foljande tal pa formen a + bi.
(i) 2ie™/3,
(11) 26i(27r/3) . 361'(471'/3)_

(iii) %ei(ﬂ/ﬁ) 4 e~ in/2),

= —1 och kvadrerings-

Ovning 3.17 (). Anvind Eulers formel for att hirleda uttryck for cos(3z) i

termer av cos(x).

Ovning 3.18 (xx). Bevisa de Moivres formel

(cos(z) +isin(x))" = cos(nx) + i sin(nx)

utan att anvinda Eulers formel. Ledtrad: Anvand induktion och additions-

formlerna for cosinus och sinus.

Ovning 3.19. For positiva reella tal giller identiten vab = \/a\/l; Gaéller den

for komplexa tal? Ge ett bevis eller motexempel.

Ovning 3.20. Bevisa att
—ix

T

sinx = -
21

39



Ovning 3.21 (%). En enhetsrot ir ett komplex tal w som uppfyller w™ = 1 for
nagot positivt heltal n. Ge ett exempel pa en enhetsrot som inte dr lika med
1, och bevisa att

(i) produkten av tva enhetsrotter dr en enhetsrot.
(ii) alla enhetsrotter kan skrivas pa formen e for nagot .

Ovning 3.22. Ar foljande funktioner periodiska? Motivera ditt svar.

(i) sin?(z).
(ii) frac(x) + cos(27mz)).
(iii) 2.
Tips: Anvand ett motsédgelsebevis nar du vill bevisa att en funktion inte &r
periodisk.
Ovning 3.23. Ar féljande funktioner periodiska? Motivera ditt svar.
(i) 2e™.
(i) frac(x) — .

(ili) 1+ sin(x).

Tips: Anvand ett motsagelsebevis nir du vill bevisa att en funktion inte &r
periodisk.

Ovning 3.24. Berikna foljande funktioners fundamentalperiod P och fre-
kvens f.

(i) cos(2mx) + sin(3mz).
(ii) frac(4x) 4 cos(2mx).
(iii) tan(2x) + cos(3z/2).

Ovning 3.25. Berdkna foljande funktioners fundamentalperiod P och fre-
kvens f.

(i) sin(z/2) + cos(x/3).
(ii) cos(2x) + cos(4x).
(iii) 3frac(z/3).

Ovning 3.26. Visa att om f(x) ar en periodisk funktion med period P och p
och ¢ &r rationella tal sa ar f(px) + f(gz) periodisk.

Ovning 3.27. Visa att om f(x) &r en godtycklig funktion och g(z) &r periodisk
sa ar f(g(z)) periodisk. Vad géller for g(f(x))?
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Ovning 3.28 (%). Ar funktionen

f(x):{l omz € Q

0 omzé¢Q

periodisk? Vilka &r dess perioder? Ledtrad: Anvind resultatet fran Ovning 1.15.

Ovning 3.29 (%). Ar funktionen

f) = {1 om |z| &r jamn

0 annars

periodisk? Vilka &r dess perioder?
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4 Interpolation

Ség att man har ett antal punkter i planet. Finns det en funktion av en viss
typ, exempelvis ett polynom, som gar genom alla punkter? Kan vi rdkna ut
vad den funktionen behéver vara?

For att svara pa den fragan behéver vi prata om interpolation.

Vi kommer prata om tva olika typer av interpolation: polynominterpolation
och trigonometrisk interpolation. Malet ar att kunna analysera musik.

4.1 Polynominterpolation
4.1.1 Metod 1

Exempel 4.1.1. Anta att vi har de tre punkterna i Tabell 4.2, dvs
(3:'1, f1)7 ceey (xn-l-h f?’H‘l) dar

(z1, f1) = (0.25,1)
(w2, f2) = (0.50,2)
($3, fg) = (0.75, 1).

Vi vill skapa ett polynom som gar igenom alla punkter. Vi borjar med foljande
ansats,

Piyz)=co+ci(x—z1)+ - +cp(z—a1)(x—22) -+ (2 — 2p)
och skapa
Py(z) = co + c1(z — 0.25) + ca(z — 0.25)(z — 0.50)

dér cg, c1,co ar okédnda koefficienter som vi méste berdkna. Vart krav ar att
P(x;) = fi, i = 1,2,3. Detta ger oss ett linjart ekvationssystem som vi loser
nedan.

co=1

co + ¢1(0.50 — 0.25) = 2

co + ¢1(0.75 — 0.25) + ¢2(0.75 — 0.25)(0.75 — 0.50) = 1
= cg=1,c1 =4,c0 =—16

Med koefficienterna kan vi bestamma polynomet P(x) som i de foljande ekva-
tionerna:

P(x) =1+ 4(x — 0.25) — 16(z — 0.25)(z — 0.50)
— 24 162 — 162°.

Vi har P(0.25) =1, P(0.50) = 2 och P(0.75) = 1. Vi kan se en graf av detta i
Figur 4.1. Dar ser vi att polynomet gar igenom de tre punkterna.
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;i | fi
025 | 1
050 | 2
075 | 1

Tabell 4.2: Tre punkter och tillhérande funktionsvéirden

2.0

1.51

1.0 1

0.5 1

0.0 1

P(x)

-0.51

-1.01

—1.5

—2.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figur 4.1: Polynomet P(z) = —2 + 16z — 1622

A

Nu ska vi utoka metoden till att hitta ett polynom som gar igenom n + 1
godtyckliga punkter. Lat

(z1, f1), (22, f2)5 - (Tng1s for1),

vara punkter i planet. Anta att alla x; ar skilda fran varandra féori =1,...,n+
1. Foljande sats séger att du kan vi hitta ett polynom som gar igenom alla dessa
punkter.

Sats 4.1.2. Lat x1,xo, ..., Tyt vara godtyckliga reella tal som dr skilda fran
varandra. Om f1, fo, ..., fae1 dr godtyckliga reella tal finns det ett unikt be-
stdmt polynom P av grad hogst n sa att

P(x;)=fi,i=1,2,...,n+ 1.

Bevis. Forst anvinder vi induktion fér att bevisa polynomens existens. For
n = 1 kan vi anvinda polynomet

Pia) = fi+ 2= o o),

T2 — I

som har grad hogst ett och uppfyller Pi(z1) = f1 och Pi(x2) = fa. Antag att
Py,_1(z) ar ett polynom av grad hogst k — 1 s& att

Py_1(x;) = fi
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for « = 1,2,...,k. Vi ska nu visa att det finns ett polynom P, av grad < k
som gar genom punkterna (x;, f;) for k =1,... k+ 1. Vi sétter

Py(x) = Pe_1(z) + c(z — z1)(x — x2) - - (x — xp),

dér ¢ &r en annu okdnd konstant. Polynomet Py(x) dr av grad hogst k. Dess-
utom har vi att

Pk(xz> = fi: for i = 1,2,...,k.

Observera att ovanstaende likheter &r oberoende av vérdet av c¢. Det betyder
att vi kan sdtta c till vad vi vill, utan att de slutar gélla. Mer specifikt sa kan
vi sétta Py (zk11) och 16sa ut vad ¢ ska vara.

frr1 = Pe(wpa) = Peo1(zpr1) + c(@pg1 — 1) (T — 22) -+ (Thg1 — 2)

Jrt1 — Pro—1(2p41)
(xk-i-l — xl)(.%'k+1 - ZU2) ce (wk-i-l - xk)

—— C =

Per definition kommer Py(zx+1) = fr+1, och alltsd har vi bevisat existensen
av polynomet. For att bevisa att P &r unikt bestdmt antar vi motsatsen.

Antar att P och @ &r olika polynom, bada av grad hogst n och sadana att
P(wz) = fZ,Q(iljl) = fi,i =1,2,...,n+ 1.

Men om vi har sa, har vi ocksé att polynomet P — @) &r ett polynom av grad
< n med n + 1 olika nollstéllen x1,xs, ..., Tpt1- Faktorteoremet® medfor att
ett sddant polynom &r identiskt noll, d.v.s. P = Q. O

4.1.2 Metod 2

Ett annat sétt att skapa ett interpolationspolynom &r att anvanda en Vander-
mondematris.

Exempel 4.1.3. Vi vill skapa ett polynom av grad hogst n som gar igenom
(21, f1), (22, f2), -+, (Tpt1, fns1) dAr 1, ..., Ty ar skilda fran varandra. Det
ar samma sak som att skapa ett polynom P,(z) sadant att

P,(z) =ap+ a1z + asx® + - + apz"
sd att Py(x;) = fi, 1 =1,...,n+ 1. Vi far alltsa ett linjart ekvationssystem:

Pu(z1) = fi = ag+aixy + aox? + ... 4 apz = fi
P, (x2) = fo = aop+ a1z —{—agxg + ... Fapxy = fo

2
Pn(anrl) = fo41 = ao + a1Tp41 + 2%+ ..+ anxz+1 = fat+1

50Om du inte kinner till faktorteoremet, forsck att komma pé ett polynom av grad n som
har n 4 1 nollstéllen och inte &r identiskt noll.
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Vi kan skriva det har i matrisform:

1 X LU% e x?'H ag f1

1 T2 .CL‘% s l‘gH_l ay fg
2 n+1

1 zp Tpv1 0 Tpga an S+l

Betrakta Exempel 4.1.1. Vart ekvationssystem blir da

1 025 0.25%\ [ag 1
1 050 0.50%] |a1 | =2
1 075 0.75%) \as 1
= a9 = —2,a1 = 16,a0 = —16
= Py = -2+ 16z — 162°.
Detta dr samma polynom som vi fick tidigare. Problemet &r att den hér meto-
den &r mer berdkningstung &n den forra. Att losa ett linjart ekvationssystem

har komplexiteten O(n?). Det betyder att om vi har n okinda variabler, sa
krivs det ungefir n? beriikningar for att 16sa systemet. A

4.2 Trigonometrisk interpolation

Vi kan se monomen 1,z,z2,...,2" som sa kallade basfunktioner, eftersom
P(x) = ag + a1x + agx® + ... + a,2™ dir a; #r de koefficienterna som vi
berdknade fér ¢ = 0,...,n. Vi kan alltsd skriva ett polynom av grad n med

hjalp av en vektor med n 4+ 1 element.

Genom att byta ut monomen till trigonometriska funktioner kan vi utfora
trigonometrisk interpolation.

4.2.1 Trigonometriska basfunktioner

Lat w = e~ 27/ Istillet for monom ska vi anviinda foljande basvektor.

w0 (e—i2ﬂ'/n)0 €0
wl (67i27r/n)71 ei2m/n
X — w2 _ (e—i27r/n)—2 _ etdm/n cCn (41)
w—(;’b—l) (e—i27r/7.1)—(n—1) €i2(n—-1)7r/n

45



Vi kan skriva om det har som

1
cos(2m/n) +isin(27/n)
X = cos(4m/n) + isin(4w/n) cQn

cos(2(n — 1) /n) —F'isin(Q(n —1)w/n)

eftersom e = cos(0) + isin(f) enligt Eulers formel. Vi noterar att X #r en
vektor som bestar av trigonometriska funktioner. Vi har ocksa foljande sats
om de trigonometriska basfunktionerna.

Sats 4.2.1. Om n > 1 sa gdller att
l+w+w?+.. .+t =0,

déiir w = e~127/n

Bewvis. Betrakta foljande ekvation:

I-w(l+w+w?+.  +o" H=1-w"
-1 (6i277/n)n
— 1 _ (€i27r)
—1-1

Vi noterar att 1 — w # 0 ndr n > 1, sa att
l4w+w?+ ...+ =0,

som ar vad vi ville bevisa. O

4.2.2 Trigonometriska interpolationskoefficienter

Som vi sag i Exempel 4.1.3, kan vi berékna de interpolationskoefficienterna som
motsvarar polynom basfunktioner genom att 16sa ett linjart ekvationssystem.
Vi noterade att det var dyrt (alltsd att vi behover gora manga berdkningar
for att fa fram svaret). Foljande exempel visar hur man kan berékna interpo-
lationskoefficienterna for de trigonometriska basfunktionerna, alltsd hur man
berdknar y;, j =0,...,n — 1 dar

n—1)

Yo + ylw_j + yzw_Qj +...+ ynflw_j( = Zj, (4.2)

w = e~ 27/"_ Har dr punkterna xj givna for j = 0,...,n — 1. Den hir metoden
ar ocksa dyr, men vi ska visa ett snabbare sitt att berdkna dem senare.
Exempel 4.2.2. Vi har f6ljande ekvation, dar x € R™ och X &r som i (4.1).
AR N [ 7o
— | x0 x1 x2 ... xn-l : = : (4.3)
o . .
R |

Yn—1 Tn—1

46



Notera att vektorn y ar en vektor av interpolationskoefficienter déar basfunk-
tioner &r de trigonometriska basfunktioner i olika frekvenser, eftersom w =
e~27/7_ Vi kan 16sa det hir ekvationssystemet med Gausselimination for att
fa ut vektorn y. Komplexiteten kommer, som i fallet med Vandermondematri-
sen, vara O(n3). A

4.2.3 Ett snabbare satt att berdkna de trigonometriska interpola-
tionskoefficienterna

Som vi sag i Exempel 4.2.2, kan man fa ut de trigonometriska interpolationsko-
efficienterna genom att 16sa ett linjart ekvationssystem med metoden Gausse-
limination. Vi ska se nu att det gar att berdkna koefficienterna snabbare om
vi ténker efter forst. Vi visar detta i ett exempel.

Exempel 4.2.3. Matrisen i Exempel 4.2.2 skrivs om nedan. Vi definierar
denna matris som B,,, dir n ar dimensionen.

wo U.)O wo e U)O
UJO w_]- w_z P w_(n_l)
B . 1 W0 w2 w4 coo o 2(n-1)
n = —
Jn .
WO (1) ,—2(n-1) w—(n=1)?

Vi definierar féljande viktiga matris.

W W W W
W0 wl w2 R D)
— 1 0 2 4 2(n—1
-1 ... n—1)
F, =B, =B,=—|%Y w w w
NG
wo w(n_l) wQ(n_l) e w(n_l)z

dir B,, dr det komplexa konjugatet av B,,. Vad vi séiger #r alltsa att inversen
till By, ges av F,,. Man kan bekrifta detta med hjalp av Sats 4.2.1.

Vanligtvis ar det inte sa enkelt att berdkna inversen av en matris. Att den har
ett sa enkelt uttryck den har gangen beror pa att matrisen vi vill invertera har
en sérskild form.

Som vi sag i Exempel 2.4.3, kan vi skriva om (4.3) som foljer:

Yo W W0 W e w0 To
Y1 w0 wt w? v @D T
L e w2 w? e @D : (4.4)
Y1 WO W= y2(n-1) w(n=1)? B 1

dir y = [yo. ..., yn1]T € C™.

Det hér visar att vi kan fa ut de trigonometriska interpolationskoefficienterna
genom att multiplicera matrisen F;, med vektorn x.
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Att multiplicera en matris av typ n X n med en vektor av typ m X 1 har
komplexiteten O(n?). Det betyder att vi behdver gora n? berikningar dir n
ar var dimension. Vi kan alltsa berdkna samma sak med farre berdkningar om
vi bara skriver om ekvationen pa ett smartare satt.

Det kidnns ganska trivialt pa smé exempel men pa ett system dar n ar mycket
storre, till exempel 10 miljoner, sa gor det stor skillnad.

Att detta fungerar beror pa att inversen till matrisen B,, ges av F,. Vi behover
alltsa inte rdkna ut inversen varje gang, utan kan utnyttja symmetrierna i
problemet for att l6sa det snabbare. A

Ovningar

Ovning 4.1. Anviind metoden i Exempel 4.1.1 for att bestdmma koefficien-
terna ci, ca, c3 sa att polynomet P(x) = ¢ + ci1(x — z1) + ca(x — z1)(z — x2)
gar genom foljande punkter.

Tabell 4.3: Interpolationspunkterna, i = 1,2,3

Ovning 4.2. Anvind punkterna i Tabell 4.3 for att skriva ett andragradspo-
lynom som gar igenom alla tre punkterna, men anvind metoden fran Exem-
pel 4.1.3.

Ovning 4.3. Minst hur ménga punkter behovs for att skriva ett unikt polynom
av grad 3 som gar igenom de valda punkterna?

Ovning 4.4. Bevisa Sats 4.1.2.

Ovning 4.5. Anvénd de trigonometriska basfunktionerna och en Vandermon-
dematris som i Exempel 4.2.2 for att berdkna koefficienterna yq, ..., y3 som i
(4.2) dér x ges av den foljande vektorn.

r=[1,.3,.5.7" e R?

Ovning 4.6. Efter du har 16st 6vning 4.5, anvind Avsnitt 4.2.3 for att berikna
Y0, - - -, Y3 en gang till pa ett snabbare satt. Forklara hur du har tankt.

Ovning 4.7. Visa att B! = B, i Exempel 4.2.3 diir n = 4.

Ovning 4.8. Ta By som i évning 4.7. Visa att man kan 16sa problemet snab-
bare pa ett annat sitt. Tips: Anvind samma idé som i Ovning 4.6.
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5 Tonsystem och talteori

5.1 Vad ar ett ljud?

Ljud ar mekaniska vagor i luft. En vag uppstar nér en kraft, exempelvis fran
en trumma, gor att luften vixelvis fortdtas och fortunnas. I takt med detta sa
utovas ett tryck pa trumhinnan, som omvandlas till elektriska signaler som gar
in i hjarnan.

Ség att vi har en endimensionell string i en kvadrat med luft. Fran bérjan ar
striangen stilla, och luften &r jamnt fordelad i kvadraten.
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Figur 5.1: En string som skapar ett ljud

Om man slar an stringen sa kommer den réra sig upp och ner. Detta kommer
trycka ihop luften ovanfor strédngen, och luften under strangen bli mindre tét.
Nér stréngen ror sig tillbaka sa kommer det bli en fortdtning under stréngen
istéallet, och en tillhérande fortunning éver. Monstret av fortatning och fortun-
ning ir kallas for en vag.

Vagor forekommer i alla material. Det som gor ljudvagor speciella ar de &r att
maéanniskor kan hora dem. Rent konkret hander féljande. Nar man trycker ihop
en méngd luft pa en mindre volym, s genererar detta ett tryck utat. Ju mer
man trycker ihop luften, desto storre tryck.® Nar luften runt oss trycks ihop,
s& verkar detta som en kraft pa vara trumhinnor.

Om vi gar tillbaka till exemplet med strédngen, s& kan man se kvadraten som
ett tvadimensionellt rum. Sag att vi véljer en punkt i rummet, som motsvarar
platsen déar vara trumhinnor &r. Om vi sétter en sensor som maéter lufttrycket
i den punkten, s& far en kurva Gver trycket som rent principiellt liknar den i
Figur 5.2.

5Ta en plastflaska fylld med luft och férsok att trycka ihop. Ju mer du trycker ihop den,
desta hardare maste du trycka for att halla den ihoptryckt.
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Figur 5.2: En kurva 6ver lufttryck

Allt ljud kan beskrivas genom dess frekvens, som méter hur snabbt luften forté-
tas och fortunnas, och frekvensens amplitud, som méter hur mycket tatare och
tunnare luften blir. Det enklaste ljudet har bara en frekvens och en amplitud,
och ser ut som en sinusvag.

Ljudets frekvens dr sinusvagens frekvens, och frekvensens amplitud &r sinusva-
gens amplitud. Frekvens méts i enheten Hertz (forkortat Hz), och 1 Hz innebér
att nagonting hinder en gang per sekund. I ett ljud med en frekvens pa 200
Hz sa fortédtas och fértunnas vagen 200 ganger per sekund.

Figur 5.2 ar forenklad. I sjéalva verket bestar ljud av en blandning av odndligt
méanga vagor, en av varje mojlig frekvens, var och en med sin egen amplitud.
Man kan illustrera detta genom ett frekvensspektrum, som visar hur stark varje
frekvens ér.

‘IIIJIll Il UI”I Ill

(a) Trumma

(b) Klarinett (c) Gitarr

Figur 5.3: Frekvensspektrum for olika ljud.

Figur 5.3 innehaller tre frekvensspektrum. Tiden &r ldngs den horisontella axeln
och frekvenserna &ér pa den vertikala. Fargens intensitet ar hur stor amplituden
ar i den frekvensen. Varje ljud spelas tre ganger.

Vi ser omedelbart att spektrumen for ljuden &ar olika. Ljudet for bastrumman
ar centrerat i de laga frekvenserna. Ingen sérskild frekvens som utmarker sig,
utan alla ar ungefar lika starka. Bastrumman har darfér ingen ton.

Detta ar inte fallet for gitarren och klarinetten. Déar &r energin centrerad kring
sérskilda frekvenser. Mest energi &ar centrerat kring 233 Hz, men viss energi
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ar aven centrerad kring hogre frekvenser. Att energin i ljudet &r centrerat
kring vissa frekvenser dr det som gor att ljudet ha en ton. Den ldgsta horbara
frekvensen i ett sant ljud ar den man refererar till ndr man pratar om vilken
ton ljudet har.

Figurerna ar beskurna sa att endast frekvenser mellan 20 Hz och 20000 Hz
ar med. Frekvenser utanfor detta intervall ar i regel omdjliga for ménniskor
att hora. Olika ménniskor har olika horselomfang, och det fordndras Gver tid.
Aldre ménniskor kan oftast inte hora lika hoga frekvenser som yngre.”

Om man tittar noggrant pé pa frekvensspektrumen for klarinetten och gitarren
s& ser man att de dr centrerade kring heltalsmultipler av grundfrekvensen.

Definition 5.1.1. Overtonsserien for en frekvens f #r méngden

of)y={nf|n=1,2,...}

av frekvenser. A

Overtonerna ér ett fysiskt fenomen, och deras styrka kommer bero pa hur tonen
skapas. Visselljud har till exempel mycket svaga 6vertoner, medan en ackustisk
gitarr har manga Gvertoner.

5.2 Tonsystem

Det finns tva typer av tonala instrument. Fritt intonerade instrument later mu-
sikern spela toner med godtycklig frekvens inom ett avgransat frekvensomfang.
De flesta strakinstrument (fiol, cello, etc), en del brassinstrument (trombon till
exempel) ar fritt intonerade. Den ménskliga rosten, betraktat som ett instru-
ment, dr fritt intonerat.

Fast intonerade instrument har ett begransat antal toner av fix frekvens. Pia-
not, dér varje tangent spelar en ton av en fix frekvens, dr fast intonerat. For att
dndra frekvensen pé ett fast intonerat instrument maste man stdmma om det,
en tidsddande process. Vissa fast intonerade instrument kan inte ens stdmmas
om: i en fl6jt avgors tonen av avstanden mellan halen, som inte kan dndras.

For att anvinda fast intonerade instrument behéver man pa forhand bestdmma
vilka frekvenser som ska spelas. En sadan samling frekvenser kallas for ett
tonsystem. Syftet med foreliggande kapitel &r att studera dessa matematiskt.

Definition 5.2.1. Ett tonsystem &r en méangd av positiva reella tal. Elementen
i ett tonsystem kallas for intervall. A

Intervallen i ett tonsystem ska ses som forhéllanden mellan toner. For att gene-
rera de faktiska frekvenserna sa véljer man en referensfrekvens och multiplicerar
alla intervall med den. Ett vanligt val av referensfrekvens ar 440 Hz.

Overtonsserien dr basen for ménga tonsystem. Idén &r att tva toner later bra
tillsammans om deras Overtoner passar ihop. Man sédger att tonerna ar konso-
nanta. Toner som inte later bra kallas for dissonanta.

"Om du vill testa vilka frekvenser du kan hora, kan du ga in pa foljande link: https:
//humanbenchmark.com/tests/hearing
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Det mest konsonanta intervallet ar primen, och ar 1. Det ar nédr tva instrument
spelar samma ton. Den nist mest konsonanta intervallet ar oktaven, som &r
2/1. Toner som befinner sig pa en oktavs avstand fran varandra uppfattas som
samma ton. Mén och kvinnor som ska sjunga samma ton sjunger oftast en
oktav fran varandra, ibland utan att méarka det.

Alla tonsystem man kénner till innehéller oktaven, kombinerat med andra in-
tervall. De vanligaste intervallen att kombinera med &r 3/2, som kallas for
kvinten, och 5/4, som kallas for stora tersen.

Definition 5.2.2. Ett tonsystem ar rent om alla intervall i systemet ar ratio-
nella. A

Att transponera ett stycke innebér att multiplicerar alla toner i stycket med
samma positiva konstant. Eftersom olika instrument later olika i olika fre-
kvensomfang, ér detta ibland nédvandigt for att ett stycke ska lata bra.

Definition 5.2.3. Ett tonsystem T ar slutet
T={tI|teT={I""|teT}
for alla intervall I € T. A

Om ett tonsystem é&r slutet s& kan melodier transponeras fritt i systemet. I ett
system som inte ar slutet s& kommer vissa melodier inte kunna transponeras,
eftersom det saknas toner. Ett slutet tonsystem innehaller alltid intervallet 1,
eftersom I1-' =1 € T for alla intervall 1.

Fast intonerade instrument kan bara spela dndligt manga olika toner. Vi fangar
detta med foljande definition.

Definition 5.2.4. Ett tonsystem 1" ar dndligt underdelat om méangden
{IeT|hL<I<I}

ar dndlig for alla intervall I, I, € T. A

Vi har nu beskrivit tre egenskaper som ett tonsystem borde ha: renhet, slutet
och dndligt underdelat. Finns det ett system som har alla tre?

Definition 5.2.5. Om [ &r ett intervall sa kallas
T()={I"|neclZ}
tillslutningen av I. A

Sats 5.2.6. Om I dr ett intervall si dr T'(I) slutet och andligt underdelat. Det
ar rent om I ar rationellt.

Bevis. Lat I € T. Da giller att I"] = I"*! och I"I~! = ™! for alla heltal
n, och alltsa &r

T={tI|tecT}={tI""|teT})
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Om I"™ < I™ &r intervall i T'(I) och I > 1 s& &r n < m, och da bestar
A={IeT | L <I<I}

av intervallen [*+1 172 ™1 Om I < 1 sa &r m < n och da bestar A

av intervallen ™+ [m+2 ol

Om [ &r rationellt, sa ar alla heltalspotenser av I rationella, och T'(I) &r rent.

Omviint sa giller att om T'(I) dr rent si maste I' = I vara rationellt. O

Resten av detta kapitel handlar om att bevisa att dessa ar de enda rena, slutna
och andligt underdelade tonsystemen. For att gora detta behover vi uttrycka
dndlig underdelning i form av 16sningar till ekvationer.

Sats 5.2.7. Om R och I dr positiva tal och I # 1, sa finns det ett tal n € Z
sd att I" < R < I,

Bevis. Satt

n = [log;(R)].

Da géller att
n <log;(R) <n+1.

Genom att upphéja I med dessa tal far vi att
I"<R< "

O

Detta kallas den arkimediska egenskapen. Figur 5.4 illustrerar sekvensen I™ nar
I = 3/2. Inneborden dr att alla positiva tal ligger i nagot av dessa intervall.

0 8/274/9 23 1 3/2 9/4 27/8
| | | | | | | |

I I I I I I I I )
Figur 5.4: Potenser av 3/2.

Vi anvinder den arkimediska egenskapen for att bevisa foljande sats.

Sats 5.2.8. Om I; och Iy dr positiva tal, 1 < Iy < I, I # 1 och m € N sd
finns det n € N sa att
1< IV < Is.

Bevis. Sitter vi R = I'" i Sats 5.2.7 sa far vi ett n sa att I} < I7* < I3
Genom att dela med I3’ pa bada sidor far vi att

1< L™ < I,

O]

Detta gor att vi kan karaktéarisera dndligt underdelade och slutna tonsystem i
termer av en ekvation.
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Sats 5.2.9. Om T dr slutet och dndligt underdelat sd finns det for alla interval
Iy och Iy tva heltal n och m med egenskapen att

nm=1I;.
Vi kan vilja n och m sa att de saknar gemensamma delare.

Bevis. Anta motsatsen, det vill sdga att systemet ar dndligt underdelat och
att I7* = I3 saknar heltalslosningar.

Om T ar slutet sa medfor I € T att I-'. Da I < 1 implicerar att 1 < I~ ! sa
kan vi anta att I; och Iy ar storre &n 1. Eftersom de &r olika kan vi anta att
I < Is.

For varje n € N, 1at m,, vara ett heltal som uppfyller
1< I < Io.

Enligt antagandet att I7"I5"™ # 1 sa géller att 1 < I7"IJ" < I5. Vidare har vi
att IPI™ & IFL™ for alla n och k, ty

J I i e Y
vilket motsédger vart antagande. Alltsd &r méngden
{I"Iy" | n € N}

oandlig och ligger mellan 1 och I5. Detta motséger att 1" ar dndligt underdelat.

Det aterstar att visa att man kan anta att n och m saknar gemensamma delare.
Antag att I7" = I3 har heltalslosningar. Lat k£ vara den storsta gemensamma
delaren till m och n. D& giller att ka = m och kb = n och a och b saknar
gemensam delare, samt att

=i — =1

Detta visar att att om ekvationen har l6sningar, sa har de heltalslosningar som
saknar gemensamma delare. O

Likheten I = I5* &ar ekvivalent med Iy = /Ia  och I = %/I; . For att ta
reda pa om man kan konstruera ett slutet, dndligt underdelat och rent system
maste vi alltsd reda ut under vilka omsténdigheter rationella tal har rationella
rotter.

5.3 Rotter av rationella tal

Vi ska anvédnda aritmetikens fundamentalsats, som beskriver positiva rationella
tal som produkter av primtal, ett slags multiplikationsatomer som bygger upp
alla naturliga tal.

Definition 5.3.1. Ett heltal a delar ett heltal b ifall det finns ett heltal ¢ sa
att ac = b. Talet a kallas for en delare till b. AN
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Ett exempel ar att 3 delar 21, eftersom 3 -7 = 21.

Om a &r en delare till b sa &r —a en delare, eftersom (—a) - (—c) = ac = b. Alla
delare kommer alltsa i par: en positiv och en negativ.

Definition 5.3.2. Ett heltal p ar ett primtal om det ar storre eller lika med
2 och dess enda positiva delare ér 1 och talet sjalvt. A

Varfor ar inte 1 ett primtal? Det trakiga svaret dr att det dr en konvention.
Det finns inget matematiskt bevis for att det &r rétt eller fel. Manga resultat
blir dock enklare att formulera ifall man exkluderar 1 fran att vara ett primtal,
och det finns f4 ganger nar man vill att 1 &r ett primtal.

Definition 5.3.3. En primtalsfaktorisering av ett rationellt tal r &r en upp-
sattning olika p1, ..., p, och nollskilda heltal mq, ..., m,, sa att

r :p,:rlnl p:ln"
Talet m; kallas multipliciteten av p;. A

Sats 5.3.4 (Aritmetikens fundamentalsats for rationella tal). Alla nollskilda
positiva rationella tal forutom 1 har en unik primtalsfaktorisering.

Fundamentalsatsen sager tva saker. For det forsta att man alltid kan faktorisera
ett rationellt tal s att man bara far primtal kvar. For det andra att oavsett
hur man gor faktoriseringen s& far man samma slutresultat.

Ett sétt att beskriva det ar som foljer. Om p1, ..., pg och q1, ..., g; &r primtal
och myq, ...mg, ny, ...n; ar nollskilda heltal, s innebar

m m n n,
pll...pkk:qll...qll

att [ = k, och att man kan ordna om indexen sa att p; = ¢; och m; = n; for
1=1,...,k.

Observera att n ar ett positivt heltal om och endast om alla primtal i dess
primtalsfaktorisering har positivt multiplicitet.

Formellt &r 1 inte en produkt av primtal. Detta kan vara problematiskt, och
darfor brukar man sidga att 1 &r produkten av noll primtal, den s& kallade
tomma produkten. Tanken &r multiplikation med 1 l&mnar ett tal oférandrat,
vilket méste innebéra att 1 inte innehéller nagra primtalsfaktorer alls.

Fundamentalsatsens bevis ldimnas som ett appendix. Vi ska fokusera pa hur den
kan anviandas, forst i exempel och sedan for att 16sa problemet med rationella
rotter.

Definition 5.3.5. Tva heltal ar relativt prima ifall deras enda gemensamma
delare ar 1. A

Sats 5.3.6. Twa heltal dr relativt prima om och endast om de saknar gemen-
samma primtalsfaktorer.
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Bewvis. Sag att tva tal ar relativt prima. Om att det finns en gemensam prim-
talsdelare, sa dr detta en gemensam delare som &r skild fran 1, vilket motséager
antagandet att talen ar relativt prima.

Om n och m inte &r relativt prima, sa kan vi hitta en gemensam delare k > 2
och tva tal a och b s& att n = ak och m = bk. Eftersom k inte dr 1 kommer
den innehéalla minst en primtalsfaktor, och som da méste inga i primtalsfakto-
riseringarna av n och m. O

Hjilpsats 5.3.7 (Euklides hjilpsats). Om n och m dr relativt prima heltal
och k dr ett heltal, sa delar n produkten mk om och endast om n delar k.

Bevis. Om n delar mk, s maste alla primtalsfaktorer i faktoriseringen av
n ingar i faktorisering av mk. Om n och m &r relativt prima sa saknar de
gemensamma primtalsfaktorer, sa alla primtalsfaktorer i n maste ingd i k.
Alltsa delar n talet k. O

Fundamentalsatsen ger oss ett villkor fér nér ett rationellt tal har en rationell
rot.

Foljdsats 5.3.8. Ldt r vara rationellt och n > 1 ett naturligt tal. Dé ar /r ra-
tionellt om och endast om n delar alla multipliciteter i primtalsfaktoriseringen
av r.

Bewvis. Skriv r = p{" ---p;"* som en produkt av primtal. Om n delar m; s& &r

m; = na; for nagot heltal a;. Da géller att
Vr=pi' et

ar rationellt. Omvént sa giller att om /r ar rationellt si kan vi primtalsfak-
torisera det och fa att

\"/;:p(lll...pzk :}T:p?al...pzak:p?‘bl...pz@k
dér n delar multipliciteterna m;. O
Definition 5.3.9. Ett positivt rationellt tal ¢ # 1 ar primitivt om s" = ¢
implicerar n = 1 for alla rationella tal s. A

Sats 5.3.10. Féljande pastienden dr ekvivalenta for rationella tal t.
(i) t d@r primitivt.
(ii) It ar drrationellt nar n > 2.
(iii) Den storsta gemensamma delaren av multipliciteterna i primtalsfaktori-
seringen av t dar 1.
Bevis. Punkterna (i) och (ii) #r ekvivalenta, eftersom om {/t #r rationellt kan
vi sétta s = ¥t och fa s =t.

Sag att k dr den storsta gemensamma delaren av multipliciteterna i primtals-
faktoriseringen av ¢. Enligt Féljdsats 5.3.8 &r 4/t rationellt om och endast om
k delar multipliciteterna i primtalsfaktoriseringen av t. Alltsa maste /¢ vara
rationellt. Detta visar att (ii) och (iii) ar ekvivalenta. O
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Vi ska nu anvénda fundamentalsatsen for besvara fragan om rationella rotter.

Sats 5.3.11. Om 71 och ro dr rationella tal och ekvationen
ry =71y

har relativt prima heltalslésningar sa finns det ett primitivt rationellt tal r och
ett positivt heltal k sa att ke — r och ry = 1Mk,

Bewvis. Primtalsfaktorisera r1 och r9 som

_.m M _ n n
TL=Dp1 Dy och ro=q"---q".
Eftersom r{ = ry* géller
M1 nmig __mni mng

Fundamentalsatsen sdger att faktoriseringen ar unik, vilket innebér att k = [,
och att p; = ¢; och am; = bn; for allai=1,...,1.

Per definition delar n produkten mn;. Eftersom n och m &r relativt prima sa
siger Hjdlpsats 5.3.7 att n delar multipliciteten n;, det vill sdga det finns heltal
k; sa att n; = nk;.

Lat k vara den storsta gemensamma delaren till alla k;. Satt r = qfl/k e q:l/k.

Da dr 7 primitivt, 7™ = 75 och

mk mkin mk;n mni

n mn m n mk
r =q gy =q g ZZT2 =ry =T =

1.

O]

Talet r kallas for den primitiva gemensamma rationella roten till r; och rs.
Det som gor Sats 5.3.11 speciell &r att om 71 och ro &r rationella, sa &r r ockséa
rationellt. Med andra ord ar omdjligt att ha en gemensam irrationell rot till
tva rationella tal.

Sats 5.3.12. Eltt tonsystem T dr slutet, dndligt underdelat och rent om och
endast om det dr en delmdngd av ett system pd formen T(I), dir I dr ett
rationellt intervall.

Bevis. Antag att ett tonsystem &r slutet, dndligt underdelat och rationellt. Ta
tva intervall I; och Iy. Eftersom systemet ar slutet och dndligt underdelat sa
finns det enligt Sats 5.2.9 relativt prima heltal n och m sa att

It = 13"
Enligt Sats 5.3.11 finns det en primitiv gemensam rationell rot av I; och I,
som vi kallar I.

Vi ska nu visa att alla intervall i T kan skrivas pa formen I*. Lat I3 vara ett
intervall i T'. Eftersom systemet dr &ndligt underdelat finns det m och n sa att
I3 = I™. Enligt Sats 5.3.11 sa finns det ett rationellt tal r sa att I = r™ och
13 =rm.

Men [ &r primitivt, s& n = 1, vilket innebar att » = I och I™ = I3. Detta visar
att T &r en delméngd av T'(1). O
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Faktum &r att man kan skippa antagandet att tonsystemet ar en delméngd.

Sats 5.3.13. Eit tonsystem T dr slutet och dandligt underdelat om och endast
om T =T(I) for ndgot tal 1. Det dr rent om och endast om I dr rationellt.

Sats 5.3.13 séger att de enda tonsystemen som &r slutna, dndligt underdelade
och rationella ar tillslutningar &r rationella intervall. Konsekvensen for oss, som
vill bygga ett tonsystem som bygger pa oktaven, ar féljande.

Sats 5.3.14. Det enda tonsystemet som innehdaller oktaven och dr slutet, rent,
och dndligt underdelat dr

T(2) = {2" | n € Z}.

Bevis. Om T &r ett slutet, andligt underdelat och rent tonsystem &r 7' = T'(I),
dar I ar en rationell rot av 2. Men 2 &r primitivt, sa T' = T'(2). O

5.4 Liksvavig temperatur

Om man vill ha ett tonsystem som bygger pa fler intervall &n oktaven s& maste
man antingen 6verge slutenhet, &ndlig underdelning eller renhet. I detta avsnitt
ska vi beskriva liksvévig temperatur, som bygger pa irrationella intervall och
alltsa inte ar rent.

For att jamfora intervall s& anvander man en enhet som kallas for cent. For att
rdkna ut hur manga cent som skiljer tva frekvenser a och b anvinds foljande

b
c = 1200log, <a> .

Cent kan bade vara negativa och positiva. Negativa cent innebér att a ar storre
an b, medan positiva betyder motsatsen. Om vi vet en frekvens a och vill héja
eller sdnka den med c¢ cent, s& anvander vi formeln:

formel

b— q.9¢/1200

Cent maéter forhallandet mellan tva frekvenser. En cent ar inte ett fixt antal
Hertz, utan det beror pa vilken frekvens du méter ifran. Alla intervall kan
konverteras till cent, genom att ersitta b/a med intervallet. Till exempel blir
oktaven (tonintervallet 2) lika med 1200 - logy(2) = 1200, medan kvinten (in-
tervallet 3/2) blir 1200 - logy(3/2) ~ 702 cent.

Det liksvavigt tempererade tonsystemet definieras genom att dela upp oktaven
i tolv toner med hjélp av cent. Varje steg kallas for en halvton, och en helton
ar tva halvtoner.

Tonernas namn &r lite udda. Sju av tonerna har namnen A till G, de andra fem
ligger mellan de andra tonerna. Tonerna mellan heltonerna har tva olika namn,
beroende pa om man ser dem som sédnkta eller hojda varianter av heltonerna.
De hojda tonerna uttalas genom att ligga till -iss pa slutet, medan de sankta
uttalas genom att ligga till -ess, se Tabell 5.5.%

8Vi anvéinder det engelsksprakiga systemet. I det tyska systemet, som #ven anvinds i
mycket svensk litteratur, s& kallas tonen A# for B, och tonen B for H. Det finns #ven ett
namngivningssystem som kallas solfége (do-re-mi systemet).
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Namn | Cent | Alt. namn Uttal

A 0 A

A# 100 B? Aiss/Bess
B 200 B
C 300 C

c# 400 D? Ciss/Dess
D 500 D

D# 600 E? Diss/Ess
E 700 E
F 800 F

F# 900 GP Fiss/Gess
G 1000 G

G# 1100 Ab Giss/Ass
A 1200 A

Tabell 5.5: Liksvévigt tempererat tonsystemet

Alla intervall &r heltalsmultiplar av 100 cent. Eftersom 100 cent &r lika med
2100/1200 — 91/12 " Alltsd &r det liksvévigt tempererade tonsystemet lika med

{2"/12 :n Ar heltal} =T ( 1\2@) .

Det &r slutet, andligt underdelat och innehéaller oktaven, i och med att 1200
cent ar lika med v/2 = 2. Priset vi méaste betala &r att inga tonintervall un-
dantaget oktaven &r helt rena,

Tabell 5.6 och 5.7 jamfor ett rent tonsystem med ett liksvivigt tempererat.
Mer specifikt s& anvinds en variant av five-limit tuning.

Ton | Rent | Rent (c) | Liksvévig (c) | Skillnad
A 1 0 0 0
A7 [ 16/15 112 100 12
B 9/8 204 200 4
C 6/5 316 300 16
C# | 5/4 386 400 —14
D | 4/3 498 500 -2
D# | 25/18 569 600 —31
E 3/2 702 700 2
F 8/5 814 800 14
F# | 5/3 884 900 —16
G | 9/5 1018 1000 18
G# | 15/8 1088 1100 —12
A 2 1200 1200 0

Tabell 5.6: Liksvévig temperatur vs ren stdmning i cent

Tabellerna jamfor dels tonsystemen i cent, och sedan tillimpas de pé tonsy-
stemet nar grundfrekvensen 440 Hz anvénds.
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Ton | Rent (Hz) | Liksvavig (Hz) | Skillnad
A 440 440 0
A7 469 466 3
B 495 494 1
C 528 523 5
C# 550 554 —4
D 587 587 -1
D# 611 622 —11
E 660 659 1
F 704 698 6
F# 733 740 —7
G 792 784 8
G# 825 831 —6
A 880 880 0

Tabell 5.7: Liksvévig temperatur vs ren stdmning i Hertz

Ingen ton i den liksvévigt tempererade skalan &r ren, men vissa toner ar renare
dn andra. Den femte tonen (kvarten) och sjunde tonen (kvinten) i det liksviviga
temperamentet si pass néra sina rena motsvarigheter att man inte kan hora
skillnad.

Andra toner, sa som den fjdrde tonen, &r horbart olika. Den storsta skillnaden
finns i den sjéatte tonen, dér skillnaden &r hela 31 cent: néstan en tredjedels
halvton.

Figur 5.8 och 5.9 &r grafiska illustrationer av skillnaden mellan ren stdmning
och liksvavigt temperament. Den forra anger skalorna i cent och i den andra
ar skalorna i Hertz, med referenstonen 440 Hz.

0 112 204 316 386 498 569 702 814 884 1018 1088 1200

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

Figur 5.8: Ren stdmning och liksvévig temperatur i cent.

I Figur 5.8 sa &r tonerna i den liksvivigt tempererade skalan jamt fordelade,
vilket de inte ar i Figur 5.9. Det beror pa att cent &r ett logaritmiskt méatt:
skillnaden i Hertz mellan 1100 och 1200 cent &r inte detsamma som skillna-
den mellan 0 och 100. Det foérklarar &ven varfor skillnaden bland de hogre
frekvenserna blir storre, oavsett skillnaden i cent.

440 469 495 528 550 589 611 660 704 733 792 825 880

T
440 466 494 523 554 587 622 659 698 740 784 831 880

Figur 5.9: Ren stdmning och liksvéivig temperatur i Hz (A=440 Hz).
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5.5 Musik i praktiken — skalor och ackord

Viasterlandsk musik bygger pé spanning och forlosning. Idén &r att ha ett
grundtillstand och ett antal olika kontrasterande tillstand. Fran grundtillstan-
det bygger man upp spanning genom att rora sig till de kontrasterande till-
standen, och sedan forléser man den genom att atgé till grundtillstandet.

Kompositorer organiserar vanligtvis sin musik i tonarter. En tonart bestar av
en grundton och en skala. Grundtonen &r en av tonerna i systemet och repre-
senterar grundtillstandet. Skalan dr en samling andra toner som kontrasterar
mot grundtonen och varandra pa lampliga sétt.

Det finns manga typer av tonarter. De vanligaste &r dur och moll. I det lik-
svavigt tempererade tonsystem sa definieras durskalan som den andra, fjéarde,
femte, sjunde, nionde och elfte tonen i systemet, rdknat fran grundtonen. Ifall
grundtonen #r A, sa bestar A-dur av tonerna A-B-C#-D-E-F#-G#. Ett an-
nat exempel dr C-dur, som bestar av tonerna C-D-E-F-G-A-B. P& ett piano
motsvarar dessa de vita tangenterna.

Durskalan &r den vanligaste skalan och beskrivs ofta som glad. Men det behéver
inte vara det: det finns mycket sorgsen musik som &r skriven i dur, och glad
musik som ar skriven i andra tonarter.

Cc| D E F G A B C
0 | 200 | 400 | 500 | 700 | 900 | 1100 | 1200

Tabell 5.10: C-durskalan

Mollskalan definieras som den andra, tredje, femte, sjunde, attonde och tionde
tonen i den kromatiska skalan, réknat fran grundtonen. Musik i moll beskrivs
oftast som sorgsen, men behover inte vara det.

Som ett exempel si bestar A-mollskalan bestar av tonerna A-B-C-D-E-F-G.
Detta dr samma toner som ingar i C-dur. Skillnaden ar att i A-mollskalan sa &r
A grundtonen. Detta gor att ett stycke i A-moll later fundamentalt annorlunda
an ett i C-dur, trots att de innehaller samma toner.

Al B C D E F G A
0 | 200 | 300 | 500 | 700 | 800 | 1000 | 1200

Tabell 5.11: A-mollskalan

I regel ar det skalan, snarare &n grundtonen, som avgor musikens karaktér.
Detta ar en foljd av att tonsystemet liksvivigt tempererat: de interna forhal-
landena i durskalan adr oberoende av vilken grundton man véljer. Ett stycke
kan darfor byta grundton utan problem, genom att héja eller sénka alla toner
samtidigt. Att skriva om ett stycke fran dur till moll kommer daremot fordndra
hela styckets karaktér.

Ett ackord ar nér tre eller fler toner spelar samtidigt. De toner som spelas
samtidigt i ett stycke kallas for styckets harmoni. Det kan kontrasteras mot ett
styckes melodi, som ar nar enskilda toner spelas efter varandra.
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Det finns ett ndrmast obegransat antal ackord man kan spela. Vissa ar dock
vanligare &n andra. Det vanligaste ackordet ar dur-ackordet, som byggs genom
vilja en grundton och sedan kombinera den fjarde och den sjunde tonen i
12-tonsskalan. Exempelvis sa bestar C-dur-ackordet av tonerna C-E-G, och
F#-dur bestar av tonerna F#-A#-C#,

Det nist vanligaste &r moll-ackordet. Aven det byggs genom att viilja en grund-
ton. Dérefter tar man den tredje och sjunde tonen i 12-tonsskalan. Skillnaden
mellan ett dur- och ett mollackord bestar alltsd i att den mittersta tonen i
mollackordet (den s& kallade tersen) ar sénkt.

Att moll- och durackord ar vanliga beror pa att de ar allmént forekommande
i dur- och mollskalan. Ta C-dur-skalan som exempel: C-D-E-F-G-A-B. Som vi
ser innehaller den alla tonerna i C-dur-ackordet, och bildas genom att vilja
den forsta, tredje och femte tonen i skalan.

C-dur C-moll
C|CEG]| C | CEMG
D | D-F-A| D | D-F-A?
E | E-G-B | E? | E’-G-B?
F | F-A-C| F | F-A’C
G|GBD]| G | G-B*-D
A [ A-C-E | A’ | AP-C-EP
B | B-D-F | B® | B*-D-F

Tabell 5.12: Treklanger i C-dur och C-moll

Om man flyttar grundtonen till en annan ton i skalan, sig F, och véljer tonen
som kommer tre och fem steg efter den i skalan far vi F-A-C. Detta &r ocksa
ett dur-ackord. Genom att flytta runt grundtonen sa kan bygga olika ackord
pa detta sitt, till exempel G-dur (G-B-D), D-moll (D-F-C) och sa vidare. Den
enda tonen man inte far ett dur- eller mollackord pa ar B (dér far man ett sa
kallat dim-ackord.)

De ackord man bygger pa detta sétt kallas for treklanger. Man kan géra samma
konstruktion i moll-skalan. Vi har gjort det for C-dur och C-moll och samlat
resultatet i Tabell 5.12.

Ovningar

Ovning 5.1. Bevisa att ifall f &r en 6verton till g s& &r alla dvertoner till f
aven ar overtoner till g.

Ovning 5.2. Bevisa att om forhallandet mellan tva toner &r rationellt s har
tonerna en gemensam overton.

Ovning 5.3. Avgor om a delar b for foljande tal.

(i) a =15, b =135
(ii) a =7, b=50
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(iii) @ =22, b= —132

Ovning 5.4. Avgor om a delar b for foljande tal.

(i) a=3,b=111
(i) @ = —20, b =60
(i) a = —11, b= —100

Ovning 5.5. Bevisa foljande satser:

(i) Om a delar b och delar ¢, sa delar @ summan b + c.
(ii) Om a delar b och k &r ett godtyckligt tal sa delar a produkten bk.

Ovning 5.6. Bevisa foljande satser:

(i) Om a delar b och b delar ¢ sa delar a talet c.
(ii) Om a delar b och b delar a sa dr a = b eller a = —b.
Ovning 5.7. Bevisa att om a delar b och ¢ delar d s& delar ac talet bd.

Ovning 5.8 (x). Ett polynom p(z) delar ett polynom g(x) om det finns ett
polynom r(x) s& att p(z)r(z) = q(x). Visa att

(i)  — 1 delar 23 — 1.
(ii) om x — a delar g(x) s& ar a ett nollstélle till ¢(z).

Ovning 5.9. Primtalsfaktorisera foljande tal.

(i) 235/49
(i) 143/153
(iii) 210/374

Ovning 5.10. Primtalsfaktorisera foljande tal.

(i) 55/9
(i) 23/125
(iii) 111/27

Ovning 5.11. Foljande 6vning fyller ut luckan i beviset Sats 1.4.4.

Bevisa att alla positiva rationella tal r kan skrivas pa formen n/m dir n och
m &r unika, relativt prima naturliga tal.

Ovning 5.12. Bevisa att om p &r ett primtal sa &r {/p irrationellt for alla
heltal n > 2.
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Ovning 5.13 (x%). Lat p vara ett primtal. Den p-adiska normen av ett ratio-
nellt tal r lika med p~™ dér m &r multipliciteten av p i primtalsfaktoriseringen
av 7, och 0 om 7 = 0. Den betecknas |r|,. Bevisa att alla rationella tal r och s
uppfyller att

(i) |rl, = 0 om och endast om r = 0.

(ii) ’7"3‘19 = ‘T’p|3|p'

(iii) |r + s|p < max{|r|y,[s[p} < |7|p + |slp-

Tips: Om r &r rationellt kan det skrivas r = p™a dér m &r ett heltal och a ar
rationellt tal vars primtalsfaktorisering inte innehaller p.

Ovning 5.14. Visa att om p ér ett primtal och n #r ett naturligt tal si &r
log,(n) antingen irrationellt eller ett heltal.

Ovning 5.15. Har foljande rationella tal en gemensam rationell rot? Om ja,
vilken ar den primitiva rationella roten?

(i) 216/125 och 72/50
(ii) 88/25 och 147/75
(iii) 4/9 och 16/54

Ovning 5.16. Har foljande rationella tal en gemensam rationell rot? Om ja,
vilka ar dem?

(i) 9/16 och 27/64
(i) 81/625 och 729/15625
(iii) 143/8 och 1573/16

Ovning 5.17. Ett komma #r en liten skillnad mellan toner som uppstar nir
man anvander rena intervall. Berékna foljande komman i termer av toninter-
valler och cent.

(i) Skillnaden mellan 12 rena kvinter (3/2) och 7 oktaver (2/1).

(ii) Skillanden mellan 4 rena kvinter (3/2) och 2 oktaver (2/1) och en ren
stor ters (5/4).

Det forsta kallas for det pytagoreiska kommat och det andra for det syntoniska
kommat.

Ovning 5.18. Beriikna foljande komman i termer av tonintervaller och cent.

(i) Skillnaden mellan 3 rena stora terser (5/4) och 1 oktav (2/1).

(ii) Skillnaden mellan 4 rena sma terser (6/5) och 1 oktav (2/1).
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Det forsta kallas for lilla diesis, det andra for stora diesis

Ovning 5.19. Givet grundfrekvensen 110 Hz, berikna vilken frekvens man
far ndr man sénker eller hojer tonen med foljande antal cent. Ange svaret i
hela Hertz.

(i) ¢ =325
(i) ¢ =—233

Ovning 5.20. Givet grundfrekvensen 110 Hz, beriikna vilken frekvens man
far ndr man sénker eller hojer tonen med foljande antal cent. Ange svaret i
hela Hertz.

(i) ¢=—-33
(ii) ¢ = 1200 - log,y(3/2)

Ovning 5.21. Bevisa att om I; och I ar tva intervall som skrivs som c¢; och
co 1 cent, s skrivs Iy - I som ¢ + ¢ 1 cent.

Ovning 5.22. Vilka toner ingéar i foljande skalor?
(i) A-dur
(ii) B-moll

Ovning 5.23. Vilka toner ingéar i foljande skalor?
(i) G-moll
(ii) D-dur

Ovning 5.24. Vilka toner ingar i f5ljande ackord?
(i) G#-dur
(ii) F#-moll

Ovning 5.25. Vilka toner ingar i f5ljande ackord?
(i) C#-dur
(ii) Db-moll

Ovning 5.26 (x). Bevisa att varja durskala innehéller samma toner som en
mollskala i en grundton. Tips: titta pa avstanden mellan tonerna.
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6 Diskret fouriertransform och hur man beraknar
den

Vi gor forst en definition.

6.1 Diskret fouriertransform

Definition 6.1.1. (Diskret fouriertransform)

Den diskreta fouriertransformen (DFT) av en vektor x = [zg, 21, ..., Tn 1] €
R™ &r vektorn y = [yo, y1, . -, Yn—1]" € C" diéir w = e~™/" och
1 n—1
k
Yk = —F= Z .CCij
Vi =

Observera att (4.4) ar en explicit ekvation for den diskreta fouriertransformen.
A

Vi tar ett exempel.

Exempel 6.1.2. Vi vill berdkna den diskreta fouriertransformen av z =
[0,1,0, —1]7. Eftersom 2 € R* #r n = 4. Da har vi att

67127r/4 — ef'm/Q -

w = 1.

Vi fortsatter att rakna nedan:

Y0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
Y1 _ilwoﬁw‘g L_1j1 - -1 4 1
yo|  Vall w? wt W 0] 2f1 -1 1 -1 0
Y3 1 w? W W —1 1 ¢+ -1 — —1

0

I

10

7

eftersom (—i)? = i? = —1 och (—i)3 = (—i%)i = —i. A

Vi definierar aven den inversa diskreta fouriertransformen.

Definition 6.1.3. (Invers diskret fouriertransform)
Den inversa diskret fouriertransformen av en vektor y ar vektorn z s att
r=F, 'y = B.y. A

I slutet av kapitlet om interpolation visade vi ett trick for att berdkna den
diskreta fouriertransformen snabbare &n att invertera matrisen. Nu ska vi gora
det &nnu snabbare. Men forst behover ytterligare teori.

Sats 6.1.4. Anta att {y} dr den diskreta fouriertransformen av {xy}, déir x;
ar reella tal. Da ar yo dr ett reellt tal och yp— =7y, fork=1,...,n— 1.
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n—1

Bevis. Att yg ar reellt foljer av (4.4), da yo = ﬁ ijo xj.

Vi har dven att

wnfk _ €7i27r(nfk)/n
— e—i27rei27rk/n
-1. €i27rk/n

= cos(2mk/n) + isin(27k/n)

och
kE_ 6—127rk/n

= cos(2wk/n) — isin(2wk/n).

w

enligt Sats 3.1.3. Alltsa giller att w™ % = wk.

Fran definitionen av den diskreta fouriertransformen (6.1.1) far vi att

som ar vad vi ville bevisa. O

I beviset av Sats 6.1.4 har vi anvant att det komplexa konjugatet av produkten
ar produkten av de komplexa konjugaten . Detta bevisar vi nedan.

Bevis. Lat a,b,c,d € R. Da har vi féljande ekvation.

(a +ib)(c+ id) = ac — bd + i(ad + bc)
= ac — bd — i(ad + be)
= (a —ib)(c — id)
= (a + ib)(c + id).

O]

Sats 6.1.4 kan anvindas for att gora en snabbare algorithm. Vi utgér ifran ett
exempel.
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Exempel 6.1.5. Anta att = [z, 21,...,27]7 € R8. Da har DFT:n y av
foljande form.

Yo ag + iby agp Yo
Y1 ay + iby a1 + iby :
Y2 az + iba as + ibo yn_ 4
_lys| _|as+ibs|  |az+ib3| Zn
Y= s | = laa+iva |~ ay R
U5 as + ibs ag — ibs Yg-1
Y6 ag + 1bg as — iby :
Y7 a7 + iby a1 — iby Uy

dar a;,b; € R for ¢ = 0,...,7. Med andra ord sa kan vi skriva DFT av en
vektor med dimension n med exakt n reella tal. A

6.2 Snabb fouriertransform

Vi kan berékna den diskreta fouriertransformen betydligt snabbare &n ovan. Al-
goritmen som vi presenterar heter snabb fouriertransform (Fast Fourier Trans-
form, FFT). Dess komplexitet ar O(nlogn).

Om n &r litet, till exempel 3 eller 4, ar det svart att se hur stor betydelse detta
har. Men i manga tillimpningar har vi n som ar mycket stérre. Om vi tar
n = 216 = 65536 si far vi att

nlogn = 21%.16 = 22° ~ 10°
medan
n? =232 ~4.10°.

FFT anviinder alltsa 10® ganger firre berdkningar &n den tidigare algoritmen.
For att satta detta i perspektiv: det som FFT kan berdkna pa 1 minut tar 16
timmar och 40 minuter for den tidigare algoritmen. Ju storre n ar desto storre
blir skillnaden mellan FFT och den tidigare algoritmen.’

Vi ska beskriva algoritmen som presenterades Cooley och Tukey (1965), men
dven Gauss hade en liknande algoritm (ca 1805).

6.2.1 Rekursion och FFT

Exempel 6.2.1. Betrakta matrisen fran (4.4). Vi tar for tillfallet bort faktorn
1/4/n, eftersom vi kan multiplicera svaret med det efterat.

Lat n = 4. Da har vi w = e ?7/4 = —j. DFT:n beriknas genom f&ljande
ekvation:

20 wo wo wo wo i)

2| W Wt oW oWB 1

20| T W? w? Wt WS 9

23 WO wd Wb W x3

9Annu virre blir det om vi anvinder algoritmen som med komplexitet O(n®): da tar
samma berdkning cirka 511 &r. Komplexitet ar viktigt!
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Vi kan skriva z = Myx. Mer generellt har vi z = M,z dar n dr dimensionen.

Nu skriver vi om varje rad i produkten sa att vi forst skriver termerna med
jamna index och déarefter de med udda index, se ekvationerna nedan.

0

20 =w xo+w0$2+w 0

wx1+w s

[e=]

zgzw0x0+w4x2+w w a:1+w T3
0

0 wm1+w:1:3

(
_ .0 2 1
21 =w xg+wxy+w (w x1 + w’zs
(
23 =w :Iro—i-wﬁxz—i-w(

)
)
2/.0 )
)

Vi anvinder att w* = e 2™ = 1 och skriver om ekvationerna som nedan.

0

20 = w$0+w0$2 + WO (w?

w 5L‘1+w T3

[e=]

1

(=]

° )
(W1 + wizs)
0 2(,0 )
% )

w xo—i-woxg +w

(

= (w20 + w?m2) + w
= ( Wz 4wl
= (

~— ~— ~— ~—

(=]

0

w a:o+w2:c2 + w(w xl—i-w T3

Vi skapar tva vektorer u = [ug,u;]” och v = [vg,v1]T och definierar u och v
genom foljande ekvationer.

(- D) ()
()~ )

Da kan vi skriva om ekvationerna for att berdkna z; med de nya vektorerna u
och v genom foljande ekvationer.

20 = Ug + (/JO’UQ
21 =u1 + wlvl
2o = Ug + w2v0

23 =u1 + w3v1.

Detta visar att vi kan berdkna FFT av en vektor med dimension n = 4 genom
att berdkna tva FFT pa tva olika vektorer av dimension 2. A

Nér vi tar allt storre och storre n, sa foljer vi samma monster. Vi delar upp
problemet i tva delar om och om igen fram till att vi kan berdkna DFT pa
hela vektorn med att géra DFT pa vektorer av dimension 2. Det har funkar
sa linge som vi viljer n = 27, j = 1,2,.... FFT #r mycket snabbare #n att
anvanda den vanliga DFT.

Att dela upp ett problem i ett antal mindre delproblem pé detta sétt kallas for
rekursion, och ar mycket anvindbart.

Nu ska vi ldra oss hur man berédknar FFT i Python, ett programmeringssprak.
Rekursion &r lattare att forsta nar man se koden.
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6.2.2 Python kod, FFT

Nedanfor har vi Pythonkoden for att berdkna FFT:n av en vektor. Koden foljer
samma monster som i Exempel 6.2.1.

Python ar gratis och ganska latt att anvanda, &ven for nyborjare. Koden har
ganska manga kommentarer som har skrivits for att forklara vad varje rad gor.
Om du aldrig har skrivit kod innan eller har aldrig anvint Python kan det vara
till hjalp.

import numpy as np

#S& slipper vi skriva numpy varje gang vi anvander ndgot i NumPy library

def DFT_slow(x):
#En funktion som berdknar DFT av en vektor x som ar av typ 2x1

x.shape[0] #N &r storlek

np.arange(N) #En vektor [0,1,2,...,N-1]

n.reshape ((N, 1))

= np.exp(-2j * np.pi * k * n / N) #Skapar en matris M_n

N
n
k
M

return np.dot(M, x) #ger oss produkten av M och x
def FFT(x):

nn llCooley_Tukey FFTH nn

N = x.shape[0] #N &r storlek

if N% 2> 0:

raise ValueError("Man méste vdlja N s& att N = 27j for j=1,2,...")

elif N <= 2: #0Om dimensionen ar 2

S& ska vi anvinda funktion DFT_slow (dvs gdr matris-vektor produkt

av dimension 2x2 ganger 2x1)
nnn

return DFT_slow(x)

else:
nnn

Om dimensionen dr fortfarande stor, méste vi anropa funktionen FFT

igen pd de udda och jamna indexen av x

X_even = FFT(x[::2]) #j&mna index, bdrja pa O
X_odd = FFT(x[1::2]) #udda index, bdérja pa 1

factor = np.exp(-2j * np.pi * np.arange(N) / N)
#Concatenate sdtter ihop 2 vektor a och b som [a b]
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return np.concatenate([X_even + factor[: (N // 2)] * X_odd,
X_even + factor[(N // 2):]1 * X_odd])

"""Skapa en random vektor x"""
x = np.random.random(2**10) #2%*10 = 1024 (exponent i Python)

"""Anroper funktion FFT med vektorn x och skriver sedan ut FFT av x.
Kolla sedan om vi far samma sak som den inbyggda funktionen"""
print (FFT(x))

print (np.allclose(FFT(x), np.fft.fft(x)))

Ovningar

Ovning 6.1. Anvénd Definition 6.1.1 for att berikna den diskreta fourier-
transformen (DFT) av o = [.1,.3,.5,.7]7 € R, Jamfor ditt svar med det som
du fick i 6vning 4.5.

Ovning 6.2. Bevisa Sats 6.1.4.

Ovning 6.3. Bevisa ekvationen.

(a+1ib)(c+id) = (a4 ib)(c + id)

Ovning 6.4. Skriv ett program i Python som sparar foljande matriser och
vektorer med samma namn.

2 -1 5 3 -2
0 3 -2 4 38
A= 5 0 1 6]’ b= 32
9 -2 0 3 16

Ledtrad: Borja programmet med import numpy as np och anvind np.array
for att skapa matriser och vektorer.

Ovning 6.5. Skriv en funktion i Python som tar in en vektor och ger tillbaka
en matris. Hint: Anvind A.reshape() i koden.

Ovning 6.6. Skriv en funktion i Python som tar in en vektor och returnerar
léingden av vektorn.

Ovning 6.7. Skriv en funktion i Python som tar in en matris A och en vektor
b och ger tillbaka x sa att Ax = b. Hint: Anvind from scipy.linalg import
solve

Ovning 6.8. Fibonaccital F}, definieras rekursivt som foljer Fy = 0, F; = 0
och
F,=F, o+ F, 1

for alla n > 2. Med andra ord s& ar det n:te Fibonaccitalet det summan av de
tva tidigare Fibonaccitalet.

Skriv ett program i Python som berdknar det n:te Fibonaccitalet.
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Ovning 6.9. Skriv ett program i Python som returnerar produkten av en
matris och en vektor.

Ovning 6.10. Skriv ett program i Python som returnerar True om lésningen
z till Az = b ar korrekt och False om den inte dr. Ledtrad: Skriv en funktion
som tar in A och b och anvind np.allclose() for att jamfora din 16sning med
Pythons 16sning (solve).

Ovning 6.11. Skriv ett program i Python som tar in en matris och kolla
om den #r symmetrisk (A = A7), antisymmetrisk (A = —AT) eller varken
eller. Ledtrad: Anvand np.allclose() och skriv en funktion som skriver ut
"En symmetrisk matris’ om matrisen du gav ar symmetrisk.

Ovning 6.12. Skriv koden for FFT och kor den med olika vektorer z. Ta en
vektor = som &r stor (lingd n storre #n en miljon). Ar algoritmen snabb?
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7 Python, Audacity och FFT

Nu ska vi leka lite med musik och Python och Audacity. Hittills har vi diskute-
rat mycket matematiska teori. Nu ska vi borja se nagra konkreta exempel och
jobba med programmering. Det kommer férbattra var forstaelse och ge oss en
anledning att lara oss komplicerade begrepp.

7.1 Att skapa grafer i Python

Forst maste vi diskutera lite hur Python och andra programmeringssprak for-
star grafer. Datorer forstar matematiska funktioner som en samling av punkter.
Sa, om vi vill skapa en graf av y(z) = sin(z), z € [0, 27] pa datorn sé tar vi en
vektor med ett antal z-viarden och sedan evaluerar vi funktionen i de punkter-
na.

Om vi tar tillrdckligt manga punkter sa ser var kurva ut som en kontinuerlig
sinuskurva. Vi kan se det hér i Figur 7.1 som &r en graf av y = sin(z), z € [0, 27]
med bara 10 punkter, och Figur 7.2 som dr en graf av samma funktion men
med 100 punkter. Pythonkoden for att skapa figurerna star nedanfor.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#Sinus med 10 punkter
x = np.linspace(0,2*np.pi,10) #10 punkter mellan 0 och 2 pi
y = np.sin(x) #Sinus evaluerade pd de 10 punkterna

plt.plot (x,y,’*’)
plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel(’y?)

#Skapa den forsta plotten

#Sinus med 100 punkter
x2 = np.linspace(0,2*np.pi,100) #100 punkter mellan O och 2 pi
y2 = np.sin(x2) #Sinus evaluerade pd de 100 punkterna

plt.show() #Skapar en ny plot
plt.plot (x2,y2)
plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel(’y’)

#Skapa den andra plotten
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1.00 A *

0.75 4

0.50 4

0.25 4

> 0.009 * *

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 1

—1.00 4 *

Figur 7.1: y = sin(x) med 10 punkter

> 0.00 1

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 1

—1.00 1

Figur 7.2: y = sin(z) med 100 punkter

7.2 Att skriva melodier i Python

Foljande Pythonkod definierar tre oktaver av A-durskalan och skapar sedan
melodier med tonerna. Koden visar ocksa hur man skriver ackord (flera toner
som spelas samtidigt) i Python. Nar man kor den hér koden skapas en .wav fil

som man kan lyssna pé i programmet Audacity. En forklaring av koden foljer
efter och koden har kommentar som hjilper de som inte kan Python.

import numpy as np
#3 oktaver

#De 8 toner i A-durskalan

fO = 220 # A
f1 =247 # B
£2 = 277 # C#
£f3 =294 #D
f4 = 330 # E
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£f5 = 370 # F#
f6 = 416 # G#
£f7 = 440 # A

#A-durskalan en oktav hogre

fO_a = fOx2 # A
fl_a = f1%2 # B
f2_a = f2x2 # C#
f3_a = £f3*x2 # D
f4_a = f4%x2 # E
f5_a = f5x2 # F#
f6_a = f6x2 # G#
f7_a = f7x2 # A

#A-durskalan en till oktav hogre

fO_b = f0*x4 # A
fl1 b = f1x4 # B
f2_ b = £2%4 # C#
f3_b = £3%¥4 # D
f4 b = f4%x4 # E
f5_b = fbx4 # F#
f6_b = f6x4 # G#
f7_ b = £f7%4 # A

#Hur manga punkter
N = 44100

#Skapa en vektor som har virde mellan O och 2
X = np.linspace(0, 2, N)

#Skapa vektorer av diskreta sinuskurvor av alla toner som
#vi definierade ovanfor

yO = np.sin(2*np.pi*f0*x)

y1 = np.sin(2*np.pi*fl*x)

y2 = np.sin(2*np.pixf2*x)

y3 = np.sin(2*np.pi*f3*x)

y4 = np.sin(2*np.pixfd*x)

y5 = np.sin(2*np.pi*f5*x)

y6 = np.sin(2*np.pi*f6*x)

y7 = np.sin(2*np.pi*f7*x)

yO_a = np.sin(2*np.pi*f0_a*x)
yl_a = np.sin(2*np.pi*fl_axx)
y2_a = np.sin(2*np.pi*f2_a*x)
y3_a = np.sin(2*np.pi*f3_a*xx)
y4_a = np.sin(2*np.pi*f4_a*x)
y5_a = np.sin(2*np.pi*f5_a*x)
y6_a = np.sin(2*np.pi*f6_a*x)
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y7_a = np.sin(2*np.pi*f7_a*xx)
yO_b = np.sin(2*np.pi*f0_b*x)
y1_b = np.sin(2*np.pi*fl_bxx)
y2_b = np.sin(2*np.pi*f2_b*x)
y3_b = np.sin(2*np.pi*f3_b*x)
y4_b = np.sin(2*np.pixf4d_b*x)
y5_b = np.sin(2*np.pi*f5_b*x)
y6_b = np.sin(2*np.pi*f6_b*x)
y7_b = np.sin(2*np.pi*f7_b*x)
#Melodin

#0m man skriver s& skapas en wav fil pd datorn som

#heter do_re_mi.wav som vi kan lyssna pa

#Notera: for varje f.write(-) som vi skriver hir, hors en
#ton i en sekund ndr vi spelar den

#0ppna filen

f = open(’do_re_mi.wav’,’wb’)
f.write(y4); f.write(y0); f.write(y5)
f.write(y3); f.write(y2); f.write(y0)
f.write(yl); f.write(yl);

f.write(y4); f.write(y0); f.write(yb); f.write(y6)
f.write(yO_a); f.write(yl_a); f.write(yO_a)
f.close()

#Stanger filen

#Samma melodi men langre eftersom vi har dubblerat hur
#léng varje ton hors
= open(’do_re_mi_lang.wav’,’wb’)

.write(y0_a); f
.write(yl_a); £
.close()

.write(yO_a); f.write(yl_a)
.write(y0_a); f.write(yO_a)

f
f.write(y4); f.write(y4); f.write(y0)
f.write(y0); f.write(y5); f.write(y5)
f.write(y3); f.write(y3); f.write(y2)
f.write(y2); f.write(y0); f.write(y0)
f.write(y1l); f.write(yl); f.write(yl)
f.write(yl); f.write(y4); f.write(y4)
f.write(y0); f.write(y0); f.write(y5)
f.write(yb); f.write(y6); f.write(y6)
f
f
f

#3 toner spelade en i taget och efter hors en treklang
f = open(’ackord.wav’,’wb’)

f.write(y0_a)

f.write(y2_a)
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f.write(y4_a)
f.write((1/3)*y0_a + (1/3)*y2_a + (1/3)*y4_a)
f.close()

#A och E spelade samtidigt later fint
f = open(’fin.wav’,’wb’)
f.write((1/2)*y0_a + (1/4)*y4_a)

f.close()

# G# och A

f = open(’ugly.wav’,’wb’)
f.urite((1/2)*y6_a + (1/2)*y7_a)
f.close()

Vi har skapat variabler som motsvarar olika frekvenser i Hertz. Dérefter har
vi skapat en vektor som heter x som har N ekvidistanta punkter i intervallet
[0, 1]. Sedan har vi skapat vektorer (y0,y1,...) som dr diskreta sinuskurvor (av
langd N) med frekvenserna.

Sedan har vi skrivit en kod som skapar en .wav fil som Audacity kan ldsa. Vi
gor det har sa att vi kan lyssna senare i Audacity. Filen heter do_re_mi.wav
och sparas pa datorn i samma mapp som man har sparat Pythonfilen. Den &r
en melodi fran filmen The Sound of Music. Vi har skrivit den genom att ta
olika toner (diskreta sinuskurvor med olika frekvenser) i en sérskild ordning.
Sa enkelt ar det faktiskt.

Koden efter dr densamma men vi anvénder tva vektorer till varje ton. Nar man
lyssnar hér man samma melodin som innan men dubbelt sa langsamt.

Dérefter har vi en fil som heter ackord.wav. Den gor en ljudfil som forst
spelar de tre tonerna i en A-dur separat och sedan alla tre toner i treklangen
samtidigt. For att hora alla toner samtidigt maste man addera ihop vektorerna
med sinuskurvorna. Vi multiplicerar varje ton i treklangen med 1/3 for att
volymen ska bli ungefér lika hog som for den enskilda tonen.

Sist har vi skrivit en kod som tar 2 toner som later fint tillsammans som heter
fin.wav och en som tar tva toner som inte later fint tillsammans, ugly.wav
som man kan lyssna pa i Audacity. Vi har multiplicerat summan av tva toner
med 1/2 eller 1/4 av samma anledning som innan.

For att lyssna pé exemplen i Audacity importerar man .wav-filen som ’'raw
data’ och sedan trycker man pa 'play’.

7.3 Att anvinda FFT for att analysera musik

Sa hér langt har vi sett FF'T som en algoritm som berdknar de trigonometriska
interpolationskoefficienterna i (4.2). Vi ska nu diskutera lite mer om intuitionen
och nagra praktiska tillampningar av algoritmen.
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7.3.1 Intuition

Toner och ackord fungerar ungefir som summor av sinusfunktioner. Man kan
se en sinuskurva som en ton utan Gvertoner, och ett ackord som en samman-
slagning av sinuskurvor. I Figur 7.3 ser vi sinuskurvor av de tre tonerna som vi
kan anvinda for att bygga en A-durtreklang. Vi séger att de &r i tidsdoménen,
eftersom vi ser hur den utvecklas 6ver tid.

I Figur 7.4 ser vi de tre tonerna som vi sag i Figur 7.3, men hér har vi adderat
ihop sinuskurvorna. Kom ihag att om man multiplicerar en sinuskurva med en
konstant ar det volymen som &ndras, inte tonen.

I Exempel 7.5 ser vi tonerna fran Figur 7.4 och Figur 7.3 skrivit med noter
som musiker kan lisa.

Nér vi tittar pa Figur 7.4 sa &r det svart (néstan omdjligt) att se vilka toner
spelas. En viktig tillaimpning av FFT ar att fa reda pa det.
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0.75

0.50 024
0.25

0.0+

y(t)

< 0.00

-0.25
-0.21
—-0.50

-0.75 _0.41
-1.00
0000 0002 0004 0006 0.008  0.010 0.000 0002 0.004 0006 0.008  0.010
t (tid) t (tid)
(a) Sinuskurva med frekvens 440Hz, (b) Sinuskurva med frekvens 554Hz,
amplitud 1, ton A amplitud .5, ton C#
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y(t)
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-0.11

-0.21

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
t (tid)

(¢) Sinuskurva med frekvens 660Hz,
amplitud .25, ton E

Figur 7.3: Sinuskurvor av 3 toner i A-durtreklang, tidsdomén
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y(t)

1.5
1.0 4
0.5
0.0 1
—0.51
-1.01
-1.51

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
t (tid)

Figur 7.4: A-durtreklang, A, C#, E med samma amplitud och frekvens som i
Figur 7.3, tidsdomén
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Figur 7.5: A-dur i noter
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Figur 7.6: FFT resultat av A-durtreklang, A, C#, E med samma amplitud och
frekvens som i Figur 7.3, frekvensdomén
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I Figur 7.6 ser vi en graf av FFT:n av A-durtreklangen som vi sag i Figur 7.4.
Pa z-axeln ser vi frekvens och pa y-axeln ser vi amplituden av samma toner.
FFT:n visar alltsa vilka toner som spelas i ackordet.

For att fa en graf med sinuskurvornas amplituder pa y-axeln maste vi anvanda
foljande vektor till y-axeln i var plot.

L2
g =—lyl,
n
dir y = [yo,...,yn_1)7 &r vektorn av de trigonometriska interpolationskoeffi-
cienterna, n ar dimensionen och |y| ar lingden av vektorn y. I nésta avsnitt
ska vi visa hur man kan fa en graf som i Figur 7.6 med hjélp av programme-
ringsspraket Python.

7.3.2 Pythonkod f6r att plotta FFT

I detta avsnitt beskriver vi Pythonkoden for att skapa grafer som i Figur 7.6.
Vi anvinder koden som vi hade i Avsnitt 6.2.2 och Avsnitt 7.2. Man kan dven
skriva ihop allt i en enda Pythonfil. D& skriver man under den tidigare koden.

Koden har kommentarer for att hjalpa de som inte &ar s bekvima med Python.
Vi har justerat z-axeln i grafen i Figur 7.6 for att fa en graf som var lattare
att ldsa. Observera att koden ar mer generell &n vad den behover vara.

#Storlek av vektorn ar 2°24
N = 2x%24

# For att evaluera vara sinuskurvor behdver vi mdnga x-punkter
T =1.0/ 5000
x = np.linspace(0.0, N*T, N)

#A-durtreklang
y = l*np.sin(2#np.pi*f0_a*x) + (1/2)#*np.sin(2*np.pi*f2_axx) +
(1/4)*np.sin(2*np.pi*f4_ax*x)

#Anropa till funktionen vi skrev innan for FFT
yf = FFT(y)

#Skapa en lista av x-punkter for plotten
xf = np.linspace(0.0, 1.0/(2.0%T), N//2)

#Plotta

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(xf, 2.0/N * np.abs(yf[:N//2]))
plt.xlabel(’frekvens’)
plt.ylabel(’amplitud’)

plt.show()
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7.4 Snabbhet

Notera hur stort N &r i Avsnitt 7.3.2: 224 = 16777216 ~ 107. Fran Avsnitt 6.2
minns vi att den rekursiva algoritmen har komplexiten O(nlogn). Vi disku-
terade Gausselimination for att berdkna de trigonometriska koefficienterna i
Exempel 4.2.2 och noterade att komplexiten for detta #r O(n3). Ténk hur
manga berdkningar vi slipper gora for att vi anvinder FFT istéllet for Gausse-
limination.

7.5 Tillimpningar

Ett bra exempel pa nagot vi kan anvinda FFT till 4r att &ndra felaktiga ton
i en ackord. Téank att nagon spelar ett piano och anvinder manga ackord. Om
nagon spelade en fel ton skulle bara de som har mycket erfarenhet av musik
kunna hora vilken ton som var fel och vad den borde vara.

Vi med mindre musiktrdning men mer matematiktréaning skulle kunna analy-
sera den matematiskt med FFT. Vi kunde anvénda algoritmen for att se vilken
ton som var fel i ackorden. Faktum &r att vi till och med kan laga tonen och
sedan anvianda den inversa transformen for att ga tillbaka till tidsdoménen.

Ovningar

Ovning 7.1. Skriv ett program i Python som skapar en graf av y = sin(z),
z € [0,27].

Ovning 7.2. Skriv ett program i Python som skapar en .wav fil av C-durskalen
som spelas i lagom takt. Skriv den sedan si att den spelas dubbelt s& snabbt,
och sedan hélften s& snabbt som den forsta versionen. Lyssna péa filerna i
Audacity.

Ovning 7.3. Skriv ett program i Python som skapar en .wav fil av C-durskalen
som spelas en oktav hogre én skalen som du programmerade i Ovning 7.2.
Lyssna pa den i Audacity.

Ovning 7.4. Skriv ett program i Python som skapar en .wav fil av E-durskalen.
Hint: For att gora det, titta forst p4 Appendix B for att se vilka toner man
behdver och sedan titta pa Tabell 5.7 for att definiera de korrekta frekvenserna.
Lyssna pa den i Audacity.

Ovning 7.5. Skriv ett program i Python som skapar en .wav fil av en A-
durtreklang och en A-molltreklang. Lyssna pa den i Audacity.

Ovning 7.6. Skriv ett program i Python som skapar en .wav fil av en ackord
(3 eller mer toner som spelas tillsammans) som du tycker later fint. Skriv ocksa
en ackord som du tycker later hemskt. Lyssna pa de i Audacity. Berdtta vad
du har gjort.

Ovning 7.7. Skriv ett program i Python som tar in ett antal z-punkter och
lika méanga y-punkter och gor en interpolation med en Vandermondematris.
Skapa en graf av l6sningen och glém inte att kolla om kurvan gar igenom alla
punkterna.
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Ovning 7.8. Skriv ett program som skapar tre grafer av de tre olika tonerna
i en D-durtreklang (sinuskurvor). Skapa ocksa en graf av D-durtreklang (alla
toner spelas samtidigt).

Ovning 7.9. Skriv ett program som forst skapar tre grafer av de tre olika to-
nerna i en D-molltreklang (sinuskurvor). Skapa ocksé en graf av D-molltreklang
(alla toner spelas samtidigt). Hint: Anvénd gérna Appendix B for att fa de kor-
rekta tonerna och Tabell 5.7 for att fa de korrekta frekvenserna.

Ovning 7.10. Skriv ett program som forst skapar en .wav fil av en D-durtreklang.
Kor FFT péa din vektor och skapa en graf av frekvenserna. Vad ser du? Jamfor
med frekvenserna i Tabell 5.7.

Ovning 7.11. Skriv ett program som forst skapar en .wav fil av en D-molltreklang.
Kor dérefter FFT pa din vektor och skapa en graf av frekvenserna. Vad ser
du? Jamfor med frekvenserna i Tabell 5.7.
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8 Att lasa noter (och lyssna pa dem i Audacity)

Musiker anvander noter for att skriva musik. Detta avsnitt riktar sig till dig
som kanske inte spelar ett instrument. Vart mal ar att ta en enkel melodi
och skriva ett Pythonprogram sa att ni kan lyssna pé den. Darefter kan man
experimentera, genom att anvénda olika tekniker och idéer fran kompendiet.

Podngen med denna kurs ar inte att ni blir duktiga tonsattare, utan att ni ska
fa tillampa de olika teknikerna fran kursen.

Vi boérjar med en definition.

Definition 8.0.1. (Melodi) En melodi &r en f6ljd av toner med en uppfattbar
och strukturerad rytm. A

Har ar en melodi som vi redan har lyssnat pa under kursen.

8.1 ’Do-Re-Mi’ och variationer

Exempel 8.1.1. Melodin som vi skrev i Avsnitt 7.2 skrivs nedanfor i noter.
Om man kor koden i Avsnitt 7.2 och lyssnar pa den i Audacity sd& hér man
exakt vad som star nedanfor.
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Varje not dr en ton. Ovanfor varje not har vi skrivit tonens namn, fér att
hjélpa lédsarna som aldrig har ldst noter innan. Man brukar inte se tonens
namn ovanfor noterna i vanliga fall.

Takter ar delas upp med vertikala linjer. Att det star 2 6ver 4 betyder att varje
takt har 2 pulser (2) och att fjardedelsnot far en puls (4). Detta kallas for en
taktart. Fjardedelsnoterna ar noterna med svarta cirklar som &r ansluten till
en rak linje.

Tonen i takt 4 och den i takt 8 ar vita cirklar som &r ansluten till en rak linje.
De kallas for halvnoter och spelas dubbelt sa ldnge som fjardedelsnoterna. Néar
man lyssnar i Audacity pa det som skrevs i Avsnitt 7.2, varje fjardedelsnot
spelas i en sekund och varje halvnot spelas i tva sekunder.

I koden i Avsnitt 7.2 skrev vi en diskret sinuskurva (vektor) for varje svart
cirkel (fjardedelsnot) och tva for varje vit cirkel (halvnot). A

Exempel 8.1.2. Nu ska vi titta pa noterna till den langsammare versionen
av 'Do-Re-Mi’ som vi tittade pa i Avsnitt 7.2.

Hér ser vi samma melodin men den skrivs med bara halvnoter. Varje halvnot
ar tva pulser och stycket gar hélften sa snabbt som det i Exempel 8.1.1. I koden
skriver vi tva diskreta sinuskurvor (vektorer) for varje ton.
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Noterar att vi har 16 takter hiar och bara 8 i Exempel 8.1.1, vilket beror pa
att noterna ar dubbelt sa langa. A

Exempel 8.1.3. Vi kan ocksa spela 'Do-Re-Mi’ dubbelt sa snabbt med at-
tondelsnoter och tva fjiardedelsnoter. Attondelsnoter ser ut som fjardedelsnoter
men de har ocksé en flagga pa sig. Tva attondelsnoter bredvid varandra skrivs
ihop med ett streck. Attondelsnoter spelas dubbelt s snabbt som fjardedelsno-
ter.
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For att programmera den snabba versionen av 'Do-Re-Mi’ kan man ta samma
vektorerna som i Exempel 8.1.1, men bara den forsta hélften av viardena i varje
vektor. Nar man lyssnar i Audacity s spelas tonerna i en halv sekund.

f = open(’do_re_mi_kort.wav’,’wb’)

f.write(y4[0:N//2]); f.write(y0[0:N//2]1); f.write(y5[0:N//2])
f.write(y3[0:N//2]); f.write(y2[0:N//2]); f.write(yO[0:N//2])
f.write(y1[0:N//2]); f.write(y1[0:N//2])

f.write(y4[0:N//2]); f.write(y0[0:N//2]1); f.write(y5[0:N//2])
f.write(y6[0:N//2]1); f.write(y0_a[0:N//2]); f.write(yl_a[0:N//2])
f.write(y0_a[0:N//2])

f.close()

8.2 Praktisk musikteori
Exempel 8.2.1. I Exempel 8.1.1 och Exempel 8.1.2 anviander vi A-durskalan.

I Tabell 8.1 ser vi en lista 6ver alla frekvenserna i A-durskalen. Nar vi ser 3 #
i tonarten (figuren som kommer innan taktarten) och en melodi som slutar pa
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tonen A si &r tonarten A-dur. I koden i Avsnitt 7.2 ser vi variabler i Python

Al BI|C*¥] D E [FF[GF| A
220 | 247 | 277 [ 294 | 330 | 370 | 416 | 440

Tabell 8.1: A-durskalan (Hz)

med samma frekvenser. Noterna till A-durskalan ser vi nedan, tecknade som
halvnoter.

Hud
7=yt

TN )
T
T A4

b 3

A 2B 3C#¥ /D 5E

Q]

A

Exempel 8.2.2. Vi kan ocksa skriva C-durskalen som vi larde oss om i Av-

snitt 5.5. Vi skriver nedanfor med halvnoter.
C 2D SE 4F 5G
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C D E F G A B C
262 | 294 | 330 | 349 | 392 | 440 | 494 | 524

Tabell 8.2: C-durskalan (Hz)
A

Med den har informationen kan vi faktiskt skriva 'Do-Re-Mi’ i C-dur istéllet
for A-dur. Betrakta foljande exempel.

Exempel 8.2.3. Forst maste vi definiera frekvenserna som variabler i Pyt-
hon, precis som vi gjorde i koden i Avsnitt 7.2. Vi anvinder informationen i
Tabell 8.2 for frekvenserna.

Dérefter betraktar vi varje ton for sig och var den &r i skalan. I Exempel 8.1.1
forsta ton ar en E. I A-durskalan ar E ar den femte tonen. Sé&, om vi vill skriva
"Do-Re-Mi’ i C-dur s& maste vi borja pa G eftersom den &r den femte tonen i
C-durskalan. Da skriver vi sinuskurvan som motsvarar G forst.

Andra tonen i melodin i A-dur ar A. Det ar den forsta tonen i A-durskalan.
S& néar vi skriver i C-dur sétter vi den andra tonen till C.
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Vi fortsdtter pa detta sétt. Nedanfor ser vi ’Do-Re-Mi’ i C-dur. Melodin i C-dur
ar samma melodi som orginalet, men den later ljusare. Vi hor samma melodi
eftersom vi inte har &ndrat den relativa avstanden mellan olika toner (detta &r
en konsekvens av att tonsystemet ar liksvivigt tempererat.)

Det hér &r viktigt, for tink om en kvinna och en man vill sjunga den hér
melodin. De flesta kvinnorna har littare att sjunga hogre (ljusare) toner &n
mén, sa kvinnor kanske vill vélja en tonart dér melodin blir hogre, och vice
versa, for mén.

G C 2A F SE C 4D
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oJ o o o
A 5G C 6 A B 7C D 8C

£ >
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Nedanfor visar vi hur man definierar de ratta frekvenserna om man vill lyssna
pa 'Do-Re-Mi’ i C-dur. Byter du ut de héir virdena fran koden i Avsnitt 7.2,
s& kommer du fa melodin i C-dur.

#De 8 toner i C-durskalen

fO0 = 262 # C
f1 =294 #D
£f2 = 330 # E
£f3 =349 # F
f4 = 392 # G
£f5 = 440 # A
f6 = 494 # B
f7 =524 # C

A

Om du vill spela toner utanfér durskalan, behdver du lagga till ytterligare
frekvenser. Testa att lagga till alla tolv tonerna i det liksvavigt tempererade
systemet. Eller varfor inte ldgga det rena systemet fran Tabell 5.77 Testa om
du kan hora skillnaden pa ren stamning och liksvéivig temperatur.

Ovningar

Gvning 8.1. Skriv ett program som skapar en .wav fil av melodin 'Do-Re-Mi’
i A-dur. Lat en fjardedelsnot motsvara ett pulsslag och antag att det gar 60
pulser pa en minut. Lyssna pa den i Audacity.

Gvning 8.2. Skriv ett program skapar en .wav fil av melodin 'Do-Re-Mi’ i
E-dur i valfri takt, som vi gjorde i Ovning 8.1. Lyssna pa den i Audacity.
Ledtrad: Anvind Appendix B for att veta vilka toner man skulle anvinda for
en melodi i E-dur och Tabell 5.7 fér de korrekta frekvenserna.
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Ovning 8.3. Skriv ett program som skapar en .wav fil av melodin "Do-Re-Mi
i F-dur. Lat den spela dubbelt sa snabbt som i Ovning 8.1. Lyssna pa den i
Audacity. Anvind Appendix B och Tabell 5.7.

)

Ovning 8.4. Skriv ett program som skapar en .wav fil av melodin "Do-Re-Mi
i G-dur som gar hilften sa snabbt som i Ovning 8.1. Lyssna pa den i Audacity.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Kapitel 1
Ovning 1.1. (i) 0,1, 2, 3, 4.
(ii

(ii

1,2, {2,3}.
~3,-2,-1,0,1,2, 3.
(iv) 1, 2.
(v
Ovning 1.3. (i) B ér en #kta delmingd av A.

)
)
)
) -3, -2, —1,0, 1,2, {2,3}.

(ii) A och B ér lika.

(iii) Méngderna ar disjunkta.

(iv) Méngderna &r varken disjunkta, lika eller dkta delméngder av varandra.
)

(v) Méngderna &r disjunkta.

Ovning 1.5. Observera att dessa svar &r forslag. Uppgifterna har flera kor-
rekta svar.

(i) {n € Z | n = 2k for nagot heltal £ > 1}.
(ii) {p/2 | p ar ett heltal }.
(iii) {reR|r ¢ Qoch |r| < 1}.
Ovning 1.7. (i) Definitionsméngd: {1,2,3,...}. Malméngd: N.
(ii) Definitionsméangd: {T" | T" ar en triangel }. Malméangd: R.

(iii) Definitionsméngd: {p(x) | p(x) &r ett andragradspolynom}. Malméangd:
{p(z) | p(z) ar ett forstagradspolynom}.

Ovning 1.9. (i) Detta &r en funktion. Den &r definierad for alla virden
i definitionsméngden, dr determinerad och alla funktionsvérden ligger i
malméngden.

(ii) Detta ar inte en funktion, da funktionens virden inte ligger i malméngden

(f2)=v2¢ Q).
(iii) Detta ar inte en funktion, eftersom dess virden &r slumpméssiga.

(iv) Detta ar en funktion. Eftersom ordet Balkong borjar pa B, s& har funk-
tionen ett definierat virde som ligger i malméngden.

Ovning 1.11. (i) Funktionerna &r lika. De har samma definitionsméngd,
malméangd och Va2 = |z| for alla z.

(ii) Funktionerna &r inte lika, d& deras definitionsméngder inte dr samma.
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(iii) Funktionerna &r inte lika, d& deras malméangder &r olika.

Ovning 1.13. Om n &r jamnt sa finns det per definition ett heltal k sa att
n = 2k. Da géller att n + 1 = 2k + 1, det vill sdga n + 1 ar udda.

Ovning 1.15. Antag motsatsen, det vill siga att det finns ett rationellt tal
p/q och ett irrationellt tal r vars summa &r rationell. Skriv summan som kvoten
s/t. Da géller

Py, ot p_si—pt

q t t q tq
genom att skriva viansterledet pa gemensamt brakstreck. Men detta bevisar att
r ar rationellt, vilket 4r en motségelse.

Ovning 1.17. Basfallet &r n = 1, och da géller att 1 = 12. For induktionsste-
get, antag att
14345+ +(2n—1)=n?

fér nagot n. Da géller att
143454+ +C2n—1D+n+1)=n>+2n+1=(n+1)>3
vilket avslutar induktionssteget och ddrmed beviset.

Ovning 1.19. Antag motsatsen till satsen. Den kan delas in i tva fall. T det
ena fallet géller att ab = ¢ och a < /c och b < y/c. Da géller att

ab < ay/e < oo = /¢ = .
Alltsa géller ab < ¢, vilket &r en motsigelse.

I det andra fallet géller att ab = ¢ och a > y/c och b > \/c. Da giller att

ab > av/e > \Jeve = /& =c.

Alltsa géller ab > ¢, vilket &r en motsigelse.

Ovning 1.21. (i) Per definition giller n = 0 +n = n + 0, det vill siga
n>0ochn>n.

(ii) Enligt antagandet n > m sa finns det a sa att n = m + a. Om dessutom
m > k sa finns det b s& att m = k + b. Da géller

n=m+a=k+ (b+a),
det vill séiga n > k.
(iii) Om n > m och m > n sa géller att n =m + k och m =n +1. Sa
n=m+k=n+l+k = [+k=0.
Det ger [ = k£ = 0, det vill siga n = m.
(iv) Om n > m sa finns det ett a sa att n = m + a. Da géller
n+k=m+a+k=m+k+a,

alltsd att n+ k> m + k.

90



(v) Lat n > m, sa att det finns ett tal a sd att n = m + a. Vi ska anvéinda
induktion 6ver k for att bevisa att nk > mk. Basfallet d4r £ = 0, och da
galler att

nk=02>0=mk.

Antag att nk > mk for nadgot k. Det finns da b sa att nk = mk + b. Da
galler att

nk+1l)=nk+n=mk+a+m+b=m(k+1)+a+b
( ) ( ) ,

vilket bevisar att n(k + 1) > m(k + 1). Detta avslutar induktionssteget
och hela beviset.

Ovning 1.23. Basfallet #r n = 2, och da giller att 12 +22 =5 < 2% = 8.
Antag nu att 12 + 22 4+ --- + m? < m? giller for nagot m. Da har vi att

P42+ amPrm+1)2<mdP+m?+2m+1.
Om man multiplicerar ihop (m + 1)3 sa ser vi att
(m+ 1) =m® +3m* +3m + 1.
Differensen mellan hogerleden blir
m® +3m* +3m+1— (m*+m? +2m+1) =2m* + m
vilket ar storre &n 0 ndr m > 2. Alltsa géller
124224 4m?+(m+1)? < mP+m2+2m+1 < m*+3m*+3m+1 = (m+1)°.
Detta avslutar induktionssteget och ddrmed hela beviset.

Ovning 1.25. Satsen att alla icke-tomma delméngder av N har ett minsta
element kan omformulera som att alla méangder S C N som inte har ett minsta
element ar tom. S& om S inte har ett minsta element sa géller att n ¢ S for
alla n € N. Detta ar ekvivalent med att

0,1,2,...,n¢ 8
for alla n. Detta kan vi bevisa med induktion.

Lat S vara en mangd utan minsta element. Basfallet ar att 0 ¢ S, vilket maste
stdmma eftersom 0 < n for alla n € N, s om 0 € S har S ett minsta element,
vilket 4r en motséagelse.

Anta nu att inget av talet 0, 1, ..., m ligger i S. Antag att m 4+ 1 € S. Da
kommer m + 1 vara ett minsta element i S, eftersom .S inte innehaller nagot
mindre tal. Detta motséger att S inte har ett minsta element. Alltsa géller att
0,1, ..., m+ 1 inte ligger i S Detta avslutar induktionen, och bevisar att S
ar tom.

Kommentar: Detta resultat kallas for vilordningsprincipen, och siger att N
utgor en sd kallad vilordning. Dessa dr anvindbara, da de tillater oss att an-
vanda induktionsliknande resonemanyg.

Vissa havdar att induktion och vilordningsprincipen dr ekvivalenta. Detta stam-
mer inte, da induktion forutsdtter att alla element i mdngden kan nas genom
andligt manga steg, vilket inte valordningsprincipen gor.
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Ovning 1.27. Mening (iv) ér den vanliga definitionen av en ritvinklig triangel.

Mening (i) fungerar inte for att alla trianglar, &ven de som inte har en rét
vinkel, har vinkelsumma 180 grader.

Mening (iii) ar for snév, da det finns riatvinkla trianglar som inte kan bildas
genom att dra en diagonal i en kvadrat.

Mening (ii) ar lurig. Eftersom en triangel har vinkelsumma 180 grader, kommer
en triangel dar tva vinklar har summan 90 att vara ratvinklig, och vice versa.
For trianglar ar alltsd pastaendena ekvivalenta.

Men det finns ménga geometriska figurer med fler hérn som har tva vinklar
vars summa ar 90 grader. Om (ii) var definitionen av en réatvinklig triangel,
skulle vissa fyrhérningar rent formellt kunna vara ratvinkliga trianglar, vilket
vore absurt.

Kapitel 2

Ovning 2.1. I. En l6sning, (g) = (é)

II. Oédndligt ménga 16sningar léngs linjen x + 2y = 1.

III. Inga losningar (de tva linjerna skér aldrig varandra.)

Ovning 2.3. Anviind Gausselimination for att fa z = (:?)

Ovning 2.5. Anvind Gausselimination for att fa svaret

1
z=|3
0
Ovning 2.7. Svaret &r
-2
S 4
13
1
Kapitel 3
Ovning 3.1. (i) 7 radianer.

(ii) 77/6 radianer.

(iii) 45 grader.

(iv) —m/6 radianer.
)

(v) 67,5 grader.
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Ovning 3.3. (i) V3/2.

(i) —1/v/2.
(iif) 0.
(iv) —1/2.
Ovning 3.5. Foljer direkt ur Figur 3.3.
. A
(cos(m-x),sin(m-z))
........................................... (cosz,sin)
T-T
T T >
1
Figur 3.3: En enhetscirkel
Ovning 3.7. Per definition géller att
. 2 s 2 2 102
sin(x) sin®(z)  cos®(z) + sin®(x) 1
1+ tan?(z) =1 =1 = =
+ tan(z) * (cos(m)) + cos?(x) cos?(x) cos?(x)

Ovning 3.9. (i) R(2—3i) =2 och ¥(2 - 3i) = —3.
(i) R(2- (2 —1)) =4 och F(2- (2 —1i)) = —2.
(iii) R (20 +3) =3 och S (2i +3) = —2.
(iv) z=€™ = —1, sa R(2%) = 1 och ¥(22) = 0.
Ovning 3.11. (i) z=1+1.
(i) z = (1 — 2i)/5.

(iii) Genom att utnyttja sambandet —1 = (—i)? och kvadreringsregeln far vi
att

2242z —1=2%—2zi+ (—i)2 = (2 —9)2
Alltsa géller
(z—i)=-2 = z—i=4+V2 — 2= (1+£V2)i.
Ovning 3.13. (i) arg(3i) = 7/2, |3i| = 3, alltsa 3i = 3¢*(™/2),

(ii) arg(—2+ 2i) = 37/4, |2 — 2i| = V/8, alltsd —2 + 2i = /8¢/37/4)),
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(i) arg(—i+1) = 7n/4, | —i+ 1] = /2, alltsa —i + 1 = /2e/77/4),
Ovning 3.15. (i) .

(ii) V2 — v/2i.

(iii) 1- L+ (—% - \/3) ;.

Ovning 3.17. Enligt Eulers formel #r ¢®® = cos(3z) + isin(3x). Samtidigt
séiger potenslagarna att ’3% = (¢'*)3. Siitter man in Eulers formel i hégerledet,
s& far man

()’ =

( 3
= (cos(z
2

cos(x) + isin(x

(cos(z) )

( ) +isin(x))?(cos(x) + isin(z))
= (cos?(z) — sin®

(cos™(

x) +i2 cos( ) sin( ))(cos(z) + isin(z))

Eftersom tva komplexa tal ar lika ndr de har samma real- och imaginérdel sa
far vi att
cos(3x) = cos®(z) — 3 cos(x) sin’(x).

Genom att anviinda att sin?(x) = 1 — cos?(x) far vi
cos(3z) = cos®(z) — 3cos(z)(1 — cos?(z))
= cos®(x) + 3cos®(x) — 3cos(x) = 4cos(z) — 3cos(z).
Kommentar: Metoden kan generaliseras for att erhalla uttryck for cos(nz)
och sin(nz) for godtyckliga n. Ersdtter man cos(x) och sin(x) med en variabel

x far man en foljd av polynom som kallas for Tjebysjovpolynom, efter den ryska
matematikern Pafnutij Tjebysjov (1821-1894).

Ovning 3.19. Identiteten giller inte. Till exempel sa giller
V=3V-2=iV3ivV2 = -6

medan

Vo33 G

Kommentar: Detta dr specialfall av ett generellt samband som sdger att (zw)" =
Tw" gdller for alla komplexa tal om och endast om r dr ett heltal.

Ovning 3.21. Exempel pa enhetsrotter ar —1, ¢ och —i. Bevisen gors ett i
taget.
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(i) Om wy och wy &r enhetsrotter, sa finns det n och m s& att w” = 1 och
wy' = 1. Da géller att

(1002)"™ = W™ = (W) WF) = 171 =1,
vilket bevisar att wjwsy ar en enhetsrot.

(i) Om vi skriver w pa polir form far vi att w = |w|e®®. Vi behdver alltsi
visa att magnituden av en enhetsrot ar 1.

Eftersom |zw| = |z||w| giller for alla komplexa tal sa géller att |z
for alla positiva heltal. Alltsa géller att

" =1z

|TL
Ww'=1 = [W'=1] = jw"=1 = |w|=1
eftersom magnituden ar ett positivt reellt tal.

Ovning 3.23. (i) Funktionen #r periodisk med perioden 2, eftersom

ei(:z:—i—27r) _ ei:c+i27r _ eix€i27r _ €ix(COS(27T) —I—isin(27r)) — i

(ii) Antag att funktionen &r periodisk. De finns det ett positivt tal P sa att
frac(x+P)—(z+P) = frac(x)—x = z+P—|x + P|]—2—P = 2—|z|—=x.
Genom att forenkla bada sidor sa far vi att

|z + P| = |z]

for alla x, det vill golvfunktionen &r periodisk. Men detta ar omdjligt
enligt Sats 3.3.3.

(iii) Funktion &r periodisk, eftersom
1 +sin(z + 27) = 1 + sin(x).
Ovning 3.25. (i) P =127, f =1/(127)
(i) P=m, f=1/7
(iii) P=3, f=1/3

Ovning 3.27. Om g(z) har perioden P sa giller att f(g(z + P)) = f(g(x)),
det vill sdga f(g(x)) ar periodisk.

Funktionen g(f(x)) kan vara periodisk, men behéver inte vara det. Om f(z) =
x s dr g(f(z)) = g(x) periodisk. Men om f(z) = 22 &r inte g(f(z)) nodvin-
digtvis periodisk, som exemplet med sin(z?) visar.

Ovning 3.29. Funktionen &r periodisk och dess perioder ér de jimna positiva
heltalen.

Bevis: Funktionen f(z) &r periodisk med period P ifall
(i) nédr |z| ar jamn si ar |z + P] jamn, och
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(ii) nér |x] ar udda sa ar |z + P| udda.

Genom att sitta x = 0 ser vi att ett sdidant P maste uppfylla att | P| &r jamn.

For att bevisa att P maéaste vara ett heltal anvinder vi ett motségelsebevis.
Antag att P &r en period till f som inte ar ett heltal. D& maste P uppfylla att
| P| dr jamn. Satt x = 1 — frac(P). Da P inte dr ett heltal géller att |z] =0,
medan

|x + P|] =|1—frac(P)+ P| =[1+4+|P]|]] =1+ |P]
ar udda. Alltsa ar f(z) = 1 medan f(z + P) = 0, vilket motséger antagandet
att P &r en period till P.

Kapitel 4

Ovning 4.1. Om man anvénder metoden i Exempel 4.1.1 for att rikna ut
koefficienterna ¢;, ¢ = 1,2, 3 sa far man cg = 1, co = —20, ¢35 = 250. Polynomet
kan skrivas om som P(x) = 20 — 145z + 25022

Ovning 4.3. Man behover 4 punkter, dvs P(z;) = fi, i = 1,2,3,4 for att
hitta ett unikt polynom av grad 3 som gar igenom alla 4 punkterna.

Ovning 4.5. Vi har att n = 4 och w = e *27/4 = ¢~7/2_ D3 blir

WY 1
—1 i /2
w e
X = w—2 - €i7r
w3 ei37r/2
Vi far aven att
1 1 1 1
111 ¢ -1 —4
Bi=5 1y 21 1 4
1 — =1 4

Vi I6ser systemet Bgy = x for y med Gausselimination och far svaret.
y=1[8-2+.2i,—.2,—.2— .2

évning 4.7. Berikna BsB, och B4B,. Man far I dir I ar enhetsmatrisen i

bada fall.

Kapitel 5

Ovning 5.1. Om f ir en 6verton till ¢ s& finns det ett positivt heltal n sa att
ng = f. Da géller att mf = mng for alla positiva heltal m, det vill siga mf
en Gverton till g.

Ovning 5.3. (i) Ja, 15-9=135

(ii) Nej, ty 50 =77 + 1
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(iii) Ja, 22- —6 = —132

Ovning 5.5. (i) Om a delar b och ¢ sa finns det heltal n och m si att
an = b och am = c. Da giller att

b+ c=an+am =a(n+m)
Alltsa ar b-+c delbart med a.

(ii) Om a delar b sa kan vi skriva an = b, och da giller att bk = ank &r
delbart med a.

Ovning 5.7. Om an = b och em = d s& giller bd = ancm = acnm, det vill
séga ac delar bd.

Ovning 5.9. (i) 235/49 = 5! - 47" . 772
(ii) 143/153 =11 -13*.372.17¢
(iii) 210/374 =21 .31 .51 .71 . 3471

Ovning 5.11. Primtalsfaktorisera r som Pt p?k. Lat n vara produkten av
faktorerna pa formen p;"* dér multipliciteten &r positiv, och sétt m som pro-
dukten av de med negativ multiplicitet. Eftersom m och n saknar gemensamma
primtalsfaktorer ar de relativt prima.

Da dr m~! ett naturligt tal, och nm = n/m~"! &r en kvot mellan tva relativt
prima naturliga tal.

Ovning 5.13. (i) Om r inte &r 0, s &r |r|, = p™ for nagot heltal m, vilket
aldrig ar 0.

(ii) Skriv 7 = p™a och s = p"b dér a och b &r rationella tal vars primtalsfak-
toriseringar inte innehaller p. D& géller att

m-+n

rs=p"" "ab = |rs|, = p(mtn) —

pp" = rlplslp

(iii) Skriv r = p™a och s = p™b dér a och b ar rationella tal vars primtalsfak-
toriseringar inte innehaller p. Antag att |r|, > |s|,. Da maste m < n.

Genom att faktorisera ur p™ far vi r + s = p™(a + p"~™b). Sitt t =
a+p"~"™b och skriv a = aj /ag och b = by /be, dér tiljare och ndmnare ar
relativt prima. Vart mal ar att visa att multipliciteten av p i t &r positiv.

Eftersom multipliciteten av p i a och b ar 0, s& maste multipliciteten av
p i as och by vara 0. Eftersom

_ a1 _. b a1bg + p"Masgby
e AL s>

s maste multipliciteten av ¢ vara lika med multipliciteten av p i téljaren
a1by+p" " ™agb . Eftersom detta ar ett heltal (kom ihag att n—m > 0) sa
ar den inte negativ, sa vi kan skriva t = pFc dér primtalsfaktoriseringen
av c¢ inte innehéaller p och k£ > 0.
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Da géller att
r+s=p"(a+p»™b) = p™Fe

vilket implicerar
Ir+ slp = pi(erk) <p " =rlp <max{[rlp, [slp} < [rlp + |slp
Ovning 5.15. (i) Ja, r = 6/5.

(ii) Nej, da 88/25 = 2-7%-572 har en primtalsfaktor 2, vilket inte 147/75 =
72572 inte har.

(iii) Ja, r =2/3.

Ovning 5.17. (i) Tolv rena kvinter bildar intervallet

3\ 531441
2) 4096

medan sju oktaver blir 27 = 128. Delar vi dessa med varandra, far vi

531441 531441
4096 - 128 524288

Oversatt i cent blir det

~
~

531441
524288

1200 log, <

(ii) Tonintervallet blir
81 81

16-5 80

vilket &r cirka 22 cent.
Ovning 5.19. (i) b= 110-2325/1200 x 96
(i) b= 110-27233/1200 ~ 204
Ovning 5.21. Om c3 ér intervallet I; - I5 i cent, si géller att

c3 = 1200log, (I1 Ir) = 1200 (log,(I1) + logy ()
= 1200 - logy(11) 4+ 12001logy(f2) = ¢1 + ca.

Ovning 5.23. (i) G-A-B*-C-D-E’-F
(ii) D-E-F#-G-A-B-C#

Ovning 5.25. (i) C#-F-G#
(ii) Db-E-A®
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Kapitel 6

Ovning 6.1. Samma svar som i Gvning 4.5, y = [.8, —.2+ .24, —.2, —.2 — .2i] .

Ovning 6.3. Vi har bevisat den i kapitel 6 men det som &r viktigt att kunna
forklara varje steg.

Ovning 6.5. Forslag pa programkod (Python):

def nyShape(A,m,n):
return A.reshape(m,n)

A2 = np.array([1,2,3,4,5,6,7,8,9])
A2 = nyShape(A2,3,3)

Ovning 6.7. Forslag pa programkod (Python):

def losaSystem(A,Db):
x = solve(A,b)
return x

x = losaSystem(A,b)

Ovning 6.9. Forslag pa programkod (Python):

x2 = A@x

Ovning 6.11. Forslag pa programkod (Python):

def vilkenSortsMatris(A):

if np.allclose(A, A.T):
print (’En symmetrisk matris’)
return

elif np.allclose(A, -(A.T)):
print (’En antisymmetrisk matris’)
return

else:
print (’En vanlig matris’)
return

Askew = np.array([[0,2,-45],[-2,0,-4],[45,4,011)
vilkenSortsMatris (Askew)

Kapitel 7
Ovning 7.1. Forslag pa programkod (Python):
def plotDiskSin(a,b,hurManga):

xs = np.linspace(a,b,hurManga)
plt.plot (xs, np.sin(xs))
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return

plotDiskSin(0,2*np.pi,100)
Ovning 7.3. Skriv som i 6vning 7.2 men multiplicerar varje frekvens med 2.

Ovning 7.5. Forslag pa programkod (Python):

import numpy as np

£f0 = 220
f1 = 247
£f2 = 277
£f3 = 294
f4 = 330
£f5 = 370
f6 = 416
£f7 = 440
Cnatural = 262
N = 44100

X = np.linspace(0, 2, N)

yO = np.sin(2%np.pi*f0*x)

y1 = np.sin(2+*np.pi*f1*x)

y2 = np.sin(2*np.pi*f2*x)

y2low = np.sin(2*np.pi*Cnatural#*x)
y3 = np.sin(2*np.pi*f3*x)

y4 = np.sin(2*np.pixfd*x)

y5 = np.sin(2*np.pi*f5*x)

y6 = np.sin(2*np.pixf6*x)

y7 = np.sin(2*np.pi*f7*x)

f = open(’aDurTreklang.wav’,’wb’)
f.write(y0)

f.write(y2)

f.write(y4)

f.write((1/3)*y0 + (1/3)*y2 + (1/3)*y4)
f.close()

= open(’aMollTreklang.wav’,’wb’)
.write(y0)

.write(y2low)

.write(y4)

write((1/3)*y0 + (1/3)*y2low + (1/3)*y4)
.close()

Hh Hh Hh Fh Hh b

Ovning 7.7. Forslag pa programkod (Python):
def vandermonde (vec):

n = len(vec)
V = np.zeros((n,n))
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for i in range(len(vec)):
V[:,1i] = vec**i
return V

def interp(xs,ys):

XS
ys

V = vandermonde(xs)
intKoeff = solve(V,ys)

plotx = np.linspace(xs[0],xs[-1],100)
ploty = np.zeros(100)

for j in range(len(plotx)):
val = 0
for i in range(len(intKoeff)):
val = intKoeff[i]*(plotx[jl**i) + val
ploty[jl = val

plt.plot(plotx,ploty)
plt.plot(xs,ys,’*’)
return

np.array([.25,.5,.75])
np.array([1,2,1])

interp(xs,ys)

Ovning 7.9. I D-molltreklang har vi de foljande frekvenserna: D 587 Hz, F
698 Hz och A 880 Hz. Skapa 3 vektorer med de motsvarande frekvenserna, och
skapa sedan en vektor som &r summan av de forsta tre.

Ovning 7.11. Anviind svaret i Ovning 7.9 och anropa funktionen FFT pa
denna vektor som i Avsnitt 6.2.2.
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A Bevis av aritmetikens fundamentalsats

I texten utelamnades beviset av aritmetikens fundamentalsats. Beviset ar en
smula komplicerat, och vi ville fokusera mer p& hur den kan tillampas.

Aritmetikens fundamentalsats dr en gammal sats och kan bevisas pa méanga
sitt. Vi kommer presentera tva bevis, uppdelat i flera olika satser.

Forst bevisar vi att alla naturliga tal storre dn 2 kan skrivas som en produkt av
primtal. Dérefter visar vi att denna faktorisering &r unik, genom att anvénda
Euklides hjélpsats. Slutligen utokar vi resultatet till positiva rationella tal.
Detta ger oss ett fullstdndigt bevis av Sats 77.

Sats A.0.1. Alla naturliga tal stérre dn 2 kan skrivas som en produkt av
primtal.

Beuvis. Antag motsatsen, det vill séga det finns ett tal n som inte &r en produkt
av primtal.

Lat n vara det minsta saddana talet. D& ar n inte ett primtal, eftersom d& hade
det varit en produkt av primtal. Alltsd kan vi skriva n = ab dar 2 < a,b < n.
Eftersom n var det minsta talet som inte ar en produkt av primtal, s& dr a och
b produkter av primtal.

Men da &r aven n det, vilket motsager antagandet. O

Observera att vi utnyttjar foljande princip:

Om det finns ett naturligt tal med en viss egenskap, sa finns det ett minsta
naturligt tal med den egenskapen.

Detta kallas for vdlordningsprincipen. Man kan bevisa vélordningsprincipen
med hjélp av induktion, se Ovning 1.25.

Vart forsta bevis av fundamentalsatsen bygger pa Fuklides hjdlpsas.

Hjilpsats A.0.2 (Euklides hjilpsats). Om n och m dr relativt prima och k
ar ett heltal, da delar n produkten mk endast om n delar k.

Euklides hjalpsats ar Hjalpsats 5.3.7 och bevisades i Kapitel 3. Detta bevis
bygger dock pa aritmetikens fundamentalsatsen, och ifall vi skulle anvanda det
beviset skulle vi fa ett cirkelargument.

Det gar dock att hérleda Euklides hjédlpsats utan fundamentalsatsen, genom
Bezouts identitet. Den bygger i sin tur pa divisionsalgoritmen. Den intresserade
lasaren finner detaljerna péa engelsksprakiga wikipedia.

Sats A.0.3. Om n dr ett naturligt tal som dr storre dn 2 sa finns det unika
primtal p1, ..., pn SG att

T=p1pn

Bevis. Antag att det finns ett naturligt tal med tva olika primtalsfaktorise-
ringar. Lat n vara det minsta sddana naturliga talet, och lat primtalsfaktori-
seringarna vara pi -+ - pg och g1 -+ - q.
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Eftersom p1---pr = q1 - - q; och alla primtal ar relativt prima med varandra
sa delar p; nagot primtal g;. Eftersom tva primtal som delar varandra &r lika
sa géller att p1 = ¢; och m = n/p; = n/q; < n uppfyller

m=p2: Pk =41 " qj-1495+1 """ qI-

Detta motsédger antagandet att n var det minsta talet med olika primtalsfak-
toriseringar. ]

Observera att Sats A.0.3 inte antar att primtalen ar olika. Multipliciteten av
ett primtal kommer da vara antalet ganger som den forekommer i primtalsfak-
toriseringen.

Det aterstar att utoka satsen till rationella tal. For att gora detta behover vi
tva hjalpsatser.

Hjalpsats A.0.4. Om a och b dr naturliga tal sa finns det ett naturligt tal k
som delar bade a och b och sd att a/k och b/k dr relativt prima.

Detta tal kallas for den storsta gemensamma delaren av a och b.

Bewvis. Primtalsfaktorisera a och b, och sétt att k ar produkten av alla primtals-
faktorer p; i ab, dar multipliciteten m; av p; &r den minsta av multipliciteten
av p; i a och b, och 0 om den inte férekommer alls i nagon av dem.

D& kommer k dela a och b, och a/k och b/k kommer vara relativt prima. [J

Hjalpsats A.0.5. Om a, b, ¢ och d dr heltal, a och b dr relativt prima och

sa finns det ett heltal n sa att ¢ = an och d = bn. Om ¢ och d dr relativt prima,
84 dra=c ochb=d.

Bewis. Genom att multiplicera hoger- och vinsterled med bd far vi att

% = 2 — ad = cb.

Alltsé delar a produkten ¢b och b delar produkten ad. Eftersom a och b &r

relativt prima, sa &r delar a talet ¢ och b delar d, det vill sdga det finns heltal

an = ¢ och bm = d. Slutligen géller att
a_c¢c_na n

= = —
b d mb m
Alltsa &r an = ¢ och bn = d. Observera att n dr en gemensam delare till ¢
och d, s& om ¢ och d ar relativt prima sa &r n = 1, det vill sdga a = ¢ och

b=d. O
Den omedelbara foljden &r att varje rationellt tal r kan skrivas som en unik

kvot a/b dar a och b ar relativt prima. Detta ger oss fundamentalsatsen for
rationella tal.
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Sats A.0.6 (Aritmetikens fundamentalsats for rationella tal). Om r dr ett
positivt rationellt tal som inte ar lika med 1 sé finns det unika primtal p1, ...,
Pn och nollskilda heltal my, ..., m, sd att

_m1 s

Bevis. Skriv r = a/b, dar a och b &r relativt prima. Primtalsfaktorisera a
och b och skriv a/b = ab~'. Eftersom a och b &r relativt prima sa #r denna
faktorisering unik. O

I Kapitel 3 hérleddes Euklides hjélpsats ur aritmetikens fundamentalsats. I
detta avsnitt vi harlett aritmetikens fundamentalsats ur Euklides hjdlpsats. Vi
har dock inte bevisat nagon av satserna var for sig. Vi avslutar darfor med ett
bevis av Sats A.0.3 som endast bygger pa vilordningsprincipen.

Sats A.0.7. Om n dr ett naturligt tal som dr storre dn 2 sa finns det unika
primtal p1, ..., pn Sd att

T=p1-Pn.

Bevis. Antag att det finns ett naturligt tal med tva olika primtalsfaktorise-
ringar. Lat n vara det minsta sddana naturliga talet, och 1at primtalsfakto-
riseringarna vara pi---pg och q1---q;. Vi antar inte att primtalen i de tva
faktoriseringarna &ar olika, och dérfér behéver vi inte bry oss om multiplicite-
terna.

Att n ar det minsta tal med tva olika faktoriseringar innebér att alla primtalen
p; ar skild fran primtalen ¢;. For om p; = ¢; for nagra ¢ och j sa kan vi
dela n med p; och ¢; och fa ett nytt naturligt tal n/p; = n/q; med olika
primtalsfaktoriseringar, vilket motséger vart val av n.

I synnerhet ar p; # ¢;. Vidare kan vi anta att ¢; > p; (om det inte stimmer
s& byter vi bara plats pa ¢ och p). Betrakta talet

m=(q —p1)@ - q=q - q—pig2--q
=NnN—=—p1q2---q=p1- Pk —P192" - qi
=p1(p2"'pk—Q2"'qz)

Eftersom 2 < m < n sa maste m ha en unik primtalsfaktorisering. Vidare
maéste talet u = (p2---pr — g2+ - - qi) vara storre eller lika med 2, da m och p;
ar det, och mindre &n n. Saledes dr u produkt av primtal, och m = piu ger en
primtalsfaktorisering av m, vilket visar att p; ar en del av primtalsfaktorisering
av m.

Vi ser dven att g1 — po > 2, for ifall ¢ — po = 1 s& &r primtalsfaktorisering av
m = gg---q;, och dar ingér ju inte p; enligt vart tidigare resonemang. Alltsa
kan vi skriva q; — p2 som en produkt rq ---rp, och vi far pa sa sétt att

m=(q —pi)g---q="71""ThG2 - q.

Eftersom primtalsfaktoriseringen av m ar unik, py ingar i den och ¢; # p; for
j =2,...,1 sd maste p; vara lika med nagon av primtalsfaktorerna i ¢; — p;.
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Alltsd finns det ett positivt heltal k s& att ¢ — p1 = p1k, det vill sdga ¢q =
p1(k+1).

Men detta motséger antagandet att ¢ ar ett primtal. Alltsa kan inte n ha tva
olika primtalsfaktoriseringar, vilket avslutar beviset. O

B Kromatiska toner och durskalorna

Vi inkluderar har de tolv durskalor. Idén &r att man kan anvinda dem for att
forsta vilka frekvenser som ska spelas ndr man ser noterna till en melodi. Om
man vill programmera musik i de féljande tonarter, kan man ta frekvenser i

Hz fran Tabell 5.7.
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