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Vad ar interpolation?

Vi har 3 olika punkter: . .

0.5

-0.51
~1.04

~154

-2.01
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur: Tre punkter
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Vad &r interpolation? (2)

Vi vill rita en kurva
som gar igenom dem

e (0.25,1) -
e (0.50,2)
o (075,1) l 0.0 02 0.4 ) 06 0.8 1.0

Figur: Polynomet
P(x) = —2 + 16x — 16x2
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ldag:

@ Bevisa att:
e Om vi tar 3 punkter
@ har vi ett unikt polynom av grad 2 som gér igenom véra punkter
e Om vi tar n+ 1 punkter
@ har vi ett unikt polynom av grad n som gér igenom véra punkter

o G3 igenom 2 metoder for att berdkna polynomet
@ Interpolation med trigonometrisk basfunktioner
@ Diskutera for- och nackdelar med metoderna
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Exempel 4.1.1

@ Borjar med ett exempel

o Visa er vad man ma3ste gora
o Ganska konkret

@ Beviset kommer darefter
o Mer abstrakt
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Exempel 4.1.1

Vi borjar med foljande ansats:
P2(X) = + C]_(X — X]_) + C2(X — Xl)(X — X2)
= ¢p + a(x — 0.25) + ¢»(x — 0.25)(x — 0.50)

@ Obs! Andragradspolynom
@ Vi maste berdkna ¢, c1, ¢ (okdnda koefficienterna)
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Exempel 4.1.1

Vi behdver berdkna ¢, c1, &:
P(x) = co + c1(x — 0.25) + ¢(x — 0.25)(x — 0.50)

Vi behover:

Py(.25) = 1, P»(.50) = 2, P»(.75) = 1

2.0

1.54

1.04

0.5

(.25,1)
(.50,2)
(.75,1)

0.01

P(x)

~0.54

-1.01

=151

-2.01

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Vad ska vi gora?

Vi behover berakna ¢, c1, &:
P(x) = co + c1(x — 0.25) + c(x — 0.25)(x — 0.50)

(3 okdnda variabler)

Vi behover:

P5(.25) = 1, P5(.50) = 2, P,(.75) = 1

(3 ekvationer)

Vad ska vi gora? l

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 10 dec 2020 8/32



P3 vita tavlan

@ Berdkna ¢y, ¢, &
o G3 igenom Exempel 4.1.3
@ Finns ocksd i kompendium
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Sats

L3t x1, X0, ..., X,11 vara godtyckliga reella tal som ar skilda frén
varandra. Om fi, fp, ..., f,y1 ar godtyckliga reella tal finns det ett
unikt bestamt polynom P av grad hégst n s§ att

P(x)=Ff,i=12... n+1.
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Bevis (intro.)

@ Induktionsbevis ar viktiga!

@ Hur manga har sett innan?
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Bevis (struktur)

Bevisa att polynomet existerar

o Visa att pastiendet galler for det forsta talet
e Steg 1

@ Anta att p&stiendet giller for n = k — 1
o Steg 2

o Visa att om p3stdendet galler for n = k — 1, s& galler det dven
for n = k

e Steg 3, Steg 4, Steg 5

Bevisa att polynomet ar unikt
Steg 6
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Bevis

Forst: visa att det gér for n =1

For n = 1, maste vi hitta ett polynom av grad 1 som interpolerar
Pi(x1) = fi och Pi(xp) = f,. Vi kan ta:

f, — f
Pi(x) = f + =

o (X - Xl)a

Pl(Xl) = fi OCh Pl(Xg) = f2
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Antag att det gér for n = k — 1

Antag att P,_1(x) ar ett polynom av grad hogst k — 1 s§ att
Pi-1(x;) = fi

fori=1,2,... k.
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Steg 3

Vi ska nu visa att det finns ett polynom P, av grad < k som gar
genom punkterna (x;, f;) for i =1,... k+ 1.

Prova:
Pi(x) = Pr_1(x) + c(x — x1)(x — x2) - - - (x — x«),

dar ¢ ar en annu okind konstant.
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Polynomet P, (x) ar av grad hogst k. Vi har ocksa:

Pk(X,'): Pk 1( )—|—C( ;—Xl)(X;—Xg)"'(X,'—Xk)
= Pr_1(x)+0

for i=1,2,..., k fr&n antagandet.

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 10 dec 2020 16 /32



Satta Py(xks1) = fxy1 och 16sa ut vad ¢ ska vara.

fk+1 = Pk(Xk+1)

= Pr_1(Xit1) + (X1 — x1) (X1 — X2) -+ - (X1 — Xk)

fer1 — Pro1(Xkt1)
(Xkt1 = x1) (Xr — x1) -+ (X1 — Xx)

— C =
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Steg 6
Visa att P ar unikt bestamt.

Antar att P och Q &r olika polynom, b&da av grad hogst n och
s&dana att

P(X,'):f;',Q(X;):f;',I.Z].,Q,...,n—i—]..

Men om vi har s&, d& 4r P — Q ett polynom av grad < nmed n+ 1
olika nollstallen xi, xo, ..., x,.1. Faktorteoremet? medfdr att ett
s&dant polynom &r identiskt noll, d.v.s. P = Q.

20Om du inte kanner till faktorteoremet, forsok att komma p3 ett
polynom av grad n som har n+ 1 nollstdllen och inte ar identiskt noll.

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 10 dec 2020 18 /32



Basfunktioner (intro)

Tank forst pa ett polynom, t.e.

p(x) = 1+ 2x — 3x°.

Kan skriva basfunktioner (de som inte ar koefficienterna) som en

vektor:
1
X=1 x
X2
Vi har:
1
p(x)=(1 x x*) | 2
-3
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Basfunktioner

Lite mer abstrakt...

Nu, har vi ett polynom

pn(X) = ap + arx + apx® + ... + apx"

och basfunktioner (monom) ges av vektorn X s.t.

1
X
X=|x

Xn
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Basfunktioner

Annu mer abstrakt...

L&t w = e~27/"_ Istillet for monom ska vi anvinda féljande
basvektor.
w0 (e—i27r/n)0 e0
wlL (e—i27r/n)—1 ei27r/n
X — w2 _ (e—i27r/n)—2 _ ei47r/n cCn
w—(1-1) (e—i27r/r.1)—(n—1) ei2(n—1)r/n
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Basfunktioner

Annu mer abstrakt (2)

Eftersom e = cos(6) + isin(0) kan vi skriva om X:

el 1
ei2r/n cos(2m/n) + isin(27 /n)
X = elm/n — cos(4m/n) + isin(4m/n)
ei2(n—.1)71'/n

cos(2(n — L) /n) + isin(2(n — L) /n)

X &r nu en vektor som bestar av trigonometriska funktioner.
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Det som kommer ar lite...

Figur: 72277
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Berikna y;, j =0,...,n— 1, dir w = e2"/", x; kinda for

i=0,...,n—1och

Yo+ ywd +ypw ¥ 4. 4y w0

Skriva om! * * * VVIKTIG * * *

x € R" och X = (eo ei2r/n  gibm/n  gi2(n=1)7/n T
1 X|° X|1 X|2 Xr|11 y:o _ X:O (+)
SRV ) ) el
Fréga: Vilken metod kan vi anvinda?
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Exempel 4.2.3

Lat w = e~"2/". Vi definierar den féljande:
O WO W0 w0
CL)O w_l w_2 . e w_(n_l)
B, := N I w™ e A
Vn ; : ;
W0 w1 ,—2n-1) w—(n—l)z
och skriva om () som . . .
B,y = x.

Vi vill berdkna vektorn y.
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Exempel 4.2.3

UJO

o

0
F,=—|W
Vo | .

wO

ar sd att

w sl
e w?
w? i

wO

w(”_l)
w2(n—1)

w(n:—l)z

...och F, ar latt att berdknal! (Kan ni forklara varfor?)
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Exempel 4.2.3

e Vihar F,= B! =B,
@ Det ar inte alltid s8 |att att berakna inversen!

o (Vanligtvis ar det ganska jobbigt...)
e Hogskolan
o Inte i denna kurs
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Kommer ni ih3dg?

Fran foreldasning om linjar algebra...
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Exempel 4.2.3

Men d& har vi ocksa:
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Exempel 4.2.3

Nej men vantall

@ Vi behover bara multiplicera!

@ Det ar 'billigare’
o Betyder: farre berakningar
o Precis samma svar

Vi sager:

o Att |ésa ekvationssystem med Gausselimination kostar O(n?)

o Att multiplicera en matris med en vektor kostar bara O(n?)
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Exempel 4.2.3

Vi har d&: y = F,x, dvs

Yo e el i X0
»n o G win=1) X1
. _ i W2 o W2n=1)
vn : .
(n—1) , 2(n—1) (n—1)2 '
Yn—1 w W W Xn—1
...som &r vad vi ville ha :)
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Om n > 1 s3 galler att

l4+w+w?+...+w" =0,

dar wl = ex 28/

Bevis

l-w(l+w+w?+... +u")=1-w"

— 1 (ef?m/m)n
=1- (M)
=1-1

= 0.
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