Stockholms matematiska cirkel
Matematik och musik

www.math-stockholm.se/cirkel

16:00 — 16:05 : Information fran Intize
16:05 — 17:05 : Forelasning




Om cirkeln
e0

Om cirkeln

» 7 forelasningar
» 7 ovningstillfallen
» Pa distans under hosten

» Mer information finns pd hemsidan

www.math-stockholm.se/cirkel

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Om cirkeln
o] ]

Matematik och musik

(10 sep) Vad ar matematik, egentligen?

(8 okt) Linjar algebra

(12 nov) Periodiska funktioner och komplexa tal
(10 dec) Interpolation

2020) Tonsystem och talteori

N oo o0 s~ w b=

(
(2020) FFT och trigonometrisk interpolation
(2020) Att skriva musik i datorn
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
o] Jelele]

Enhetscirkeln ar cirkeln med mittpunkt i origo och radien 1.

A

3

(cosz,sinz)

A/
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
o] Jelele]

Enhetscirkeln ar cirkeln med mittpunkt i origo och radien 1.

A

3

(cosz,sinz)

A/

Enhetscirkeln definierar de trigonometriska funktionerna cos(x)

och sin(x).
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
o] Jelele]

Enhetscirkeln ar cirkeln med mittpunkt i origo och radien 1.

A

3

(cosz,sinz)

A/

Enhetscirkeln definierar de trigonometriska funktionerna cos(x)
och sin(x). Tangens definieras utifrdn cosinus och sinus, genom

tanx =

sin x

cos X
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
o] Jelele]

Enhetscirkeln ar cirkeln med mittpunkt i origo och radien 1.

A

3

(cosz,sinz)

A/

Enhetscirkeln definierar de trigonometriska funktionerna cos(x)
och sin(x). Tangens definieras utifrdn cosinus och sinus, genom

tanx =

sin x

cos X

Notation: (sin x)? = sin® x och (cos x)? = cos? x.
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
[e]e] lele]

Matematiker mater vinklar i radianer.
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
[e]e] lele]

Matematiker mater vinklar i radianer. Ett varv, 360 grader, ar

27 radianer. 360
1 radian = —— grader.
2T
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
[e]e] lele]

Matematiker mater vinklar i radianer. Ett varv, 360 grader, ar
27 radianer. 360
1 radian = —— grader.
2T

Vinkeln i radianer ar langden pa bagsegmentet som vinkeln gor
i enhetscirkeln.
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
[e]e]e] Jo]

Sats: (Trigonometriska ettan) Alla vinklar x uppfyller att

cos’ x +sin’x = 1.
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
[e]e]e] Jo]

Sats: (Trigonometriska ettan) Alla vinklar x uppfyller att
cos® x +sinx = 1.

Bevis: Pytagoras sats och enhetscirkeln.

sinz
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Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
0000e

Sats: For alla vinklar x géller att

cos(—x) = cos x och sin(—x) = —sinx

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska ci — Matematik och musik



Kapitel 3.1 — Trigonometriska funktioner
0000e

Sats: For alla vinklar x géller att
cos(—x) = cos x och sin(—x) = —sinx

Bevis: Utgd ifrdn enhetscirkeln.

A (cosz,sinz)

\/

(cos-z,8in-z)
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal

®000000000000000

Kapitel 3.2 — Komplexa tal
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0®00000000000000

Ekvationen

saknar lIosningar bland de reella talen. For att I16sa den behover
vi utvidga de reella talen.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0®00000000000000

Ekvationen

saknar lIosningar bland de reella talen. For att I16sa den behover
vi utvidga de reella talen.

Ett komplext tal ar ett tal pa formen a + bi dar a och b ar
reella tal och 7 ir ett tal som uppfyller i? = —1.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0®00000000000000

Ekvationen

saknar lIosningar bland de reella talen. For att I16sa den behover
vi utvidga de reella talen.

Ett komplext tal ar ett tal pa formen a + bi dar a och b ar
reella tal och 7 ir ett tal som uppfyller i? = —1.

Mangden av alla komplexa tal betecknas C. Variabler som tar
varden i C betecknas vanligtvis med z och w.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00®0000000000000

Talet i kallas den imaginara enheten.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00®0000000000000

Talet i kallas den imaginara enheten.

Om a + bi ar ett komplext tal kallas a for talets realdel och b
for talets imaginardel.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00®0000000000000

Talet i kallas den imaginara enheten.

Om a + bi ar ett komplext tal kallas a for talets realdel och b
for talets imaginardel.

» 2 — 3/ har realdel 2.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00®0000000000000

Talet i kallas den imaginara enheten.

Om a + bi ar ett komplext tal kallas a for talets realdel och b
for talets imaginardel.

» 2 — 3/ har realdel 2.

» —2 — j har imaginardel —1.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00®0000000000000

Talet i kallas den imaginara enheten.

Om a + bi ar ett komplext tal kallas a for talets realdel och b
for talets imaginardel.

» 2 — 3/ har realdel 2.
» —2 — j har imaginardel —1.

Obs: den imagindra enheten i ingar inte i imaginardelen.

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000®000000000000

Man adderar, subtraherar och multiplicerar komplexa tal
genom att anvinda i> = —1 och vanliga rikneregler.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000®000000000000

Man adderar, subtraherar och multiplicerar komplexa tal
genom att anvinda i> = —1 och vanliga rikneregler.

> (2+43i)+(=5+2)=(2—-5)+(3+2)i=-3+5i
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000®000000000000

Man adderar, subtraherar och multiplicerar komplexa tal
genom att anvinda i> = —1 och vanliga rikneregler.

> (2+43i)+(=5+2)=(2—-5)+(3+2)i=-3+5i
> (-1-3))—2i=(-1—-0)4 (-3 —2)i=—1-5i
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000®000000000000

Man adderar, subtraherar och multiplicerar komplexa tal
genom att anvinda i> = —1 och vanliga rikneregler.

> (2+43i)+(=5+2)=(2—-5)+(3+2)i=-3+5i
> (-1-3))—2i=(-1—-0)4 (-3 —2)i=—1-5i
> (24i)(—1—i) = —2—2i—i—i? = —2—3j—(—1) = —1-3i

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000®00000000000

Konjugatet av ett komplext tal z = a + bi ar talet a — bi. Det
betecknas Z.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000®00000000000

Konjugatet av ett komplext tal z = a + bi ar talet a — bi. Det
betecknas Z.

Genom att forlanga ndamnaren med dess konjugat kan vi
dividera komplexa tal med varandra.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000®00000000000

Konjugatet av ett komplext tal z = a + bi ar talet a — bi. Det
betecknas Z.

Genom att forlanga ndamnaren med dess konjugat kan vi
dividera komplexa tal med varandra.

240 40)(=14i)  —242i—i+?
—1—i (=1=i)(-1+4i) (-12—i+i—1
_ 343 L
2 2 2
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000®0000000000

Vi har beskrivit hur man kan rakna med komplexa tal. Vi kan
visualisera dem som ett plan.

b

A a+bi

\]
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000®0000000000

Vi har beskrivit hur man kan rakna med komplexa tal. Vi kan
visualisera dem som ett plan.

b

A a+bi

»
>»

0 a

Vinkeln mellan x-axeln och linjesegmentet fran origo till talet
kallas for talets argument.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000®0000000000

Vi har beskrivit hur man kan rakna med komplexa tal. Vi kan
visualisera dem som ett plan.

A a+bi
b .

0 a >

Vinkeln mellan x-axeln och linjesegmentet fran origo till talet
kallas for talets argument. Avstandet mellan origo och talet

kallas for talets magnitud. De betecknas med arg(z) respektive
z].
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000®000000000

Sats: Magnituden av talet z = a+ bi ar |z| = Va? + b2,
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O00000@000000000
Sats: Magnituden av talet z = a+ bi ar |z| = v a? + b?.

Bevis: Betrakta foljande figur.
(a,b)

1]

(a,0)
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O00000@000000000
Sats: Magnituden av talet z = a+ bi ar |z| = v a? + b?.

Bevis: Betrakta foljande figur.
(a,b)

2]
1]

(0,07 4] (a,0)

Enligt Pytagoras sats giller |z|? = a* + b°.
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O00000@000000000
Sats: Magnituden av talet z = a+ bi ar |z| = v a? + b?.

Bevis: Betrakta foljande figur.
(a,b)

2]
1]

(0,07 4] (a,0)

Enligt Pytagoras sats giller |z|? = a®> + b?. Genom att dra
kvadratroten ur bada sidor far vi

2| = Va2 + b2.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000e00000000

Addition och subtraktion av ett komplext tal z motsvarar att
translatera (flytta) talplanet sa att origo hamnar i z.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000e00000000

Addition och subtraktion av ett komplext tal z motsvarar att
translatera (flytta) talplanet sa att origo hamnar i z.

A !
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000e00000000

Addition och subtraktion av ett komplext tal z motsvarar att
translatera (flytta) talplanet sa att origo hamnar i z.

A A

0 >

Kan multiplikation ocksd ses som en geometrisk
transformation?
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000e0000000

Sats: Om r ar ett positivt reellt tal och z ar ett komplext tal
sa galler
|rz| = r|z| och arg(rz) = arg(z).
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000e0000000

Sats: Om r ar ett positivt reellt tal och z ar ett komplext tal
sa galler
|rz| = r|z| och arg(rz) = arg(z).

Bevis: Eftersom r ar reellt giller att rz = ra + rbi.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000e0000000

Sats: Om r ar ett positivt reellt tal och z ar ett komplext tal
sa galler

|rz| = r|z| och arg(rz) = arg(z).
Bevis: Eftersom r ar reellt galler att rz = ra + rbi. Alltsa
galler att
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000e0000000

Sats: Om r ar ett positivt reellt tal och z ar ett komplext tal
sa galler
|rz| = r|z| och arg(rz) = arg(z).

Bevis: Eftersom r ar reellt galler att rz = ra + rbi. Alltsa
galler att

|rz| = \/(ra)? + (rb)? = V/r2a® + r2b?
= Vr2Va + b2 = rz|

eftersom r ar positivt.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000e000000

Vidare ser vi att trianglarna som spanns upp av rz och z ar
likformiga.

(ra,rb)

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000e000000

Vidare ser vi att trianglarna som spanns upp av rz och z ar
likformiga.

(ra,rb)

Dirmed galler arg(rz) = arg(z).
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000000e00000

Multiplikation med positiva reella tal motsvarar allts3 att
stracka ut eller dra ihop det komplexa talplanet. Men vad
hander nar imaginardelen ar nollskild?
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000000e00000

Multiplikation med positiva reella tal motsvarar allts3 att
stracka ut eller dra ihop det komplexa talplanet. Men vad
hander nar imaginardelen ar nollskild?

Sats: (Eulers formel) For alla reella tal x galler

e = cosx + isin x.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000000e00000

Multiplikation med positiva reella tal motsvarar allts3 att
stracka ut eller dra ihop det komplexa talplanet. Men vad
hander nar imaginardelen ar nollskild?

Sats: (Eulers formel) For alla reella tal x galler
e = cos x + isin x.
Om x = 7 farvi ™ = cosm + isinT = —1, det vill siga

e™+1=0.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000000e00000

Multiplikation med positiva reella tal motsvarar allts3 att
stracka ut eller dra ihop det komplexa talplanet. Men vad
hander nar imaginardelen ar nollskild?

Sats: (Eulers formel) For alla reella tal x galler
e™ = cos x + isin x.
Om x = 7 farvi ™ = cosm + isinT = —1, det vill siga
e™+1=0.

Detta kallas for Eulers identitet.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000e0000

Sats: Om z ar ett komplext tal sa att |z| =1, sa ar
7 = eiarg(z)_
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000e0000

Sats: Om z ar ett komplext tal sa att |z| =1, sa ar
7 = eiarg(z)_

Bevis: Om |z| = 1, sa ligger z pa enhetscirkeln. Lat
v = arg(z).
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000e0000

Sats: Om z ar ett komplext tal sa att |z| =1, sa ar
7 = eiarg(z)_

Bevis: Om |z| = 1, sa ligger z pa enhetscirkeln. Lat
v = arg(z). Enligt definitionen av cos(x) och sin(x) och Eulers
formel galler
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000e0000

Sats: Om z ar ett komplext tal sa att |z| =1, sa ar
7 = eiarg(z)_

Bevis: Om |z| = 1, sa ligger z pa enhetscirkeln. Lat
v = arg(z). Enligt definitionen av cos(x) och sin(x) och Eulers

formel galler

zZ=cosv+isiny = eV = ¢ 28

_A_ cosvtisinv
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000000e000

Sats: Alla nollskilda komplexa tal z kan skrivas pd formen
z = |z|e'e(@),
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000000e000

Sats: Alla nollskilda komplexa tal z kan skrivas pd formen
z = |z|e'e(@),

Bevis: Eftersom z ar nollskilt, kan vi skriva

2] (1 >
z=——-z=|z]- | =z ).
2| 2|
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000000e000

Sats: Alla nollskilda komplexa tal z kan skrivas pd formen
z = |z|e'e(@),

Bevis: Eftersom z ar nollskilt, kan vi skriva
E ( 1 >
z=——-z=|z]- | =z ).
2| 2|

1

Vidare galler att

2|
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000000e000

Sats: Alla nollskilda komplexa tal z kan skrivas pd formen
z = |z|e'e(@),

Bevis: Eftersom z ar nollskilt, kan vi skriva
E ( 1 >
z=——-z=|z]- | =z ).
2| 2|

1

Vidare galler att

2|

n(5) () o0
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000000000 e00

Enligt foregdende sats galler att
1

L e/l _ giane(2)
|z|
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
0000000000000 e00

Enligt foregdende sats galler att
1

L e/l _ giane(2)
|z|

och diarmed att

1zl

z=1 z—|z||

2|

. |Z‘ iarg(z )
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000000e0

Om ett komplex tal skrivs som |z|e/28(?) kallas det for polar
form.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000000e0

Om ett komplex tal skrivs som |z|e/28(?) kallas det for polar
form.

Sats: Om z och w ar nollskilda komplexa tal sa géller

|zw| = |z| - |w| och arg(zw) = arg(z) + arg(w).
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000000e0

Om ett komplex tal skrivs som |z|e/28(?) kallas det for polar
form.

Sats: Om z och w ar nollskilda komplexa tal sa géller

|zw| = |z| - |w| och arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Bevis: Skriv z = |z|e'2®(2) och w = |w|e’8(").
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
00000000000000e0

Om ett komplex tal skrivs som |z|e/28(?) kallas det for polar
form.

Sats: Om z och w ar nollskilda komplexa tal sa géller

|zw| = |z| - |w| och arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Bevis: Skriv z = |z|e/®8() och w = |w|e/>&8(") D3 far vi

W = |Z|eiarg(z)‘W’eiarg(w) — |Z|‘W|ei(arg(z)+arg(w))

vilket bevisar satsen.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000000000e

Ett komplext tal kan beskrivas som en kombination av tva
geometriska operationer: strackning och rotation.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000000000e

Ett komplext tal kan beskrivas som en kombination av tva
geometriska operationer: strackning och rotation.

Multiplikation av tvd komplexa tal motsvarar
sammansattningen av dessa operationer.
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Kapitel 3.2 — Komplexa tal
000000000000000e

Ett komplext tal kan beskrivas som en kombination av tva
geometriska operationer: strackning och rotation.

Multiplikation av tvd komplexa tal motsvarar
sammansattningen av dessa operationer.

Detta gor komplexa tal lampliga for att beskriva periodiska
fenomen.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner

9000000000000 0

Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
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Lat X vara en godtycklig mangd.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
0®000000000000

Lat X vara en godtycklig mangd.

En funktion f : R — X &r periodisk om det finns ett nollskilt,
positivt tal P sd att f(x + P) = f(x) for alla x.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
0®000000000000

Lat X vara en godtycklig mangd.

En funktion f : R — X &r periodisk om det finns ett nollskilt,
positivt tal P sd att f(x + P) = f(x) for alla x.

Man kan tolka en periodisk funktion som en sluten kurva i X,
eller som en process som upprepar sig i tid, till exempel
pendelrorelser.

~_
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Typiska exempel ar de trigonometriska funktionerna cos x och
sin x. Dessa har period 27.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
00®00000000000

Typiska exempel ar de trigonometriska funktionerna cos x och
sin x. Dessa har period 27.

Funktionen frac(x) = x — | x| har period 1, eftersom

frac(x +1)=x+1—|x+1]=x+1—(|x] +1)
= x — | x| = frac(x)
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00®00000000000

Typiska exempel ar de trigonometriska funktionerna cos x och
sin x. Dessa har period 27.

Funktionen frac(x) = x — | x| har period 1, eftersom

frac(x +1)=x+1—|x+1]=x+1—(|x] +1)
= x — | x| = frac(x)
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For att bevisa att en funktion inte ar periodisk anvands
motsagelsebevis.
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For att bevisa att en funktion inte ar periodisk anvands
motsagelsebevis.

Sats: Funktionen f(x) = x ar inte periodisk.
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For att bevisa att en funktion inte ar periodisk anvands
motsagelsebevis.

Sats: Funktionen f(x) = x ar inte periodisk.

Antag att funktionen ar periodisk.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
000®0000000000

For att bevisa att en funktion inte ar periodisk anvands
motsagelsebevis.

Sats: Funktionen f(x) = x ar inte periodisk.

Antag att funktionen ar periodisk. D3 finns det ett nollskilt tal
P sé att f(x + P) = f(x) for alla x.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
000®0000000000

For att bevisa att en funktion inte ar periodisk anvands
motsagelsebevis.

Sats: Funktionen f(x) = x ar inte periodisk.

Antag att funktionen ar periodisk. D3 finns det ett nollskilt tal
P sé att f(x + P) = f(x) for alla x. Da galler

F0+P)=f(0) = P=0.

Detta motsager antagandet att f ar periodisk.
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En funktion har inte en period, utan flera.
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En funktion har inte en period, utan flera.

Sats: Om f(x) &r periodisk med period P och n ar ett positivt
heltal sa &r nP en period till f(x).

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik
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0000@000000000

En funktion har inte en period, utan flera.

Sats: Om f(x) &r periodisk med period P och n ar ett positivt
heltal sa &r nP en period till f(x).

Bevis: Vi anvander induktion.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
0000@000000000

En funktion har inte en period, utan flera.

Sats: Om f(x) &r periodisk med period P och n ar ett positivt
heltal sa &r nP en period till f(x).

Bevis: Vi anvander induktion. Basfallet ar n = 1, och da foljer
det av antagandet att f(x) ar periodisk.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
0000@000000000

En funktion har inte en period, utan flera.

Sats: Om f(x) &r periodisk med period P och n ar ett positivt
heltal sa dr nP en period till f(x).

Bevis: Vi anvander induktion. Basfallet ar n = 1, och da foljer
det av antagandet att f(x) ar periodisk.

Antag att nP ar en period till f(x). Da galler att
f(x+ (n+1)P) = f((x + nP) + P) = f(x + nP) = f(x)

for alla x.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
0000@000000000

En funktion har inte en period, utan flera.

Sats: Om f(x) &r periodisk med period P och n ar ett positivt
heltal sa dr nP en period till f(x).

Bevis: Vi anvander induktion. Basfallet ar n = 1, och da foljer
det av antagandet att f(x) ar periodisk.

Antag att nP ar en period till f(x). Da galler att
f(x+ (n+1)P) = f((x + nP) + P) = f(x + nP) = f(x)

for alla x. Alltsd ar (n+ 1)P ar en period till f(x).
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Pa vilket satt kan vi kombinera periodiska funktioner?

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska ci — Matematik och musik



Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
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Pa vilket satt kan vi kombinera periodiska funktioner?

Sats: L3t ¢ vara ett positivt tal. Om f(x) ar periodisk med
period P sa ar g(x) = f(cx) periodisk med period P/c.
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Pa vilket satt kan vi kombinera periodiska funktioner?

Sats: L3t ¢ vara ett positivt tal. Om f(x) ar periodisk med
period P sa ar g(x) = f(cx) periodisk med period P/c.

Bevis: For alla x galler

g(x+ P/c)=f(c(x+ P/c)) =f(cx+ P) = f(ex) = g(x).
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
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Pa vilket satt kan vi kombinera periodiska funktioner?

Sats: L3t ¢ vara ett positivt tal. Om f(x) ar periodisk med
period P sa ar g(x) = f(cx) periodisk med period P/c.

Bevis: For alla x galler
g(x+ P/c)=f(c(x+ P/c)) = f(ex + P) = f(cx) = g(x).

Alltsa ar g(x) periodisk med period P/c.
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Sats: Antag att f(x) och g(x) ar periodiska med period Py
respektive P,. Om Py /P, ar rationellt si ar funktionen
h(x) = f(x) + g(x) periodisk.
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Sats: Antag att f(x) och g(x) ar periodiska med period Py
respektive P,. Om Py /P, ar rationellt si ar funktionen
h(x) = f(x) + g(x) periodisk.

Bevis: Om P; /P, = n/m sa géller att mP; = nP, for tva
heltal n och m.
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Sats: Antag att f(x) och g(x) ar periodiska med period Py
respektive P,. Om Py /P, ar rationellt si ar funktionen
h(x) = f(x) + g(x) periodisk.

Bevis: Om P; /P, = n/m sa géller att mP; = nP, for tva
heltal n och m. Kalla detta tal for P. Vi vill visa att P ar en
period till h(x).
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Sats: Antag att f(x) och g(x) ar periodiska med period Py
respektive P,. Om Py /P, ar rationellt si ar funktionen
h(x) = f(x) + g(x) periodisk.

Bevis: Om P; /P, = n/m sa géller att mP; = nP, for tva
heltal n och m. Kalla detta tal for P. Vi vill visa att P ar en
period till h(x).For alla x galler
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
000000®0000000

Sats: Antag att f(x) och g(x) ar periodiska med period Py
respektive P,. Om Py /P, ar rationellt si ar funktionen
h(x) = f(x) + g(x) periodisk.

Bevis: Om P; /P, = n/m sa géller att mP; = nP, for tva
heltal n och m. Kalla detta tal for P. Vi vill visa att P ar en
period till h(x).For alla x galler

h(x + P) = f(x + P) + g(x + P) = f(x + mPy) + g(x + nP>)
= F(x) + &(x) = h(x).
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
000000®0000000

Sats: Antag att f(x) och g(x) ar periodiska med period Py
respektive P,. Om Py /P, ar rationellt si ar funktionen
h(x) = f(x) + g(x) periodisk.

Bevis: Om P; /P, = n/m sa géller att mP; = nP, for tva
heltal n och m. Kalla detta tal for P. Vi vill visa att P ar en
period till h(x).For alla x galler

h(x + P) = f(x + P) + g(x + P) = f(x + mPy) + g(x + nP>)
= F(x) + &(x) = h(x).

Alltsa ar h(x) periodisk.
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Satsen kan utvidgas till godtyckligt manga funktioner med
induktion.
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00000008000000

Satsen kan utvidgas till godtyckligt manga funktioner med
induktion.

Om kvoten mellan termernas perioder ar irrationell ar summan
i allmanhet inte periodisk.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
00000008000000

Satsen kan utvidgas till godtyckligt manga funktioner med
induktion.

Om kvoten mellan termernas perioder ar irrationell ar summan
i allmanhet inte periodisk. Ett exempel ar

f(x) = sin(x) + sin(v/2x).
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00000008000000

Satsen kan utvidgas till godtyckligt manga funktioner med
induktion.

Om kvoten mellan termernas perioder ar irrationell ar summan
i allmanhet inte periodisk. Ett exempel ar

f(x) = sin(x) + sin(v/2x).
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Fundamentalperioden av en periodisk funktion f(x) &r den
minsta perioden av f(x).

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
00000000800000

Fundamentalperioden av en periodisk funktion f(x) &r den
minsta perioden av f(x).

Alla periodiska funktioner har inte en fundamentalperiod,
eftersom perioder maste vara positiv.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
00000000800000

Fundamentalperioden av en periodisk funktion f(x) &r den
minsta perioden av f(x).

Alla periodiska funktioner har inte en fundamentalperiod,
eftersom perioder maste vara positiv.

Funktionen f(x) = 0 &r periodisk men saknar
fundamentalperiod.
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Sats: Om f(x) ar periodisk med fundamentalperiod P sa dr
alla dess perioder pa formen nP, dir n ar ett positivt heltal.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
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Sats: Om f(x) ar periodisk med fundamentalperiod P sa dr
alla dess perioder pa formen nP, dir n ar ett positivt heltal.

Bevis: Antag att f(x) har en period Q sd att Q/P = r inte ar
ett positivt heltal.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
000000000e0000

Sats: Om f(x) ar periodisk med fundamentalperiod P sa dr
alla dess perioder pa formen nP, dir n ar ett positivt heltal.

Bevis: Antag att f(x) har en period Q sd att Q/P = r inte ar
ett positivt heltal. Lat n = |r] och s = frac(r), sa att
s+tn=r, @Q=rPoch0<s<1.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
000000000e0000

Sats: Om f(x) ar periodisk med fundamentalperiod P sa dr
alla dess perioder pa formen nP, dir n ar ett positivt heltal.

Bevis: Antag att f(x) har en period Q sd att Q/P = r inte ar
ett positivt heltal. Lat n = |r] och s = frac(r), sa att
s+tn=r, @Q=rPoch0<s<1.

Det sistnamnda innebar att 0 < sP < P.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
000000000e0000

Sats: Om f(x) ar periodisk med fundamentalperiod P sa dr
alla dess perioder pa formen nP, dir n ar ett positivt heltal.

Bevis: Antag att f(x) har en period Q sd att Q/P = r inte ar
ett positivt heltal. Lat n = |r] och s = frac(r), sa att
s+tn=r, @Q=rPoch0<s<1.

Det sistnamnda innebar att 0 < sP < P. Dessutom galler

f(x +sP) = f(x +sP +nP) = f(x+ (s + n)P)
=f(x+rP)=f(x+ Q) = f(x)

for alla x.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
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Sats: Om f(x) ar periodisk med fundamentalperiod P sa dr
alla dess perioder pa formen nP, dir n ar ett positivt heltal.

Bevis: Antag att f(x) har en period Q sd att Q/P = r inte ar
ett positivt heltal. Lat n = |r] och s = frac(r), sa att
s+tn=r, @Q=rPoch0<s<1.

Det sistnamnda innebar att 0 < sP < P. Dessutom galler

f(x +sP) = f(x +sP +nP) = f(x+ (s + n)P)
=f(x+rP)=f(x+ Q) = f(x)

for alla x. Alltsd ar sP en period av f(x). Detta motsager att
P &r en fundamentalperiod.
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En viktig klass av periodiska funktioner ar trigonometriska
polynom.
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En viktig klass av periodiska funktioner ar trigonometriska
polynom. De har formen

ale—27rlr1x 44 ane—27r/rnx

dar ry, ..., r, ar rationella tal och ay, ..., a, ar komplexa tal.
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
0000000000e000

En viktig klass av periodiska funktioner ar trigonometriska
polynom. De har formen

ale—27rlr1x 44 ane—27r/rnx

dar ry, ..., r, ar rationella tal och ay, ..., a, ar komplexa tal.

Notera att trigonometriska polynom ar funktioner fran R till C.
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Genom Eulers formel kan vi uttrycka trigonometriska polynom
i termer av trigonometriska funktioner.
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00000000000e00

Genom Eulers formel kan vi uttrycka trigonometriska polynom
i termer av trigonometriska funktioner.

e 2™ 4 2e”™ = cos(2mx) — isin(2mx) + 2(cos(mx) — isin(7x))
= cos(2mx) + 2 cos(mx) — i(sin(2mx) + 2sin(7x))
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Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
00000000000e00

Genom Eulers formel kan vi uttrycka trigonometriska polynom
i termer av trigonometriska funktioner.

e 2™ 4 2e”™ = cos(2mx) — isin(2mx) + 2(cos(mx) — isin(7x))
= cos(2mx) + 2 cos(mx) — i(sin(2mx) + 2sin(7x))

(Har utnyttjar vi att cos(—x) = cos(x) och

sin(—x) = —sin(x).)

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Kapitel 3.3 — Periodiska funktioner
0000000000000

Sats: Alla trigonometriska polynom ar periodiska.
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Sats: Alla trigonometriska polynom ar periodiska.
Beuvis: Enligt Eulers formel ar

—2mirx

ae = acos(27rx) + ai sin(2mrx).
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Sats: Alla trigonometriska polynom ar periodiska.
Beuvis: Enligt Eulers formel ar

—2mirx

ae = acos(27rx) + ai sin(2mrx).

Denna funktion ar periodisk med perioden 27/(27r) = r=?.
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0000000000000

Sats: Alla trigonometriska polynom ar periodiska.
Beuvis: Enligt Eulers formel ar

—2mirx

ae = acos(27rx) + ai sin(2mrx).

Denna funktion ar periodisk med perioden 27/(27r) = r=?.

Trigonometriska polynom ar alltsd summor av periodiska
funktioner med rationella perioder.
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Sats: Alla trigonometriska polynom ar periodiska.
Beuvis: Enligt Eulers formel ar

—2mirx

ae = acos(27rx) + ai sin(2mrx).

Denna funktion ar periodisk med perioden 27/(27r) = r=?.

Trigonometriska polynom ar alltsd summor av periodiska
funktioner med rationella perioder. Detta innebar att de ar
periodiska.
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Nasta tillfalle

N&sta gang ar om tva veckor (26/11). Det ar ett
ovningstillfalle.
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Nasta tillfalle

N&sta gang ar om tva veckor (26/11). Det ar ett
ovningstillfalle.

N&sta foreldsning ar om fyra veckor (10/12). Da kommer vi
prata om interpolation.
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