Stockholms matematiska cirkel
Matematik och musik

www.math-stockholm.se/cirkel

16:00 — 17:00 : Forelasning




Om cirkeln
e0

Om cirkeln

» 8 forelasningar
» 7 ovningstillfallen
» P3 distans under hosten och varen

» Mer information finns pd hemsidan

www.math-stockholm.se/cirkel
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Om cirkeln
o] ]

Matematik och musik

10 sep) Vad ar matematik, egentligen?

(

(8 okt) Linjar algebra

(12 nov) Periodiska funktioner och komplexa tal
(10 dec) Interpolation

(5 feb) Tonsystem och talteori

(11 mars) Diskret Fouriertransform

(15 april) Python, Audacity och FFT

O N o 0 s w N o=

(13 maj) Att ldsa noter (och lyssna pa dem i Audacity)
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Vad ar ett ljud?
€000

Vad ar ett ljud?

Ett ljud ar en vaxelvis fortunning och fortatning av luften.

Figur: En strang som skapar ett ljud
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Vad ar ett ljud?
fo] Yole]

Om man mater trycket Over tid far man en sinusvag.
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Vad ar ett ljud?
fo] Yole]

Om man mater trycket Over tid far man en sinusvag.

Figur: En kurva over lufttryck
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Vad ar ett ljud?
fo] Yole]

Om man mater trycket Over tid far man en sinusvag.

Figur: En kurva over lufttryck

Frekvens = Tonhdjd, Amplitud = Volum.
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Vad ar ett ljud?
00e0

Verkliga ljud ar sammansatta av ljud med manga frekvenser.
De illustreras genom spektrogram.
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Om cirkeln Vad ar ett ljud? < g temperatur

[e]o] le]

Verkliga ljud ar sammansatta av ljud med manga frekvenser.
De illustreras genom spektrogram.

Wi B A

(a) Bastrumma (b) Klarinett (c) Gitarr

Figur: Frekvensspektrum for olika ljud.
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Om cirkeln Vad ar ett ljud? < g temperatur

[e]o] le]

Verkliga ljud ar sammansatta av ljud med manga frekvenser.
De illustreras genom spektrogram.

itz it

(a) Bastrumma (b) Klarinett (c) Gitarr

Figur: Frekvensspektrum for olika ljud.

Ljus farg = Hog amplitud.
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Vad ar ett ljud?
ocooe

Atonala ljud ar en blandning av alla frekvenser inom ett
register.
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Vad ar ett ljud?
ocooe

Atonala ljud ar en blandning av alla frekvenser inom ett
register.

Tonala ljud bestar av en grundfrekvens och ett antal vertoner.
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Vad ar ett ljud?
ocooe

Atonala ljud ar en blandning av alla frekvenser inom ett
register.

Tonala ljud bestar av en grundfrekvens och ett antal vertoner.

Definition: Overtonsserien av en frekvens f dr mangden

O(fy={nf |n=1,2,...}
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Vad ar ett ljud?
ocooe

Atonala ljud ar en blandning av alla frekvenser inom ett
register.

Tonala ljud bestar av en grundfrekvens och ett antal vertoner.

Definition: Overtonsserien av en frekvens f dr mangden
O(fy={nf |n=1,2,...}

Ljud med manga gemensamma Gvertoner ar konsonanta,
medan ljud med f& gemensamma Gvertoner ar dissonanta.
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Tonsystem

Definition: Ett tonsystem ar en mangd positiva reella tal.
Elementen i ett tonsystem kallas intervall.
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Tonsystem
©000000000

Tonsystem

Definition: Ett tonsystem ar en mangd positiva reella tal.
Elementen i ett tonsystem kallas intervall.

Talen i ett tonsystem motsvarar férhallanden mellan
frekvenser. For att fa frekvenserna multiplicerar man med en
referensfrekvens, vanligtvis 440 Hertz.
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Tonsystem

Definition: Ett tonsystem ar en mangd positiva reella tal.
Elementen i ett tonsystem kallas intervall.

Talen i ett tonsystem motsvarar férhallanden mellan
frekvenser. For att fa frekvenserna multiplicerar man med en
referensfrekvens, vanligtvis 440 Hertz.

Nagra intervall har sarskilda namn.
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Tonsystem

Definition: Ett tonsystem ar en mangd positiva reella tal.
Elementen i ett tonsystem kallas intervall.

Talen i ett tonsystem motsvarar férhallanden mellan
frekvenser. For att fa frekvenserna multiplicerar man med en
referensfrekvens, vanligtvis 440 Hertz.

Nagra intervall har sarskilda namn.

» Intervallet 2 kallas for oktaven.
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Tonsystem

Definition: Ett tonsystem ar en mangd positiva reella tal.
Elementen i ett tonsystem kallas intervall.

Talen i ett tonsystem motsvarar férhallanden mellan
frekvenser. For att fa frekvenserna multiplicerar man med en
referensfrekvens, vanligtvis 440 Hertz.

Nagra intervall har sarskilda namn.
» Intervallet 2 kallas for oktaven.

» Intervallet 3/2 kallas for kvinten.
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Tonsystem

Definition: Ett tonsystem ar en mangd positiva reella tal.
Elementen i ett tonsystem kallas intervall.

Talen i ett tonsystem motsvarar férhallanden mellan
frekvenser. For att fa frekvenserna multiplicerar man med en
referensfrekvens, vanligtvis 440 Hertz.

Nagra intervall har sarskilda namn.
» Intervallet 2 kallas for oktaven.
» Intervallet 3/2 kallas for kvinten.

» Intervallet 5/4 kallas for den stora tersen.
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Tonsystem
0000000000

Definition: Ett tonsystem ar rent om det bara innehaller
rationella tal.
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Tonsystem
0000000000

Definition: Ett tonsystem ar rent om det bara innehaller
rationella tal.

Om kvoten mellan tva frekvenser ar rationellt, sd har de en
gemensam oOverton.
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Tonsystem
0000000000

Definition: Ett tonsystem ar rent om det bara innehaller
rationella tal.

Om kvoten mellan tva frekvenser ar rationellt, sd har de en
gemensam oOverton.

Exempel: f; = 150, f, = 100 &r kvoten f;/f, = 3/2.

Deras gemensamma 6verton ar 300 = 150 -2 = 100 - 3.
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Tonsystem
0000000000

Definition: Ett tonsystem ar rent om det bara innehaller
rationella tal.

Om kvoten mellan tva frekvenser ar rationellt, sd har de en
gemensam oOverton.

Exempel: f; = 150, f, = 100 &r kvoten f;/f, = 3/2.
Deras gemensamma 6verton ar 300 = 150 -2 = 100 - 3.

| ett rent tonsystem sa har alla intervallpar minst en
gemensam oOverton.
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Tonsystem
00@0000000

Att transponera upp/ner ett tonsystem med ett intervall /

innebar att multiplicera/dividera alla toner i tonsystemet med
l.
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Tonsystem
00@0000000

Att transponera upp/ner ett tonsystem med ett intervall /

innebar att multiplicera/dividera alla toner i tonsystemet med
l.

Exempel: Frekvensen 200 transponeras ner en oktav genom
att dividera med 2. Resultatet blir 100.
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Tonsystem
00@0000000

Att transponera upp/ner ett tonsystem med ett intervall /

innebar att multiplicera/dividera alla toner i tonsystemet med
l.

Exempel: Frekvensen 200 transponeras ner en oktav genom
att dividera med 2. Resultatet blir 100.

Definition: Ett tonsystem T &r slutet om
the T ochtlteT

for alla intervall / och ti T.
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Tonsystem
00@0000000

Att transponera upp/ner ett tonsystem med ett intervall /

innebar att multiplicera/dividera alla toner i tonsystemet med
l.

Exempel: Frekvensen 200 transponeras ner en oktav genom
att dividera med 2. Resultatet blir 100.

Definition: Ett tonsystem T &r slutet om
the T ochtlteT

for alla intervall / och ti T.

| ett slutet tonsystem kan man transponera melodier helt fritt.
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Tonsystem
0000000000

Fritt intonerade instrument kan spela alla frekvenser inom ett
register.
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Tonsystem
0000@00000

Fast intonerade instrument spelar toner av fixa frekvenser.
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Tonsystem
00000@0000

Fast intonerade instrument kraver att tonsystemet ar andligt.
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Tonsystem
00000@0000

Fast intonerade instrument kraver att tonsystemet ar andligt.

Definition: Ett tonsystem ar dndligt underdelat om det bara
finns dndligt manga intervall mellan varje intervallpar.
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Tonsystem
00000@0000

Fast intonerade instrument kraver att tonsystemet ar andligt.

Definition: Ett tonsystem ar dndligt underdelat om det bara
finns dndligt manga intervall mellan varje intervallpar.

Alternativ formulering: T ar andligt underdelad om mangden
{JeT|h<J<h}

ar andlig for alla Iy, L i T.
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Tonsystem
0000000000

Fraga: Finns det ett tonsystem som ar rent, slutet och andligt
underdelat?
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Fraga: Finns det ett tonsystem som ar rent, slutet och andligt

underdelat?

Definition: Om [/ &r ett positivt reellt tal, sa kallas
T(l)={I"| n€ Z} for tillslutningen av |.
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Fraga: Finns det ett tonsystem som ar rent, slutet och andligt

underdelat?

Definition: Om [/ &r ett positivt reellt tal, sa kallas
T(l)={I"| n€ Z} for tillslutningen av |.

Exempel: Tonsystemet

11
@)= @nezy={ - gp1ame ).

innehaller bara oktaver.
0 A A e

12 4 8 16

Figur: Tillslutningen av /.
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Tonsystem
0000000800

Sats: Om | ar ett intervall sa ar T(I) slutet och andligt
underdelat. Tonsystemet ar rent om och endast om | ar
rationellt.
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Tonsystem
0000000800

Sats: Om | ar ett intervall sa ar T(I) slutet och andligt
underdelat. Tonsystemet ar rent om och endast om | ar
rationellt.

Bevis: Om / &r rationellt, sa ar alla tal pa formen /" ocksa
rationella, och vice versa.
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Tonsystem
0000000800

Sats: Om | ar ett intervall sa ar T(I) slutet och andligt
underdelat. Tonsystemet ar rent om och endast om | ar
rationellt.

Bevis: Om / &r rationellt, sa ar alla tal pa formen /" ocksa
rationella, och vice versa.

Om ¢t ligger i T(I), sa ar t = " for nagot heltal n.
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Tonsystem
0000000800

Sats: Om | ar ett intervall sa ar T(I) slutet och andligt
underdelat. Tonsystemet ar rent om och endast om | ar
rationellt.

Bevis: Om / &r rationellt, sa ar alla tal pa formen /" ocksa
rationella, och vice versa.

Om ¢t ligger i T(I), sa ar t = " for nagot heltal n. Da galler
att t/ = /"1 = ["" och t/~t = ["]7t = |"L,
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Tonsystem
0000000800

Sats: Om | ar ett intervall sa ar T(I) slutet och andligt
underdelat. Tonsystemet ar rent om och endast om | ar
rationellt.

Bevis: Om / &r rationellt, sa ar alla tal pa formen /" ocksa
rationella, och vice versa.

Om ¢t ligger i T(I), sa ar t = " for nagot heltal n. Da galler
att t/ = 1"/ = |1 och t/=t = ["]71 = "1, Dessa ligger i
T(/) eftersom n+ 1 och n— 1 &r heltal.
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Tonsystem
0000000800

Sats: Om | ar ett intervall sa ar T(I) slutet och andligt
underdelat. Tonsystemet ar rent om och endast om | ar
rationellt.

Bevis: Om / &r rationellt, sa ar alla tal pa formen /" ocksa
rationella, och vice versa.

Om ¢t ligger i T(I), sa ar t = " for nagot heltal n. Da galler
att t/ = 1"/ = |1 och t/=t = ["]71 = "1, Dessa ligger i
T(/) eftersom n+ 1 och n— 1 &r heltal.

Alltsa ar T(/) slutet.
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Tonsystem
0000000080

Slutligen sa medfor /" < J < I™ att n < m eller m < n.
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Tonsystem
0000000080

Slutligen sa medfor /" < J < I™ att n < m eller m < n.

» Om n < ms& ar J n3got av intervallen /"1, . [™ 1
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Tonsystem
0000000080

Slutligen sa medfor /" < J < I™ att n < m eller m < n.

» Om n < ms& ar J n3got av intervallen /"1, . [™ 1

[me L

» Om m < n sd ar J nagot av intervallen
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Tonsystem
0000000080

Slutligen sa medfor /" < J < I™ att n < m eller m < n.

» Om n < ms& ar J n3got av intervallen /"1, . [™ 1

[me L

» Om m < n sd ar J nagot av intervallen

Detta bevisar att T(/) ar andligt underdelat.

AT
UL 1 I |
In In+l In+2 Im

Figur: Fallet n < mom 1 > 1.
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Tonsystem
000000000e

Vi har visat att alla T(/) ar rent, andligt underdelat och slutet
nar [ ar rationellt.
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Tonsystem
000000000e

Vi har visat att alla T(/) ar rent, andligt underdelat och slutet
nar [ ar rationellt.

Nu ska vi visa att dessa ar de enda rena, andligt underdelade
och slutna tonsystemen.
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Tonsystem
000000000e

Vi har visat att alla T(/) ar rent, andligt underdelat och slutet
nar [ ar rationellt.

Nu ska vi visa att dessa ar de enda rena, andligt underdelade
och slutna tonsystemen.

Sats: Om T ar ett andligt underdelat, slutet och rent
tonsystem sa finns det ett rationellt tal | sa att T = T(I).
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Tonsystem
000000000e

Vi har visat att alla T(/) ar rent, andligt underdelat och slutet
nar [ ar rationellt.

Nu ska vi visa att dessa ar de enda rena, andligt underdelade
och slutna tonsystemen.

Sats: Om T ar ett andligt underdelat, slutet och rent
tonsystem sa finns det ett rationellt tal | sa att T = T(I).

Alla andligt underdelade, slutna och rena tonsystem genereras
alltsd av ett rationellt intervall.
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Talteori
0000000000000 00000

Talteori

Sats: Om ett talsystem T ar slutet och dndligt underdelat sa
har ekvationen

n_ |m

1 =B

heltalslésningar n och m for alla intervall Iy och I, i T.
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Talteori
0000000000000 00000

Talteori

Sats: Om ett talsystem T ar slutet och dndligt underdelat sa
har ekvationen

n_ |m

1 =B

heltalslésningar n och m for alla intervall Iy och I, i T.

Figur: Ekvationen I{f = I23.
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Talteori
0@0000000000000000

Bevisidé: Anta att T ar slutet och att ekvationen saknar
|6sningar for I, och 1.
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Talteori
0@0000000000000000

Bevisidé: Anta att T ar slutet och att ekvationen saknar
|6sningar for I, och 1.

Vi visar att T inte ar dandligt underdelat i tre steg.
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Talteori
0@0000000000000000

Bevisidé: Anta att T ar slutet och att ekvationen saknar
|6sningar for I, och 1.

Vi visar att T inte ar dandligt underdelat i tre steg.

1. Visa att for varje heltal n s finns ett heltal m, s3 att
olikheten 1 < '™ < I, géller.
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Talteori
0@0000000000000000

Bevisidé: Anta att T ar slutet och att ekvationen saknar
|6sningar for I, och 1.

Vi visar att T inte ar dandligt underdelat i tre steg.

1. Visa att for varje heltal n s finns ett heltal m, s3 att
olikheten 1 < '™ < I, géller.

1 I I
"I2m".

Figur: Intervall pd formen /]
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Talteori
0000000000000 00000

2. Visa att I'L,"™ ligger i tonsystemet T.
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Talteori
0000000000000 00000

2. Visa att I'L,"™ ligger i tonsystemet T.

3. Visa att alla tal pa formen /', &r olika.
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Talteori
0000000000000 00000

2. Visa att I'L,"™ ligger i tonsystemet T.

3. Visa att alla tal pa formen /', &r olika.

1 1 I,

Figur: Intervall p& formen /"1™
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Talteori
0000000000000 00000

2. Visa att I'L,"™ ligger i tonsystemet T.

3. Visa att alla tal pa formen /', &r olika.

1 1 I,

Figur: Intervall p& formen /"1™

(Idé till 3: Om [P = [KL™ 3 &r [7=% = ["™.)
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Talteori
0000000000000 00000

Exempel: Om /; = 3/2 och I, = 2 fér vi foljande tabell.
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Talteori
0000000000000 00000

Exempel: Om /; = 3/2 och I, = 2 fér vi foljande tabell.

n| m, TEE

110 3/2=(3/2)'-(2)°
2| —1| 9/8=(3/2)*-(2)*
3| —1(27/16 =(3/2)*-(2)°!
4| —2181/64=(3/2)* (2)?
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Talteori
0000000000000 00000

Exempel: Om /; = 3/2 och I, = 2 fér vi foljande tabell.

n| m, TEE

110 3/2=(3/2)'-(2)°
2| —1| 9/8=(3/2)*-(2)*
3| —1(27/16 =(3/2)*-(2)°!
4| —2181/64=(3/2)* (2)?

Taljaren alltid ar udda, och namnaren alltid ar jamn. Darfor
blir aldrig I - ;™" = 1.
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Talteori
0000000000000 00000

Exempel: Om /; = 3/2 och I, = 2 fér vi foljande tabell.

n| m, TEE

110 3/2=(3/2)'-(2)°
2| —1| 9/8=(3/2)*-(2)*
3| —1(27/16 =(3/2)*-(2)°!
4| —2181/64=(3/2)* (2)?

Taljaren alltid ar udda, och namnaren alltid ar jamn. Darfor
blir aldrig I - ;™" = 1.

Kan vi generalisera det?
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Talteori
0000000000000 00000

Om n och m &r positiva heltal sd kan ekvationen /i’ = ;7 kan

skrivas som
r= W=/
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Talteori
0000000000000 00000

Om n och m &r positiva heltal sd kan ekvationen /i’ = ;7 kan

skrivas som
= VE= 1k

Talet r kallas for en gemensam rot till I; och /.
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Talteori
0000000000000 00000

Om n och m &r positiva heltal sd kan ekvationen /i’ = ;7 kan

skrivas som
r=%h=1h
Talet r kallas for en gemensam rot till I; och /.

Exempel: Talen 4 och 8 har 2 som gemensam rot, eftersom
V8 =2 och v/4 = 2. Alternativt 23 = 8 och 22 = 4.
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Talteori
0000000000000 00000

Om n och m &r positiva heltal sd kan ekvationen /i’ = ;7 kan

skrivas som
r=%h=1h
Talet r kallas for en gemensam rot till I; och /.

Exempel: Talen 4 och 8 har 2 som gemensam rot, eftersom
V8 =2 och v/4 = 2. Alternativt 23 = 8 och 22 = 4.

1 2 4 8

Figur: 2 &r gemensam rot till 4 och 8.
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Talteori
00000@000000000000

Talen 2 och 3 har ingen gemensam rot.
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Talteori
00000@000000000000

Talen 2 och 3 har ingen gemensam rot.

Bevis: Anta att r uppfyller att r* =2 och r/ = 3.
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Talteori
00000@000000000000

Talen 2 och 3 har ingen gemensam rot.

Bevis: Anta att r uppfyller att r* = 2 och r/ = 3. D3 giller

(rk)l — rkl — (rl)k PEN 2/ — 3k
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Talteori
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Talen 2 och 3 har ingen gemensam rot.

Bevis: Anta att r uppfyller att r* = 2 och r/ = 3. D3 giller
(rk)l — rkl — (rl)k PEN 2/ — 3k

Men detta dr omdjligt! 2/ r jamnt och 3% r udda.
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For att hitta rena, slutna och andligt underdelade tonsystem
maste vi studera gemensamma rotter av rationella tal.
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For att hitta rena, slutna och andligt underdelade tonsystem
maste vi studera gemensamma rotter av rationella tal.

Vi ska anvanda aritmetikens fundamentalsats.
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For att hitta rena, slutna och andligt underdelade tonsystem
maste vi studera gemensamma rotter av rationella tal.

Vi ska anvanda aritmetikens fundamentalsats.

Definition: Ett heltal a delar ett heltal b ifall det finns ett
heltal n sa att b = an.
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For att hitta rena, slutna och andligt underdelade tonsystem
maste vi studera gemensamma rotter av rationella tal.

Vi ska anvanda aritmetikens fundamentalsats.

Definition: Ett heltal a delar ett heltal b ifall det finns ett
heltal n sa att b = an.

Exempel: 4 delar 20 = 4 - 5, men delar inte 21.
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Definition: Ett primtal p ar ett heltal som &r storre an 1 och
endast ar delbart med sig sjalv och 1.
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Definition: Ett primtal p ar ett heltal som &r storre an 1 och
endast ar delbart med sig sjalv och 1.

Exempel: 5 och 11 &r primtal. 6 = 2 - 3 ar inte ett primtal.

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Talteori
0000000@0000000000

Definition: Ett primtal p ar ett heltal som &r storre an 1 och
endast ar delbart med sig sjalv och 1.

Exempel: 5 och 11 &r primtal. 6 = 2 - 3 ar inte ett primtal.

Observera att 1 inte ar ett primtal.
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -

Uttrycket pi™ - - - p kallas for primtalsfaktoriseringen av r.
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -

Uttrycket pi™ - - - p kallas for primtalsfaktoriseringen av r.
Talet m; ar multipliciteten av p;.
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -

Uttrycket pi™ - - - p kallas for primtalsfaktoriseringen av r.
Talet m; ar multipliciteten av p;.

Primtalen ar atomer som bygger upp de rationella talen.
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -

Uttrycket pi™ - - - p kallas for primtalsfaktoriseringen av r.
Talet m; ar multipliciteten av p;.

Primtalen ar atomer som bygger upp de rationella talen.

Anmarkningar:
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -

Uttrycket pi™ - - - p kallas for primtalsfaktoriseringen av r.
Talet m; ar multipliciteten av p;.

Primtalen ar atomer som bygger upp de rationella talen.
Anmarkningar:

» Multipliciteterna kan vara negativa.
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -

Uttrycket pi™ - - - p kallas for primtalsfaktoriseringen av r.
Talet m; ar multipliciteten av p;.

Primtalen ar atomer som bygger upp de rationella talen.
Anmarkningar:
» Multipliciteterna kan vara negativa.

» Satsen galler bara for rationella tal.
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Sats: (Aritmetikens fundamentalsats) Om r ar ett positivt
rationellt tal sa finns det unika primtal py, ..., px och
nollskilda heltal my, ..., my sa att

— MM my
Fr=py Py Py -

Uttrycket pi™ - - - p kallas for primtalsfaktoriseringen av r.
Talet m; ar multipliciteten av p;.

Primtalen ar atomer som bygger upp de rationella talen.
Anmarkningar:

» Multipliciteterna kan vara negativa.

» Satsen galler bara for rationella tal.

» De
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Exempel: Talet 4/15 har primtalsfaktoriseringen 22-371.571,
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Exempel: Talet 4/15 har primtalsfaktoriseringen 22-371.571,

Unikhet betyder att ifall

my me __ m n
pl pk _ql...qI

ar primtalsfaktoriseringar, sd ar | = k, och indexen kan ordnas
sa att g; = p; och m; = n; for alla 1 </ < k.
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Exempel: Talet 4/15 har primtalsfaktoriseringen 22-371.571,
Unikhet betyder att ifall
p]’:rll o e p;;rlk e q]l:’l .. qlrll

ar primtalsfaktoriseringar, sd ar | = k, och indexen kan ordnas
sa att g; = p; och m; = n; for alla 1 </ < k.

Om 1 var ett primtal vore inte faktoriseringen unik.
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Exempel: Talet 4/15 har primtalsfaktoriseringen 22-371.571,

Unikhet betyder att ifall

my mg __ m n
pl pk _ql...qI

ar primtalsfaktoriseringar, sd ar | = k, och indexen kan ordnas
sa att g; = p; och m; = n; for alla 1 </ < k.

Om 1 var ett primtal vore inte faktoriseringen unik.

3
Z—922.371_1.02.31
4
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En konsekvens av aritmetikens fundamentalsats ar féljande.
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En konsekvens av aritmetikens fundamentalsats ar féljande.

Sats: Om r; och r, ar tva positiva rationella tal som uppfyller
r{ = r)" for tva heltal m och n, sa finns det ett rationellt tal r

sd att r™ =r och r" = r,.

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Talteori
0000000000 e0000000

En konsekvens av aritmetikens fundamentalsats ar féljande.

Sats: Om r; och r, ar tva positiva rationella tal som uppfyller
r{ = r)" for tva heltal m och n, sa finns det ett rationellt tal r

sd att r™ =r och r" = r,.

Satsen sdger att om r; och r, dr positiva rationella tal, sa
intraffar ett av foljande.

1. r, och r; saknar gemensamma rotter.
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En konsekvens av aritmetikens fundamentalsats ar féljande.

Sats: Om r; och r, ar tva positiva rationella tal som uppfyller
r{ = r)" for tva heltal m och n, sa finns det ett rationellt tal r

sd att r™ =r och r" = r,.

Satsen sdger att om r; och r, dr positiva rationella tal, sa
intraffar ett av foljande.

1. r, och r; saknar gemensamma rotter.

2. r; och r, har minst en gemensam rationell rot.
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En konsekvens av aritmetikens fundamentalsats ar féljande.

Sats: Om r; och r, ar tva positiva rationella tal som uppfyller
r{ = r)" for tva heltal m och n, sa finns det ett rationellt tal r
sd att r™ =r och r" = r,.

Satsen sdger att om r; och r, dr positiva rationella tal, sa
intraffar ett av foljande.

1. r, och r; saknar gemensamma rotter.
2. r; och r, har minst en gemensam rationell rot.

Tva rationella tal kan inte enbart ha irrationella
gemensamma rotter.
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Beviset bygger pa unikheten i primtalsfaktoriseringen.
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Beviset bygger pa unikheten i primtalsfaktoriseringen.

Bevisidé: 1. Visa att vi kan anta att n och m saknar
gemensamma delare.
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Beviset bygger pa unikheten i primtalsfaktoriseringen.

Bevisidé: 1. Visa att vi kan anta att n och m saknar
gemensamma delare.

2. Primtalsfaktorisera r; och ry:

m m n n
rn=pop och n=gq"--q/.
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Beviset bygger pa unikheten i primtalsfaktoriseringen.

Bevisidé: 1. Visa att vi kan anta att n och m saknar
gemensamma delare.

2. Primtalsfaktorisera r; och ry:

m m n n
rlzpll...pkk OCh rzqul...ql/

3. Satt in faktoriseringarna i ekvationen och fa

(" )" = (- )"
mgn nim nm

..pk :ql ...ql

min

< P
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4. Eftersom

min

P1

myn

...pk

nim

:ql

nm

...q/

och primtalsfaktoriseringen ar unik sa ar k =/, p; = g; och
min=n;mforallai=1,..., k.
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4. Eftersom

min

P1

myn

...pk

nim

:ql

... q/"/’"
och primtalsfaktoriseringen ar unik sa ar k =/, p; = g; och
min=n;mforallai=1,..., k.

5. Visa att eftersom n och m saknar gemensamma delare s
finns det for alla i =1,..., k ett tal k; sd att n; = k;n (dvs n
delar n;.)
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4. Eftersom

min

P1

myn

...pk

nim

:ql

nm

e q/
och primtalsfaktoriseringen ar unik sa ar k =/, p; = g; och
min=n;mforallai=1,..., k.

5. Visa att eftersom n och m saknar gemensamma delare s
finns det for alla i =1,..., k ett tal k; sd att n; = k;n (dvs n
delar n;.)
6. Satt
k k
r=gq;...q".

och verifiera att r ar en gemensam rot till r, och r,.

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Talteori
0000000000000 e0000

Det sistnamnda sker i tva steg.
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Det sistnamnda sker i tva steg.

Steg 1: Visa att r" = n,.

n
n __ k1 k/ _ k1n k/n_ ny ng __
r—<ql...q,) =q; -..q =q...q =n

dar vi anvander att k;n = n;.
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Det sistnamnda sker i tva steg.
Steg 1: Visa att r" = n,.
k k)" k k
r" = (qll...ql’) =q¢""...q" =q"...q" =n

dar vi anvander att k;n = n;.

Steg 2: Visa att r'™ = ny.

n=r=""=0") = n=r"
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Det sistnamnda sker i tva steg.
Steg 1: Visa att r" = n,.
k k)" k k
r" = (qll...ql’) =q¢""...q" =q"...q" =n

dar vi anvander att k;n = n;.

Steg 2: Visa att r'™ = ny.
n=r=""=0") = n=r"

Talet r ar alltsd en gemensam, rationell rot till r; och r.
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Ovanstaende sats ar nyckeln for att bevisa foljande sats.
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Ovanstaende sats ar nyckeln for att bevisa foljande sats.

Sats: Om T ar ett andligt underdelat, slutet och rent
tonsystem sa finns det ett rationellt tal | sa att T = T(I).
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Ovanstaende sats ar nyckeln for att bevisa foljande sats.

Sats: Om T ar ett andligt underdelat, slutet och rent
tonsystem sa finns det ett rationellt tal | sa att T = T(I).

Grundtanken &r att om systemet ar dndligt underdelat, slutet
och rent, s3 maste varje par av intervall ha en gemensam
rationell rot. Denna rot genererar T.
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Ovanstaende sats ar nyckeln for att bevisa foljande sats.

Sats: Om T ar ett andligt underdelat, slutet och rent
tonsystem sa finns det ett rationellt tal | sa att T = T(I).

Grundtanken &r att om systemet ar dndligt underdelat, slutet
och rent, s3 maste varje par av intervall ha en gemensam
rationell rot. Denna rot genererar T.

Men det finns ett problem. Intervall kan ha flera gemensamma
rationella rotter, och alla genererar inte tonsystemet.
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Exempel: Tonsystemet T(2) innehaller bland annat 16 och
64.
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Exempel: Tonsystemet T(2) innehaller bland annat 16 och
64.

En gemensam rot for 16 och 64 ar 4.

42 =16 och 4°=64.
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Exempel: Tonsystemet T(2) innehaller bland annat 16 och
64.

En gemensam rot for 16 och 64 ar 4.
42=16 och 4°=64.

Men T(2) # T(4), t.ex kan inte 8 = 23 skrivas p3 formen 4"
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Exempel: Tonsystemet T(2) innehaller bland annat 16 och
64.

En gemensam rot for 16 och 64 ar 4.
42=16 och 4°=64.

Men T(2) # T(4), t.ex kan inte 8 = 23 skrivas p3 formen 4"

Vi kan alltsd inte ta vilken gemensam rot som helst.
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Exempel: Tonsystemet T(2) innehaller bland annat 16 och
64.

En gemensam rot for 16 och 64 ar 4.
42=16 och 4°=64.

Men T(2) # T(4), t.ex kan inte 8 = 23 skrivas p3 formen 4"
Vi kan alltsd inte ta vilken gemensam rot som helst.

Det behovs en rot som fungerar for alla intervallpar.
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Exempel: Tonsystemet T(2) innehaller bland annat 16 och
64.

En gemensam rot for 16 och 64 ar 4.
42=16 och 4°=64.

Men T(2) # T(4), t.ex kan inte 8 = 23 skrivas p3 formen 4"
Vi kan alltsd inte ta vilken gemensam rot som helst.

Det behovs en rot som fungerar for alla intervallpar. Detta
kallas for en primitiv rationell rot.
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Nyckeln ar att visa att de gemensamma rotterna av tva
rationella tal har formen

dar r ett rationellt tal.
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Nyckeln ar att visa att de gemensamma rotterna av tva
rationella tal har formen

dar r ett rationellt tal. Talet r ar den primitiva rationella roten.
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Nyckeln ar att visa att de gemensamma rotterna av tva
rationella tal har formen

dar r ett rationellt tal. Talet r ar den primitiva rationella roten.

Exempel: 64 = 82 och 512 = 83 har de gemensamma
rotterna 2, 22 = 4 och 23 = 8.
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Nyckeln ar att visa att de gemensamma rotterna av tva
rationella tal har formen

dar r ett rationellt tal. Talet r ar den primitiva rationella roten.

Exempel: 64 = 82 och 512 = 83 har de gemensamma
rotterna 2, 22 = 4 och 23 = 8.

Se kompendiet for detaljernal

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Talteori
0000000000000 0000e

Foljdsats: Det enda rena, andligt underdelade och slutna
tonsystemet som innehdller intervallet 2 (oktaven) dr T(2).
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Foljdsats: Det enda rena, andligt underdelade och slutna
tonsystemet som innehdller intervallet 2 (oktaven) dr T(2).

Bevis: Anta att T ar andligt underdelat, rent och slutet och
innehaller 2.
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Foljdsats: Det enda rena, andligt underdelade och slutna
tonsystemet som innehdller intervallet 2 (oktaven) dr T(2).

Bevis: Anta att T ar andligt underdelat, rent och slutet och
innehdller 2. Da & T = T(/) for nagot rationellt tal /, och
I" = 2 for ndgot heltal n.
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Foljdsats: Det enda rena, andligt underdelade och slutna
tonsystemet som innehdller intervallet 2 (oktaven) dr T(2).

Bevis: Anta att T ar andligt underdelat, rent och slutet och
innehdller 2. Da & T = T(/) for nagot rationellt tal /, och
I" = 2 for ndgot heltal n.

my

Primtalsfaktorisera | = pi™ - - - p™* och satt in i ekvationen:

ln:2 P pfml...pzmk:21
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Foljdsats: Det enda rena, andligt underdelade och slutna
tonsystemet som innehdller intervallet 2 (oktaven) dr T(2).

Bevis: Anta att T ar andligt underdelat, rent och slutet och
innehdller 2. Da & T = T(/) for nagot rationellt tal /, och
I" = 2 for ndgot heltal n.

Primtalsfaktorisera | = pi™ - - - p™*

och satt in i ekvationen:
1
ln:2 <‘:> pfml...pzmk :2

Eftersom 2 ar ett primtal &r k =1, py =2 och mn=1.
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Foljdsats: Det enda rena, andligt underdelade och slutna
tonsystemet som innehdller intervallet 2 (oktaven) dr T(2).

Bevis: Anta att T ar andligt underdelat, rent och slutet och
innehdller 2. Da & T = T(/) for nagot rationellt tal /, och
I" = 2 for ndgot heltal n.

Primtalsfaktorisera | = pi™ - - - p™*

och satt in i ekvationen:
1
ln:2 <‘:> pfml...pzmk :2

Eftersom 2 ar ett primtal &r k =1, py =2 och mn=1.
Alltsa ar | = 2 eller | = 1/2. Oavsett vilket far vi
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Liksvavig temperatur
[ Jelelolole}

Liksvavig temperatur

For att hitta ett tonsystem som innehaller oktaven och
ytterligare intervall maste vi overge slutenhet, andlig
underdelning eller renhet.
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Liksvavig temperatur
[ Jelelolole}

Liksvavig temperatur

For att hitta ett tonsystem som innehaller oktaven och
ytterligare intervall maste vi overge slutenhet, andlig
underdelning eller renhet.

> Att ta bort slutenhet innebar att musiken inte kan
transponeras.
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Liksvavig temperatur
[ Jelelolole}

Liksvavig temperatur

For att hitta ett tonsystem som innehaller oktaven och
ytterligare intervall maste vi overge slutenhet, andlig
underdelning eller renhet.

> Att ta bort slutenhet innebar att musiken inte kan
transponeras.

» Att ta bort dandlig underdelning innebar att man endast
kan anvanda instrument med fri intonering.

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Matematik och musik



Liksvavig temperatur
[ Jelelolole}

Liksvavig temperatur

For att hitta ett tonsystem som innehaller oktaven och
ytterligare intervall maste vi overge slutenhet, andlig
underdelning eller renhet.

> Att ta bort slutenhet innebar att musiken inte kan
transponeras.

» Att ta bort dandlig underdelning innebar att man endast
kan anvanda instrument med fri intonering.

> Att ta bort renhet innebar att man anvander irrationella
intervall.
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Liksvavig temperatur
0@0000

Sedan 1800-talet anvander man i europeisk och amerikansk
musik det liksvavigt tempererade tolvtonsystemet, som bygger

pa irrationella intervall. For att definiera det anvander man
cent.
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Liksvavig temperatur
0@0000

Sedan 1800-talet anvander man i europeisk och amerikansk
musik det liksvavigt tempererade tolvtonsystemet, som bygger
pa irrationella intervall. For att definiera det anvander man
cent.

Om [ &r ett intervall i ett tonsystem, sa ar dess varde i cent
lika med

1200 - log, (/).
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Liksvavig temperatur
0@0000

Sedan 1800-talet anvander man i europeisk och amerikansk
musik det liksvavigt tempererade tolvtonsystemet, som bygger
pa irrationella intervall. For att definiera det anvander man
cent.

Om [ &r ett intervall i ett tonsystem, sa ar dess varde i cent
lika med

1200 - log, (/).

For att uttrycka ett intervall i cent som ett forhallande mellan
frekvenser, sa anvands formeln

| — 9c/1200
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Liksvavig temperatur
[e]e] Yolole}

Oktaven (2) motsvarar 1200 cent, eftersom

1200 - log,(2) = 1200 cent.
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Liksvavig temperatur
[e]e] Yolole}

Oktaven (2) motsvarar 1200 cent, eftersom
1200 - log,(2) = 1200 cent.
Den stora tersen (5/4) motsvarar

1200 - log,(5/4) ~ 386 cent.
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Liksvavig temperatur
[e]e] Yolole}

Oktaven (2) motsvarar 1200 cent, eftersom
1200 - log,(2) = 1200 cent.
Den stora tersen (5/4) motsvarar
1200 - log,(5/4) ~ 386 cent.

Tolvtonsystemet delar upp oktaven i 12 steg & 100 cent.
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Liksvavig temperatur
[e]e] Yolole}

Oktaven (2) motsvarar 1200 cent, eftersom
1200 - log,(2) = 1200 cent.
Den stora tersen (5/4) motsvarar
1200 - log,(5/4) ~ 386 cent.

Tolvtonsystemet delar upp oktaven i 12 steg & 100 cent.
Stegen kallas for halvtoner. Tva halvtoner ar en helton.
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Liksvavig temperatur
[e]e] Yolole}

Oktaven (2) motsvarar 1200 cent, eftersom
1200 - log,(2) = 1200 cent.
Den stora tersen (5/4) motsvarar
1200 - log,(5/4) ~ 386 cent.

Tolvtonsystemet delar upp oktaven i 12 steg & 100 cent.
Stegen kallas for halvtoner. Tva halvtoner ar en helton.

Varje steg har ett eget namn, och toner som ar en oktav ifran
varandra heter samma sak.
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Liksvavig temperatur
[e]ele] Yole}

Namn | Cent | Alt. namn Uttal

A 0 A

A¥ 100 B® Aiss/Bess
B 200 B
C 300 C

c# 400 DP Ciss/Dess
D 500 D

D# 600 EP Diss/Ess
E 700 E
F 800 F

F 900 (e Fiss/Gess
G 1000 G

G#* | 1100 AP Giss/Ass
A 1200 A
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Liksvavig temperatur
000080

Systemet ocksd beskrivas som

{(¥2) | nez}=T(V2).
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Liksvavig temperatur
000080

Systemet ocksd beskrivas som
{(¥2) | nez}=T(V2).

Tolvtonssystemet ar slutet, andligt underdelat och innehaller
oktaven, men inte rent eftersom ¥/2 &r irrationellt.
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Liksvavig temperatur
000080

Systemet ocksd beskrivas som
{(¥2) |nez}=T(¥2).
Tolvtonssystemet ar slutet, andligt underdelat och innehaller

oktaven, men inte rent eftersom /2 ir irrationellt.

For att bestimma vilka frekvenser som ingdr multiplicerar man
alla intervall med en grundfrekvens, vanligtvis 440 Hertz.
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Liksvavig temperatur
00000e

Ton | Rent (Hz) | Liksvévig (Hz) | Skillnad
A 440 440 0
A7 469 466 3
B 495 494 1
C 528 523 5
c* 550 554 —4
D 587 587 -1
D# 611 622 —11
E 660 659 1
F 704 698 6
F 733 740 -7
G 792 784 8
G* 825 831 —6
A 830 880 0
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Skalor
000

Skalor

En skala bestar av ett antal toner i oktaven.
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Skalor
000

Skalor

En skala bestar av ett antal toner i oktaven.

Den bestams genom att specificera en grundton och avstandet
mellan tonerna i halvtoner upp till nasta oktav.
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Skalor
000

Skalor

En skala bestar av ett antal toner i oktaven.

Den bestams genom att specificera en grundton och avstandet
mellan tonerna i halvtoner upp till nasta oktav.

| tolvtonssystemet spelar grundtonen inte nagon stoérre roll.
Darfor specificerar man bara avstanden mellan tonerna.
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Skalor
0e0

De vanligaste skalorna ar dur- och mollskalan.
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Skalor
0e0

De vanligaste skalorna ar dur- och mollskalan.

Definition: Durskalan bestdr av en grundton samt avstanden
2-2-1-2-2-2-1.
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Skalor
0e0

De vanligaste skalorna ar dur- och mollskalan.

Definition: Durskalan bestdr av en grundton samt avstanden
2-2-1-2-2-2-1.

Exempel: | C s3 ar durskalan C-D-E-F-G-A-B.
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Skalor
0e0

De vanligaste skalorna ar dur- och mollskalan.

Definition: Durskalan bestdr av en grundton samt avstanden
2-2-1-2-2-2-1.

Exempel: | C s3 ar durskalan C-D-E-F-G-A-B.

Definition: Mollskalan bestar av en grundton samt avstanden
2-1-2-2-1-2-2.
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Skalor
0e0

De vanligaste skalorna ar dur- och mollskalan.

Definition: Durskalan bestdr av en grundton samt avstanden
2-2-1-2-2-2-1.

Exempel: | C s3 ar durskalan C-D-E-F-G-A-B.

Definition: Mollskalan bestar av en grundton samt avstanden
2-1-2-2-1-2-2.

Exempel: | C s dr mollskalan C-D-E>-F-G-Ab-Bb.
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Skalor
0e0

De vanligaste skalorna ar dur- och mollskalan.

Definition: Durskalan bestdr av en grundton samt avstanden
2-2-1-2-2-2-1.

Exempel: | C s3 ar durskalan C-D-E-F-G-A-B.

Definition: Mollskalan bestar av en grundton samt avstanden
2-1-2-2-1-2-2.

Exempel: | C s dr mollskalan C-D-E>-F-G-Ab-Bb.

| kompendiet star det ocksd om ackord och treklanger.
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Skalor
ooe

Nasta tillfalle

Nasta gdng ar om tva veckor (18/2). Det ar ett Svningstillfalle.
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Skalor
ooe

Nasta tillfalle

Nasta gdng ar om tva veckor (18/2). Det ar ett Svningstillfalle.

Nasta foreldsning ar om fem veckor (11/3). Da kommer vi
prata om den diskreta Fouriertransformen.
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