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Valkomnal

@ Repetition av den diskreta fouriertransformen (DFT)
@ Sats och bevis (teoretiskt)

@ G3 igenom en snabbare algorithm (praktiskt och teoretiskt)

@ G3 igenom hur man programmera den snabbare algoritm
(praktiskt)
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Kom ih&g: forelasning 4

Nytt mal

i27/n

Berdkna y;, j=0,....,n—1,dirw =e" , x; kanda for

i=0,...,n—1och

Yo+ yiwd + w4+ 4 yw Y =

| A

Skriva om!
x € R" och X = (eo ei27r/n ei47r/n o e,i2(n71)7r/n) T
A L\ [ v %
- )(0 )(1 )(2 . )(n—l : — g

AN |

Yn-1 Xn—1

o’
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Kom ih&g: forelasning 4

Vi méste |6sa B,y = x for y

e e il ol Yo X0
] sl " T o (01 n X1
R Wt w—2n=1) _
Vn : :
0 —(n—1) —2(n—1) —(n—1)?
& = L w Yn—1 Xn—1
=:B,
dir w = e—27/n
@ Gausselimination
@ Men vi kan |6sa det billigare . . .

4
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Kom ih&g: forelasning 4

Vi har d&: y = F,x, dar F,B, = B,F, = | och F,

Yo Wl WO w® w® X0
7 W Wt w? w(n=1) X1
— R P w* w2(n—1)
vn :
Vo1 WO 1) ,2An-1) w(nfl)z X1
dir w = e~27/n

@ Multiplicera en matris med en vektor: O(n?) (billigare)
e Battre dn Gausselimination: O(n®)

4
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Den diskreta fouriertransformen (DFT) av en vektor
x = [xo0,x1, ..., Xn_1]" € R" ar vektorn y = [yo, ¥1,...,¥n1]" € C"

i2mw/n

darw = e~ och

Notera:
@ Det har betyder att vi multiplicera en matris med en vektor
@ Det ar bara ett annat satt att skriva
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Diskreta fouriertransformen

@ Berikna den diskreta fouriertransformen av x = [0,1,0, —1]7
e xeR* n=4

o D4 har vi att: w = e 2™/4 = ¢='"/2 = _j och
" 11 1 1\ /0
n|_1[1 w o & 1
vl Val|l o ot W 0|’
V3 1 wd W Wf -1

@ dvs y = Fux dar y 4r DFT:n av x
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Diskreta fouriertransformen

Mal: berikna y € C* som &r den diskreta

fouriertransformen

7 11 1 1)\ /0
n 111w W WP 1
Vo Vil W wt W 0
Vs 1 w3 Wb WP —1
1 1 1 1 0
_ 1 1 — -1 1
201 -1 1 -1 0
1 /7 -1 —j -1
eftersom (—i)?> = i> = —1 och (—i)® = (=i?)i = —i.
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Diskreta fouriertransformen (3)

Mal: berikna y € C* som &r den diskreta
fouriertransformen

D34 far vi svaret y € C*:

Yo 1 1 1 1 0
il 1|1 —i -1 1
vl 2|1 -1 1 -1 0
Y3 1 7 =1 —i -1
0
I
~l10
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Inversa diskret fouriertransformen (1)

Definition: (Invers diskret fouriertransform)

Den inversa diskret fouriertransformen av en vektor y ar vektorn x si

att x = F 'y = B,y.

X0 wd
x| 1 | wt w? w3
x| ﬁ w W W e
X3 ol @ o

N _

i2m/4 _ e—iTr/2 — _f

darw = e~ i

Yo
1

y3

v
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Inversa diskret fouriertransformen (2

w = e—i27r/4 — e—i7r/2 — —j och (.U_k — (e—i27r/4)—k — (ei2k7r/4)

Vi kan verifiera:

v

X0 CUO (,UO wo wo Yo
x| 1 e Wt W e Y1
=—7= 1.0 2 -4 6
X0 Ve | W' w w w Y
X3 o o w® @ V3
1 1 1 1 0
IS A G I
211 -1 1 -1 0
1 -7 -1
A c T
Safarviattx=(0 1 0 —1)
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Teori

M3l
Bevisa att vi kan skriva diskreta fouriertransformen av en vektor
(reella tal) med dimension n med exakt n reella tal.

Som vi s&g innan: DFT:n av x = (0 10 —1)T € R* ar

ag + boi 0 0+ (0)i
lait+bi | =i 0—1(i) 4
Y=\ aythi| = |0 | |[or(i] €€

o 8reella tal (a;,b; € R,i=0,1,2,3)
@ Ska bevisa att vi behdver bara 4 (dvs: ag, a1, a2, by)

v
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Teori

Bevisa att vi kan skriva diskreta fouriertransformen av en vektor
(reella tal) med dimension n med exakt n reella tal.

Vi behover en sats

@ Forst: En hjalpsats (med bevis)
@ Sedan: En sats (med bevis)

@ Darefter: anvanda resultatet fran satsen

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 11 mars 2021 13 /29



Teori

Hjalpsats

Det komplexa konjugatet av produkten ar produkten av de komplexa

konjugaten, dvs (a+ ib)(c + id) = (a + ib)(c + id).

Bevis
L&t a, b, c,d € R. D& har vi féljande ekvation.

(a+ ib)(c + id) = ac — bd + i(ad + bc)
= ac — bd — i(ad + bc)
= (a—ib)(c — id)
— (a+ ib)(c + id).
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Teori

Sats

Anta att {y,} ar den diskreta fouriertransformen av {x}, dar x; ar
reella tal. D3 ar yy ett reellt tal och y, =y, fork=1,...,n— 1.

Mer konkret: x € R* och DFT:n av x &r y € C* dar

Yo ag + bol do 0+ (O)I 0
I B! . 81+b1i . 31+b1i . O—].(I) . —i
Y= Yo o a + bzl o dan o (O)I o 0
V3 as + bszi ai — bii + (1)i i

@ Behover berdkna ag, a;, a» och b; men inte as, by, by och bs

@ Vi maste bevisa det har

v
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Teori

Anta att {y,} ar den diskreta fouriertransformen av {x.}, dar x; ar
reella tal. D3 ar yq ett reellt tal och y, =Yy, fork=1,...,n—1.

@ Vi ska borja bevisa satsen

o Kom ihag definitionen av DFT:n

y = F,x

n—1
1 § ik
<> Yk = % < XJU)"

@ Vi ska anvanda summan i beviset som foljer

v
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Teori

Bevis (1)
yo ar reellt eftersom yy = Z s xj och
wn—k _ e—i27r(n—k)/n
_ e—i27rei27rk/n
—1. ei27rk/n

= cos(2mk/n) + isin(2mk/n)

och

wk _ e—127rk/n

= cos(2mk/n) — isin(2mwk/n).

Allts3 giller att w™* = wk.
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Teori

Bevis (2)
Vi har ocksa:

som ar vad vi ville bevisa.

v
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Teori

Anta att x = [xg, x1,...,x7]” € R® D4 har DFT:n y av x féljande
form.

Yo ag + Ibg a0 Yo

N a1 + ib ar + ib :

Yo ar + iby ap + iby -
. . Yz

|ys|  |astibs|  |az+ibs| 2 ]

V= va| |aa+ibs| a4 I ’

Y5 as + lb5 dz — Ib3 yg_l

Y6 ap + Ibg ay — ibs :

y7 a7 + ibq a; — ib; Y1

dar a;,b; € R for i =0,...,7. S& kan vi skriva DFT av en
vektor med dimension n med exakt n reella tal.

4
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FFT: Snabb fouriertransform

@ En algoritm som kan berdkna y som ar DFT:n av x dnnu
snabbare
o Algoritmen heter Snabb fouriertransform (FFT)
o Vi gér igenom Cooley-Tukey FFT satt att berdkna
o Kom ihag: w = e 2™/" och
Yo WO WP WO e W0 Xo
n e et W eve @ X1
_ L0 L2 o o 2n=1)
vn .
Yot W0 u)(n;1) w2(;171) (=172 Xn.—l
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FFT: Snabb fouriertransform

Steg 1: Kom ihag F,

@ Fy, dvs y = Fux
o Tar for tillfallet bort faktorn 1/2

Zy w® W W W\ [
z| W W W? WP X
| | w? w* WP X5
z3 el @ @l e X3

2

@ Vi kan skriva z = Myx dir z € C*

@ Mer generellt har vi z = M, x
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FFT: Snabb fouriertransform

Steg 2: Skriv om produkten

Skriv om varje rad i produkten s§ att:
@ vi forst skriver termerna med jamna index och
o darefter de med udda index, dvs
2y CL}O wo (,do wo X0
z| | W' w? WP X1
2 || w® W wf W Xo
Z3 o) @ X3
woxo ar wox2 aF woxl aF wox3
. woxo -+ w2x2 + wlxl + w3x3
woxo T w4x2 = w2x1 = w6x3
wWox + wlxo + wixy + wixs

v
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FFT: Snabb fouriertransform

Steg 3: Faktorisera

Pa rad i faktorisera ut w' fran termer x; med udda index, dvs

Z wWox + w0 + WX + wlxs
2| | %% +wixe + wixg + wixs
2| | W% + wxe + wxy + wbxs
Z3 w°x0+cux2-|-wxl-|-wX3

WOy + wox + wO(wlx + wlx3)

W + w?x + wl(wx + w?x3)
wWoxp + w X2+w2( 0% + whxs)
wWxp + wlxz + w3(wWox + wbx3)

Notera: (w/)(w*) = w/tk
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FFT: Snabb fouriertransform

Steg 4: Anvind att w* =

Skriv om som féljande:

Zy wox + w0 + wO(wlxy + wlx
zy | OXO + w2x2 + w! Oxl + w?x
2 | | w0 + whxe + w(wlx + whx
7 w9 + w0 + w3 (wlxy 4+ wox:

wWOxp + W + W (W' + wOxs
xo—i-w Xo tw

B 0
WP 1(¢,,0
x0+wx2+w x1+wx3
W0 0
w9 0

(w 3)
(w 3)
(w 3)
(w 3)
W + WO + w?(wWox + w x3)
(w )
( )
3( )

CL)X1+CL) X3

0,0
. W w
och notera att vi ser M, := (wo wz)
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FFT: Snabb fouriertransform

Steg 5: Skapa tvé vektorer och skriva om

Skapa u = [up, u1]" och v = [w, vi]" s&dant att:

(0) = (s %) (2) = (2)
() = (& &) () = )

Skriv om ekvationerna for att berdkna z; med de nya vektorerna:

Zo Wi + Wi + w?(wx; + w'x3) up + wlv
z | | WO +wio +wh(wWix +wixg) || m+win
2| | W%+ W% + w0 +wOxs) | | wo + wiw
73 WO + w?xp + w3(wx; + w?x3) W == 6o

v

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 11 mars 2021 25 /29



FFT: Snabb fouriertransform

Med nya variabler

0

2 Wi + WO + w?(wx; + wOx
z | | WO + wxe + wh(wfx; + wx:
2| | Wi+ Wi + w?(wlx + wix
73 wWOxp + w?xy + w3 (W + w3x

3)
3)
3)
3)

up + wlv
u +wln
Ug + w?vy
u + wivy

Notera: y som ar DFT:n av x &r lika med %z, dar z ar vektorn som vi
har precis berdknat
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FFT: Snabb fouriertransform

Sammanfattning:

@ Vi kan berdkna FFT:n av en vektor med dimension n = 4 genom
att berdkna tvd DFT pa tva olika vektorer av dimension 2
(A=2)

@ Om dimensionen ar storre an 4:

o Salingen=2 j=1,2,...
o L6s mindre delproblem om och om igen
o Nar den nya dimensionen i = 2, berdkna DFT:n
o Att dela upp ett problem i ett antal mindre delproblem p3 detta
satt kallas for rekursion

o (Ofta lattare att forstd nar man ser koden)

@ FFT ar mycket snabbare dn att anvianda den vanliga DFT
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FFT: Snabb fouriertransform

Forst: O(n®) med Gausselimination
Sedan: O(n?) med att multiplicera en matris med en vektor
Nu: FFT tar O(nlog, n) berdkningar

Notera: Samma svar med alla 3 metoder

Om n ar litet, till exempel 3 eller 4, &r det svart att se hur stor
betydelse detta har

Ta istillet n = 21 = 65536 s far vi

Gausselimination: n® = 2% ~2.8.10™
Multiplicera: n* =232~ 4.10°
FFT: nlog, n =216 = 2%° ~ 10°
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Python kod

@ Python kod finns i kompendium
@ Helt okej om man inte kan programmera redan
o Poingen ar att ni kan anvanda koden har
o (inte att skriva den sjilva)
@ Innan nasta tillfdlle: ladda ner Anaconda sé att ni kan
programmera i Python p3 era datorer (lank p& hemsidan)

o P3 dvningar: vi ska g& igenom nagra enkla Python program
e Bra om ni experimentar sjilva ocksd
@ Jag anvander Spyder nar jag programmera i Python
o Integrated development environment (IDE)
o Den gor det latt att skriva program

o Leka lite med FFT kod i kompendium

.
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