www.math-stockholm.se/cirkel

27 januari 2022

ggsﬁ 5 %
FKTHY = W =
b 4 %, b ©

AN

3% ocw xomsvg}

.’
Sy STOCKHOLMS MATEMATIKCENTRUM

Stockholms matematiska cirkel 27 januari 2022 1/33

(www.math-stockholm.se/cirkel)



@ Siobhan (Sha-von) Correnty
e Matteintresserad

o Larare

o Master i matematik (Lunds
universitet)

e Doktorand i tillampad matematik
(KTH)

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 27 januari 2022 2/33



Valkomnal

|dag:

@ Introducera de funktioner som beskriver slumpstrukturen hos
diskreta och kontinuerliga slumpvariabler

e Sannolikhetsfunktionen
o Fordelningsfunktionen

@ Dessa ligger till grund for nastan all analys av slumpvariabler
@ Behdvas for att kunna definiera vantevarde och varians

@ Introducera den kanske viktigaste fordelningen av alla, namligen
normalférdelningen
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Diskreta slumpvariabler och sannolikhetsfunktioner

Definition

En slumpvariabel X ar diskret om den endast kan anta andligt eller
upprakneligt oandligt antal varden xq, x, . . .

Notera: upprakneligt oandligt ar t.ex. 0,1,2,3,4,... men inte alla
siffror mellan 0 och 1

Definition
Sannolikhetsfunktionen, px, for en diskret slumpvariabel X definieras
av

px(x) == P(X € {x}) = P(X antar virdet x), x = xy,Xa,...

Vi tar ett exempel . . .
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Exempel: Diskreta slumpvariabler och
sannolikhetsfunktioner (1)

Exempel: SI&r tva tarningar

@ X ar sannolikhetsfunktionen som ar 1 om vi fér par (samma tal
p& bada tarningarna) och 0 annars

@ Denna slumpvariabel ar diskret d& den endast kan anta vardena

é%

Figur: Sl&r tva tarningar

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 27 januari 2022



Exempel: Diskreta slumpvariabler och

sannolikhetsfunktioner (2)

@ Sannolikheten att X ska bli 1 (vi far par) ar

1 (
px(1) = P(ue Q: X(u)=1)
= P(ue{(1,1),(1,2),...(6,6)} : X(u) = 1)
= P(ue{(1,1),(2,2),...,(5,5),(6,6)})
=1/6

eftersom:

e Vi har 6 mgjliga utfall som ger virdet 1 av totalt 36 stycken
o Alla utfall ar lika troliga
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Exempel: Diskreta slumpvariabler och

sannolikhetsfunktioner (3)

@ Sannolikheten att X ska bli 0 (inte par) ar
X(w)=0 <= X(u)#1
@ Vi berdknar
px(0) = P(u € {(1,2),(1,3),(1,4)...,(6,3),(6,4),(6,5)})
e Vi har

px(0)=P(X=0)=1-P(X=1)=1-1/6=5/6
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Diskreta slumpvariabler

Sats 5.1.4
For en diskret slumpvariabel X galler
@ 0 < px(k) <1 foralla k
° > px(k) =1
° Pla< X< b)= Zk;agkgb px (k)
o P(X <a) =2 ke, Px(K)
o P(X >a)= Zk:k>apx(k) = 1_Zk;k<aPX(k) =1-P(X<a)

v

Notera: dessa egenskaper foljer direkt fran Kolmogorovs axiom
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Exempel 5.1.5 (1)

@ Tre personer korrekturlaser en text i vilken det finns exakt ett
stavfel

@ For var och en av dessa personer dr det 10 procents chans att de
missar detta stavfel

@ Lat X vara det antal bland de tre personerna som missar
stavfelet

@ Vilka observationsvarden k kan X ha? Vad &r px(k) for dessa
observationsvarden?
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Exempel 5.1.5 (2)

o Eftersom 3 personer laser texten kan anting inga, 1,2 eller 3
personer missa stavfelet

@ Vi bdrjar med att hirleda px (k) for de enklaste virdena,
namligen 0 och 3

Att exakt 0 eller 3 personer missar stavfelet

o Eftersom det dr 10 procents sannolikhet att en person missar
stavfelet ar sannolikheten att alla missar stavfelet

px(3) = 0.1°

o Eftersom det &r 90 procents sannolikhet att en enskild person
hittar stavfelet dr sannolikheten att ingen missar stavfelet

px(0) = 0.9°
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Exempel 5.1.5 (3)

Att exakt en person missar stavfelet

@ Sannolikheten att den férsta personen missar stavfelet ar 0.1,
och darefter ar sannolikheten att den andre hittar det 0.9, och
att den tredje hittar det ocksd 0.9

@ Sannolikheten for att den forsta missar stavfelet och de andra
hittar det 0.1 -0.92

@ Sammanlagt far vi att sannolikheten for att precis en person
missar ar

px(1) =3-0.1-0.9°

eftersom den fdrsta, andre eller tredje kan missa det
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Exempel 5.1.5 (4)

Att tv3 personer missar stavfelet

@ Slutligen kan vi anvianda egenskaperna for sannolikhetsfunktioner
for att harleda att

px(2) = 1—px(0)—px(1)—px(3) = 1-0.9°~3-0.1-0.9>—0.1°

@ Och vi ar klar
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Binomialférdelning

@ Sannolikhetsfordelning som i Exempel 5.1.5 ar valdigt vanligt
forekommande och kallas en binomialférdelning

@ De uppkommer i situationer som den ovan, dvs

o Vi utfor ett experiment ett visst antal g&nger, n, och
experimentet

@ Lyckas med n&gon sannolikhet p (missa stavfelet)
o Misslyckas med n&gon sannolikhet 1 — p (hitta stavfelet)
e Vi undrar vad sannolikheten ar att exakt k av de n utférda
experimenten lyckas
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Fordelningsfunktioner (1)

e Ofta dr man intresserad av att berdkna uttryck som
P(a < X < b),P(X < a), och P(X > a)

@ Vill berdkna sannolikheten att summan av fem tarningsslag ar
storre dn 25 dr man intresserad av att berdkna P(X > 25) for
négon lamplig slumpvariabel X

@ For en diskret slumpvariabel kan vi anvinda
sannolikhetsfunktionen

o For en kontinuerlig slumpvariabel ar ofta sannolikheten att
f& exakt ett specifikt varde k helt obefintlig, och vi kan darfor
inte prata om en sannolikhetsfunktion, P(X = k), p& ett
meningsfullt satt
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Fordelningsfunktioner (2)

Definition
Férdelningsfunktionen Fx(t) for en slumpvariabel X definieras av

Fx(t) :=P(X <t), —co<t<oo

Notera att for en diskret slumpvariabel giller Fx(t) = > _, px(x)
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Kontinuerlig slumpvariabel

Definition
En slumpvariabel X sags vara kontinuerlig om det finns en funktion
fx(t) sa att det for "alla” mangder A giller att

P(X € A) = / fx(t)dt

A

och funktionen fx kallas for slumpvariabelns tathetsfunktion

Notera: definitionen ovan inte ar helt entydig

@ Vi kan alltid dndra funktionens virde i ndgon enstaka punkt utan
att det paverkar integralen till hoger

@ Det ar underforstatt att vi alltid valjer "den mest kontinuerliga”
tathetsfunktionen
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Kontinuerlig slumpvariabel

Definition
En slumpvariabel X sags vara kontinuerlig om det finns en funktion
fx(t) sa att det for "alla” mangder A giller att

P(X € A) = / fx(t)dt

A

och funktionen fx kallas for slumpvariabelns tathetsfunktion

Notera: definitionen ovan fungerar dock bra fér mangder A som kan
beskrivas som unioner av 6ppna intervall, vilket ar tillrackligt for
véra andamal
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Tathetsfunktionen och fordelningsfunktionen

Sats 5.2.3

For en kontinuerlig slumpvariabel X med tathetsfunktion fx och
fordelningsfunktion Fx galler

och omvant giller det att

= T Fx(X T+ h) — Fx(X)
fx(x) = Fx(x) = lim -

for de punkter dar fx(x) ar kontinuerlig

Notera: Bevis i kompendiet

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 27 januari 2022



Tathetsfunktionen och fordelningsfunktionen

Notera aven att:

t—o0

= lim P(ueQ: X(u) € (—o0,t])

t—o0

= 1

t
rlLTo/_oo fe(t)dt = lim Fx(t)
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Exempel 5.2.4 (1)

@ L3t a > 0 vara ett reellt tal och 14t X vara en slumpvariabel med
tathetsfunktion
fx(t) = ae™**
for t > 0 och fx(t)=0fort <0
@ En sddan slumpvariabel sigs vara exponentialférdelad

@ Exponentialférdelningar uppkommer i situationer da:
e Man mater tiden fram tills att n&got intraffar
o Denna sak har samma sannolikhet att intrdffa i varje givet
ogonblick
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Exempel 5.2.4 (1)

@ L3t a > 0 vara ett reellt tal och 14t X vara en slumpvariabel med
tathetsfunktion
fx(t) = ae™**
for t > 0 och fx(t)=0fort <0
@ En sddan slumpvariabel sigs vara exponentialférdelad

o Exempel:
o Tiden till att nasta person kommer in genom dorren pd ett kafé
(under Sppettider och n3gon relativt fix tid p& dagen, sig 10:00
- 10:30) exponentialférdelad for ndgon parameter a
o Hur l&ng tid det tar innan en radioaktiv partikel sonderfaller ar
ocks& exponentialférdelad for ndgon parameter a
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Exempel 5.2.4 (2)

@ For en exponentialfordelad slumpvariabel kan vi rakna ut att
fordelningsfunktionen ges av

Fx(x) = / ae fdt =[-e Ty =1—e
0

@ lim, o Fx(x) =1, som &r ett villkor for att Fx ska vara en
riktig fordelningsfunktion
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Exempel 5.2.4 (3)

@ Lat X vara en slumpvariabel som beskriver tiden det tar innan
nasta person gér in genom dorren pa ett kafé

e Tathetsfunktionen for X ges av

fx(t) = 272

dar t mater tiden i timmar (och a = 2)

@ Sannolikheten att ndsta person har kommit in p& kaféet inom
en halvtimme

Fx(1/2) =1—e21/2 x~0.63
@ Sannolikheten att ndsta person har kommit in inom en timme
Fx(1)=1—-e2~0.86
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Vantevardet

Definition

Viantevardet for en slumpvariabel X betecknas med E(X), pux, eller
bara ;1 om det inte kan forviaxlas med andra vantevarden. For en
diskret slumpvariabel definieras vantevardet genom summan

EX) =3 k- px(k),

och for en kontinuerlig slumpvariabel genom integralen

E(X) := /_Oo x - fx(x)dx.

(e.9]

Vantevardet ar den stokastiska versionen av medelvarde; man
berdknar summan respektive integralen av alla méjliga utfall viktat
med hur sannolikt det dr att slumpvariabeln antar varje utfall.
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Vantevardet

Definition

Viantevardet for en slumpvariabel X betecknas med E(X), pux, eller
bara ;1 om det inte kan forviaxlas med andra vantevarden. For en
diskret slumpvariabel definieras vantevardet genom summan

EX) =3 k- px(k),

och for en kontinuerlig slumpvariabel genom integralen

E(X) := /_Oo x - fx(x)dx.

(e.9]

Notera att definitionen bara galler om summan eller integralen ovan
ar valdefinierad. Om integralen eller summan ovan &r odndlig sager
vi att X saknar vantevirde.
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Vantevardet

Definition

Viantevardet for en slumpvariabel X betecknas med E(X), pux, eller
bara ;1 om det inte kan forviaxlas med andra vantevarden. For en
diskret slumpvariabel definieras vantevardet genom summan

EX) =3 k- px(k),

och for en kontinuerlig slumpvariabel genom integralen

E(X) := /_Oo x - fx(x)dx.

(e.9]

Notera dven att vantevardet fér en slumpvariabel ar ett fixt reellt
tal, till skillnad fran sjilva slumpvariabeln som &r en funktion pa
utfallsrummet och kan anta olika varden.
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Exempel 5.3.2

o Betrakta aterigen exemplet med att vi slér en tarning

@ L&t X vara slumpvariabeln som ger oss talet som kommer upp
nar vi slagit tarningen
o Eftersom alla utfall ar lika sannolika, det vill siga

for j=1,2,...,6, ges vintevardet av
6 6
k 14+24+3+4+5+6
EX) =Y kox(k) =D ¢ = _
k=1 k=1
21
=—=35
6
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Exempel 5.3.3

o Betrakta aterigen exemplet dar X ar en exponentialférdelad
slumpvariabel

@ X har tathetsfunktion
fx(t) = ae™**

for nadgot a > 0 om t > 0 och fx(t) =0om t <0
o Vantevardet for X ges dé av

0 —at]
E(X) = / tae”*dt = {—te“’t S ] =
0

a Jo a
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Varians (1)

@ Vantevardet beskriver det forvantade utfallet av en slumpvariabel

o Detta ar dock bara en siffra, och ger inte all relevant information
om en slumpvariabel.

@ En annan kvantitet som ofta ar av intresse ar variansen, vilket ar
ett matt p& hur mycket spridning slumpvariabeln har

Average = 100

- sn-10
-—SD=50

o
<0 0 10 20 30 40 50 G0 70 80 90 100110 120130 140150 160 170 160 180200210220 230+

Figur: Tva fordelningar med samma medelvérde, olika varians
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Varians (2)

@ Betrakta tvd grupper med sex personer i varje

o | den ena gruppen &r personerna 100,200, 120, 180, 190 och 110

cm ldnga

o | den andra gruppen ar alla personerna 150 cm I&nga

o Bada grupperna har samma medellangd

@ | den andra gruppen ar fordelningen av langder uppenbarligen

mycket mer (helt) koncentrerad kring medelvardet

@ Variansen kvantifierar den forvantade avvikelsen fran

medelvardet for en slumpvariabel
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Varians (3)

Definition

Variansen V/(X) for en slumpvariabel X med vantevarde u definieras
som V(X) := E((X — 1)?) om detta uttryck ar dndligt. Variansen
betecknas ofta med o2 eller o7,

@ Om X med 100 procents sannolikhet antar sitt medelvarde blir
variansen 0

@ Om X med stor sannolikhet hamnar valdigt langt ifran sitt
medelvarde blir variansen stor
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Varians (3)

Definition

Variansen V/(X) for en slumpvariabel X med vantevarde u definieras
som V(X) := E((X — 1)?) om detta uttryck ar dndligt. Variansen
betecknas ofta med o2 eller o7,

Notera: det inte kan ske n&gon kancellering av termer i berdkningen
av vantevardet i formeln d3 alla termer ar positiva eftersom vi
betraktar kvadraten av avvikelsen fran viantevirdet, (X — 1)
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Varians (4)

Exempel 5.4.2

@ Har berdknat vantevardet for ett tirningsslag: 3.5

o Eftersom px(k) =1/6 for k =1,...,6 ges variansen av

E((X —3.5)%)

(k —3.5)%px(k)

(k — 3.5)

,_.|w@|,_. D= X
N ﬂ‘ (o))

o1 w
=
NlU‘I ||Mo
[N
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Varians (5)

For en slumpvariabel X med vantevarde p galler

V(X) = E(X?) — 12 = E(X?) — E(X)?.

Bevis (kontinuerlig slumpvariabel)

V) = [ = P = [ 02 = x4 )l
— /_Oo x* fx(x)dx — 2u /_OO xfx (x)dx + p? /_OO fx (x)dx
= E(X?) —2p% + p* = E(X?) — i

eftersom [ fx(x)dx =1
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Standardavvikelsen

Definition
Standardavvikelsen D(X) for en slumpvariabel X definieras som

Standardavvikelsen betecknas ofta med o eller oy.

Notera: Man behover dock rakna ut variansen for att kunna rakna ut
standardavvikelsen.
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Standardavvikelsen

Definition
Standardavvikelsen D(X) for en slumpvariabel X definieras som

Standardavvikelsen betecknas ofta med o eller oy.

e Standardavvikelsen, precis som variansen och vantevardet ar ett
reellt tal

@ Slumpvariabeln dr en funktion och kan anta olika varden vid
skilda observationer
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Standardavvikelsen

Definition

Standardavvikelsen D(X) for en slumpvariabel X definieras som

Standardavvikelsen betecknas ofta med o eller oy.

@ Standardavvikelsen har samma enhet som slumpvariabeln sjilv

@ Om slumpvariabeln ger langden p3 fotbollsspelare i meter
o Vintevirdet och standardavvikelsen ocksa vara uttryck i meter

e Variansen ger ett uttryck i kvadratmeter eftersom variansen ar

vantevardet av avvikelsen fran vantevardet i kvadrat (se
definitionen)
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Normalférdelning (1)

Definition
En kontinuerlig slumpvariabel X sigs vara normalférdelad med
parametrar 1 och o2 om tithetsfunktionen ges av

1 (x—p)?

fx(x) =
x(x) o\ 2T

For sddana X anvinds ofta beteckningen X ~ N(u, 0?)
e Vintevirde p
e Varians o2
e Standardavvikelse o
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Normalférdelning (2)

@ Normalférdelningen ar kanske viktigaste fordelningen av alla

@ Oerhort viktig sats som kallas centrala gransvirdessatsen (inte i
kursen)

@ Normalfordelningar uppkommer hela tiden, i alla maojliga olika
sammanhang

@ Det enda som kravs ar att man betraktar en kumulativ effekt av
ndgot som sker tillrackligt ofta
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Normalfordelning (3)

>< L - - - — —

u

Figur: Bilden visar en normalférdelning, och arean av det orangefirgade
omradet ger vardet av fordelningsfunktionen evaluerad i punkten x
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