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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvandas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under lasaret 2022-2023 och bestar av atta
kapitel.

Kompendiet ar inte tédnkt att lidsas enbart pa egen hand, utan ska ses som
ett skriftligt komplement till undervisningen. Alla elever rekommenderas att
ldsa igenom varje kapitel sjalv innan forelasningen. Det ar inte nodvandigt att
forsta alla detaljer vid den férsta genomlésningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre niva ar kompendiet kompakt skri-
vet. Detta innebéar att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok.
Istéllet bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand
exemplifiera. Darmed uppnér man oftast en mycket béttre forstaelse av vad
dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. De udda 6vningarna har 16s-
ningar ldngst bak i kompendiet. Syftet med dessa &r att eleverna ska kunna
16sa. dem och pa egen hand kontrollera att de forstatt materialet. Ovningar
med jimna nummer saknar facit och kan anvindas som examination. Det re-
kommenderas dock att man forsoker 16sa dessa uppgifter &ven om man inte
examineras pa dem.

Om man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller
nagon av forfattarna. Under arets gang kommer det att finnas 6vningstillfallen
dér eleverna kan jobba med uppgifterna, sjélva eller i grupp, och fa hjilp av
0Ss.

De 6vningsuppgifter som dr nagot svarare markeras med en stjarna (). Upp-
gifter som &r extra utmanande markeras med tva stjarnor (%x).

Vissa 6vningar kan ha flera 16sningar och det som star i facit bor i detta fall
endast ses som ett forslag.

Malet med arets kurs ar att introducera teorin som star till grund fér det mate-
matiska verktyget variationskalkyl. Innan vi gor det sa studerar och repeterar
vi de grundldggande principerna i matematik i Kapitel 1. Sedan studerar vi
Euklidiska rum i Kapitel 2 s& att vi battre forstar de underliggande méangderna
i matematisk analys. Kapitel 3 behandlar grunderna fér analys i en variabel och
hur man I6ser en viss typ av differentialekvationer, vilket kommer att behovas
for att 16sa Brachistochronproblemet och andra problem inom variationskalkyl.
Kapitel 4 och 5 behandlar derivering och optimiering i flera variabler. Detta
ar viktiga &mnen inom matematiken och det &r dessa koncept vi maste gene-
ralisera for att na fram till och definera variationskalkyl. I Kapitel 6 studerar
vi funktionaler, en typ av exotiska funktioner som vi behover for att kunna
formulera Brachistochronproblemet matematiskt. Slutligen sa formulerar och
bevisar vi Euler-Lagranges ekvation som man skulle kunna kalla fér varia-
tionskalkylens fundamentalsats. Slutligen 1 Kapitel 8 anviander vi all den teori
vi byggt upp och variationskalkyl for att 16sa Brachistochronproblemet.

vi



Nagra ord om cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL dr en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hogskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999. Vid starten hade den namnet KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och holls i KTH:s ensamma regi. Ambitionen med cir-
keln &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvindningsomréden
utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare
samarbete mellan gymnasieskolan och hégskolan. Cirkeln ska sérskilt stimulera
elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga
och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, forelasningsschema och 6vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgingligt pa

https://wuw.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna cirkeln som en
kurs och det ar lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna ar
sjalvklart ocksa valkomna till cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning,.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfér bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséttning att bevisa
alla satser som anvdnds om de inte kan forutséttas bekanta av elever fran
gymnasiet.

Forfattarna, sommaren 2022
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1 Matematik

Temat for arets matematiska cirkel ar variationskalkyl. Detta kapitel ar en
introduktion i den matematiska metoden och ett antal grundbegrepp som vi
kommer anvinda oss av i kursen.

1.1 Definition, axiom, sats och bevis

I detta avsnitt ska vi beskriva den matematiska metoden utifran fyra begrepp:
definition, sats, bevis och axiom.

En definition bestammer vad en term betyder sa att man kan arbeta matema-
tiskt med den. Till exempel kan vi definiera udda och jdmna tal pa foljande
satt.

Definition 1.1.1. Ett heltal n ar udda om det finns ett heltal £ som uppfyller
att n =2k + 1. A

Definition 1.1.2. Ett heltal n ar jémnt om det finns ett heltal k£ som uppfyller
att n = 2k. A

Ofta har man en intuition om vad en term betyder redan innan man definierar
den. Lisaren hade till exempel sékert en uppfattning om vad udda och jamna
tal &r innan vi definierade dem. Syftet med en definition ar att precisera detta.

Nar definitionen ar gjord, sa Overger man sina tidigare uppfattningar om vad
termen betyder och utgar endast ifran definitionen. Man séger att definitionen
ar stipulativ. En definition ar alltsé inte réatt eller fel, utan bara mer eller mindre
anvandbar och intuitiv.

Definitioner bygger ofta pa begrepp som lidsaren dr bekant med. Till exempel
utgar Definition 1.1.1 och 1.1.2 fran att ldsaren redan vet vad ett heltal ar.

En sats ar ett pastaende som bevisats vara sant. Varje sats hor samman med
ett bevis: ett argument for att pastaendet dr sant.

Sats 1.1.3. Om n dr udda, sd dr n+ 1 jimnt.

Bevis. Om n &ar udda sa finns det ett heltal k sa att n = 2k + 1. Da géller att
n+1=2k+1+1=2k+2=2(k+1).

Eftersom k + 1 ar ett heltal, s& ar n + 1 ett jamnt tal. O

Bevisen kombinerar definitioner och olika logiska slutledningsregler for att na
den onskade slutsatsen. Sats 1.1.3 har en syskonsats. Beviset dr mer eller mind-
re identiskt, och lamnas som 6vning.

Sats 1.1.4. Om n dr jamnt, sa dr n+ 1 udda.

En sats vars framsta syfte ar att anvindas i beviset av en annan sats kallas for
en hjdlpsats eller ett lemma. En sats som foljer omedelbart ur en annan sats,
till exempel som ett specialfall, kallas for en foljdsats eller ett korollarium.



Ett pastdende maste vara bevisat for att fa kallas for en sats. Om man har
goda skil att tro att ett pastaende &r sant men inte formellt bevisat det kallas
pastaendet for en formodan, eller hypotes. Tva exempel ar Riemannhypotesen
och primtalstvillingsférmodan.

En formodan kan forbli obevisad i hundratals ar. Ett beromt exempel ar Fer-
mats stora sats, som formulerade av Pierre de Fermat (1607-1665) ar 1637
men bevisades forst av Andrew Wiles ar 1995. Riemannhypotesen, som &nnu
ar obevisad, formulerades 1859 av Bernard Riemann (1826-1866).

Eftersom bevisen utgar ifran definitionen, och inte var intuition, sd behdver
man ibland bevisa saker som kénns uppenbara. Lasaren vet till exempel att

(i) alla tal antingen ar udda eller jamna, och

(ii) ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Men om man léser Definition 1.1.1 och 1.1.2 sa ar detta inte sjalvklart. Kan
man inte tdnka sig tal som varken ar udda eller jamnt? Eller tal som &r béade
och?

Bevis bygger pa antaganden. Dessa antaganden méaste dock bevisas innan de
kan anses giltiga. Men dessa bevis méste ocksa bygga pa antaganden, som
ocksa maéste bevisas, och sa vidare.

For att undvika en odndlig kedja av bevis, eller ett cirkuldrt bevis (ett bevis som
anvander sig av det man forsoker bevisa) s& maste man gora grundantaganden
som inte behéver bevisa. Dessa kallas for aziom.

1.2 Mangder

En mdngd ar en samling objekt. Man kan samla néstan vad man vill i en
méngd: tal, katter, och andra méngder.! Det viktiga #r att man alltid kan av-
gora ifall ett objekt tillhor méngden eller inte. De objekt som ligger i méngden
kallas for element.

Det lattaste sdattet att beskriva en méngd &r att rdkna upp element som ingar
i den. For att markera att objekten ligger i en méangd, s4 omger man listan
med mdangdklamrar { och }. Mangden som innehaller 1, 2 och 3 skrivs alltsa
som

{1,2,3}.

Tva méngder &ar lika om de innehaller samma element, vilket skrivs A = B.
Det spelar ingen roll i vilken ordning man skriver elementen eller hur ménga
ganger de listas. Darfor géller att

{1,1,2,3} = {1,2,3} = {2,3,1}.

Om ett element z tillhér en mangd A kan man skriva x € A, vilket uttalas
som z tillhér A. Om z inte tillhor A skriver man = ¢ A. Méngden som inte

Vi skriver ndstan av en anledning. Det finns samlingar av objekt som kan beskrivas men
som inte utgér en méngd. Detta kallas Russells paradoz, efter Bertrand Russell (1872-1970).
Russells exempel ar samlingen av alla méangder som inte innehaller sig sjélva.



innehaller nagra element alls kallas den tomma mdngden, och betecknas med

Q.

En méangd kan innehalla andra méangder som element. Mangden

A= {{17 2}73}

har tva element: méngden {1,2} och talet 3. Mangden {1,2} innehaller i sin
tur elementen 1 och 2. Daremot innehaller A varken 1 eller 2.

Att mangder kan innehélla andra méngder kan ha paradoxala konsekvenser.
Till exempel kan vi lagga den tomma méngden i en méngd, och bilda mangden
av den tomma méangden.

A={0} ={{}}

Méngden A innehaller ett element, den tomma méngden, och ar darfor inte
tom. Méangden av den tomma mangden &ar alltsa inte lika med den tomma
méangden.

Detta verkar motségelsefullt. Den tomma méngden ar ju tom, sa méangden av
den tomma méngden borde ju ocksa vara tom? Tricket ar att skilja pa méngden
och elementen i mangden. Den tomma méngden ar ju ett element i sig, dven
om den inte innehaller nagra element, precis som att 0 ar ett tal, trots att
representerar ett antal som inte finns.

Det finns ingen begrédnsning pa hur stor en mingd kan vara, och de flesta
méangder man studerar innehaller odndligt ménga element. Dessa méngder kan
naturligtvis inte skrivas ut som en lista. Istdllet beskriver man dem med mdngd-
byggaren, som har féljande allménna form.

{z | villkor pa =}

Den hir méngden bestar av alla element som uppfyller villkoret. Ett exempel
ar mangden
{n|n arjamnt} ={...,—4,-2,0,2,4,...}

som innehaller alla jamna tal.

En méngd B &r en delmdngd av en mangd A om alla element i B dr ett element
i A. Man skriver detta som B C A. Till exempel sa ar {1,2} en delméngd av
{1,2, 3}, eftersom 1 och 2 &r element i bada méngderna. Om tva méngder ar
delméngder av varandra sa ar de lika.

En méngd har alltid minst tva delméngder: sig sjalv och den tomma méangden.
En delméngd B av A &r dkta om B # A.

Det ar 1att att blanda ihop element och delméngder. Det beror pa att méng-
der kan innehalla andra méangder, sa att en delméngd av en méangd kan vara
ett element i méngden. Méngden A = {@} &r ett bra exempel. Den tomma
méngden ar bade ett element i och en delméngd av A.

I méngden A = {1,2,{1,2}} ar {1,2} bade en delméngd och ett element.
Déremot s& ar {1} enbart en delméngd av A, medan 1 enbart dr ett element.

For att illustrera méngder anvidnder man Venndiagram, efter matematikern
John Venn (1834-1923). Dér representeras méangder som enkla former, oftast



cirklar, och formernas forhallanden till varandra motsvarar mangdernas. Till
exempel kan man illustrera att B &r en delméngd av A genom att rita dem
som tva cirklar, dar B ligger inuti A.

A

Figur 1.1: Venndiagram for B C A.

Ur gamla méngder kan vi skapa nya genom de sa kallade mdngdoperationerna.

(i) Unionen av méngderna A och B dr méngden som bestar av alla element
som ligger i A eller i B. Den betecknas med A U B och definieras som

AUB ={z |z € Aeller x € B}.

Ett exempel ar {1,2,3} U{2,3,4} = {1,2,3,4}.

AUB
Figur 1.2: Venndiagram for AU B.
(ii) Snittet av méngderna A och B &r méngden som bestar av alla element
som ligger i A och i B. Den betecknas med A N B och definieras som
ANB={xz|z € Aoch z € B}.

Ett exempel ar {1,2,3} N{2,3,4} = {2,3}.

ANB

Figur 1.3: Venndiagram for AN B.

(iii) Differensen av en mingd A och B &r méngden som bestar av alla element
som ligger i A men inte i B. Den betecknas med A \ B och definieras
som

A\B={x |z € Aochz ¢ B}.
Ett exempel ar {1,2,3}\ {2,3,4} = {1}.



A\ B

Figur 1.4: Venndiagram for A\ B.

Notera att A\ B inte &r lika med B\ A, exempelvis géller {2,3,4} \
{1,2,3} = {4}.

Tva méngder A och B ar disjunkta om de inte har nagra gemensamma element,
det vill sdga om ANB = Q.

Om alla upptrddande méngder dr delméngder av en viss mer eller mindre
underforstadd grundméngd M talar man ofta om M \ A som komplementet
till A (med avseende pa M). Vi kommer att beteckna komplementet till A med
A°.

Om vi till exempel pratar om méngder av heltal, och vi till exempel betraktar

méngden A = {1,2,3}, s& avser komplementet till A mingden av alla heltal
forutom 1,2 och 3.

De olika talsystemen kan ses som méngder av tal, och har fatt egna beteck-
ningar. De naturliga talen betecknas med N och bestar av talen 0, 1, 2, 3, och
s& vidare.?

Naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem. Resultatet ar alltid
ett nytt naturligt tal. For att subtrahera behover vi inféra de negativa talen
—1, —2, och sa vidare. De naturliga talen tillsammans med de negativa talen
kallas for heltalen, och betecknas med Z (av tyskans Zahl = tal).

Heltal kan adderas, subtraheras och multipliceras. Man kan daremot inte di-
videra dem med varandra. For detta krédvs rationella tal. De definieras som
alla kvoter a/b, dér a och b &r heltal och b &r skilt fran 0. Mangden av alla
rationella tal betecknas med Q.

6 -4 2 0 2 4

\

Figur 1.5: Tallinjen runt 0.

De rationella talen ligger pa den sa kallade tallinjen, som gar fran negativa tal
till vénster och till positiva tal till hoger (se Figur 1.5). Det finns dock tal som
inte &r rationella, men som dnda ligger pa tallinjen. Ett exempel ér v/2, som &r
langden pa diagonalen i en kvadrat med sidan 1. Lagger man till dessa tal far

2Vissa exkluderar 0 fran de naturliga talen. Att inkludera 0 har dock férdelar. Om man
borjar rakna fran 0 och gar ett steg i taget kommer man ha gatt n steg ndr man réknat till
n. Exempel: om vi rédknar till 3 fran 0 sa far vi 0 — 1 — 2 — 3, vilket ar 3 steg. Om vi
boérjar fran 1 far vi istéllet 1 — 2 — 3, vilket &dr 2 steg.



de reella talen, som betecknas med R.? Reella tal som inte &r rationella kallas
for irrationella.

2 i, et2i
e,T
3/2,-5/3
12

0,1,2

Figur 1.6: De olika talsystemen fran N till C.

De reella talen kan utvidgas ytterligare till de kompleza talen, som betecknas
med C, genom att ligga till ett tal ¢ som uppfyller i2 = —1.

1.3 Funktioner

En funktion f : X — Y parar ihop element i en méngd X med element i en
méngd Y. Méangden X kallas for definitionsmdngd och méngden Y kallas for
mdadlmdngd. Man kan se f som en process som tar ett element i méngden X
och avger ett element som ligger i méangden Y. Nér man tillimpar en funktion
pa ett element x i X sa kallas x for funktionens argument. Mangden av alla
viarden en funktion i praktiken antar kallas for funktionens wvdirdemdngd, och
denna betecknas ofta med V. Virdeméngden ar da alltsd en delméngd av
malméngden, och kan beskrivas som Vy = {f(z) : « € X}. Till exempel &r
sin(z) en funktion fran R till R, s& funktionens malméngd ar alltsd R, men
viardeméngden &ar [—1,1].

Tva funktioner &r lika nér de har samma definitionsméngd, samma méalméngd
och de ar lika pa alla element i definitionsméngden. Definitions- och malméng-
den &r alltsa en del av funktionen.

Figur 1.7: En funktion f fran X till Y.

Vi séger att en funktion f: X — Y ar surjektiv om alla element i Y &r bilden

3Reella tal #r mycket mystiska. Den matematiska cirkeln 2016-2017, Vad dr ett tal?,
handlade om hur man kan definiera dem i termer av rationella tal. Den intresserade lasaren
uppmanas att séka upp kompendiet pa Cirkelns hemsida: https://www.math-stockholm.
se/samverkan/cirkel/
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av nagot element i X, det vill siga om viardeméangden Gverensstammer med
malméngden. En funktion sigs vara injektiv om varje element i virdeméngden
ar bilden av exakt ett element i definitionsméngden. Detta ar ekvivalent med
att: f(z) = f(y) <= x = y. Om en funktion ar bade surjektiv och injektiv
sdger vi att funktionen &ar bijektiv.

Notera att en bijektiv funktion &ar inverterbar: Det vill siga, det existerar en
funktion f~! : Y — X med egenskapen att f~1(f(z)) = x for alla x € X
och f(f~(y)) = v for alla y € Y. Den inversa funktionen, om den finns,
ar alltsd den funktion som for varje element y € Y ger det unika elementet
x € X som har egenskapen att f(x) = y. I 6vning 3.7 ser vi exempelvis att
en strikt vixande funktion f : R — R &r injektiv. Det ar dven vart att notera
att en injektiv funktion alltid &r inverterbar om vi begrdnsar malméangden till
vardeméangden.

Funktioner beskrivs ofta med formler. Exempelvis sa kan funktionen f : N — N
som tar ett naturligt tal och returnerar dess kvadrat beskrivas som f(n) = n?.
Alla polynom kan ses som en funktion fran R till R, som berdknas genom att
man satter in talet x i uttrycket.

Huruvida en funktion &r inverterbar eller ej beror inte bara pa regeln som
beskriver funktionen, utan pa definitionsméngd och malméangden.

2

Exempel 1.3.1. Betrakta funktionen f : z — x* som tar ett tal och kvadrerar

det.

Betraktat som funktion fran R till R 4r den inte inverterbar. Till exempel kan
vi inte definiera f~!(—1) eftersom det inte finns nagot = € R sa att 22 = —1.
Problemet hér ar alltsd att funktionens mélméngd inte Gverensstammer med
dess vardeméangd, det vill sdga att funktionen inte ar surjektiv.

Detta problem kan 16sas genom att begransa malméangden till virdeméangden,
men dven om vi betraktar f som en funktion fran R till dess virdeméangd, det
vill séga [0, 00), sa dr funktionen inte inverterbar. Vi har fortfarande problemet
att funktionen inte iir injektiv. Vi kan till exempel inte entydigt definiera f~1(1)
eftersom det finns tva element, 1 och —1, som har egenskapen att f(z) = 1.

Om vi déremot betraktar f som en funktion fran [0,00) till [0,00) s& &r den
bade injektiv och surjektiv, det vill sdga bijektiv, och séledes har funktionen
en valdefinierad invers, namligen /z.

Vi har en liknande situation med sin(x) och cos(z). Betraktade som funktioner
fran R till R &r dessa funktioner varken injektiva eller surjektiva, men genom
att betrakta sin(x) som en funktion fran [—7 /2, 7/2] till [-1, 1] och cos(x) som
en funktion fran [0, 7] till [-1, 1] erhaller vi bijektiva, och saledes inverterbara
funktioner. A

En funktion maste dock inte ges av en formel. Det enda som krévs &r att
funktionen &ar definierad for alla element i X, och att den alltid ger samma
svar. Ett exempel ar absolutbeloppet |z| av ett reellt tal z, som definieras som
avstandet pa tallinjen fran x till origo. Man kan berdkna det genom att man



tar bort eventuella minustecken framfor talet, det vill saga

2] T omzx >0
€Tl =
—xr om x <O0.

Exempelvis sa géller | — 3| = —(—3) = 3 och [2| = 2.

En funktion f : R — R kan beskrivas genom sin graf, som definieras som
méngden av punkter i planet pa formen (z, f(z)).

-2

Figur 1.8: Grafen av funktionen f(z) = |z|.

Om x ar ett reellt tal sa dr || det storsta heltalet som &r mindre &n eller lika
med x. Till exempel sa &r [5/2] =2 och |—7] = —4. Man kan se det som att
|z | ar avrundningen av z, forutsatt att man alltid avrundar nerat.

Definition 1.3.2. Golvfunktionen ar funktionen som avbildar reella tal x pa

|x]. A

Ett annat sétt att se golvfunktionen ar att den avbildar x pa det storsta heltalet
n som uppfyller olikheterna

n<r<n+l1.

Definition 1.3.3. Fraktionsfunktionen frac : R — R &r funktionen som avbil-
dar reella tal z pa x — |x]. A

Vérdet frac(z) ligger alltid mellan 0 och 1, och |z | + frac(z) = x. Det senare
foljer direkt av definitionen, eftersom

|| + frac(x) = |z] + o — |z] = 2.
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(a) Graf av |z (b) Graf av frac(z)

Figur 1.9: Golv- och fraktionsfunktionen

Talet frac(z) kallas for fraktionsdelen av x. Obervera att frac(x) = 0 nér x &r
ett heltal. Tva andra anvindbara samband &r att frac(x + n) = frac(x) och
|z +n] = |z] +n for alla heltal n.

1.4 Bevistekniker

Ett bevis for en sats ar ett argument som forklarar varfor satsen &r sann.
Vi har redan sett ett exempel nar vi bevisade Sats 1.1.3. I detta avsnitt ska
vi ga igenom tre tekniker for att bevisa matematiska satser: direkta bevis,
motsigelsebevis och induktionsbevis.*

Ett direkt bevis utgar ifran satsens antaganden och definitioner och bevisar
satsen rakt pa, s att siga. Beviset av Sats 1.1.3 ar ett exempel pa direkt
bevis. Ett annat &r foljande sats.

Sats 1.4.1. Antalet funktioner fran en mdangd A med n element till en mdangd
B med m element dr m™.

Bevis. Varje funktion fran A till B kan beskrivas som en tabell dar varje ele-
ment i A motsvaras av precis ett element i B. Listan innehéaller totalt n platser,
och pa varje plats kan vi véilja bland m element att vélja bland. Alltsa finns
det totalt

m-m---m-m=m"

n stycken

olika funktioner. O

Ibland gar det inte att anvinda direkta bevis, till exempel ndr man ska bevisa
att nagot inte ar fallet. D& kan det vara enklare att anta att det man vill bevisa
ar falskt, och visa att detta leder till en motségelse. Om alla steg i beviset ar
korrekta sd maste det ursprungliga antagandet vara fel. Detta kallas for ett
motsdgelsebevis.

“Ibland foérekommer termen indirekt bevis. Vissa anvinder det som synonym till motsé-
gelsebevis, andra som en synonym till bevisregeln modus tollens. Vi undviker den helt.



Sats 1.4.2. Lingden av hypotenusan i en ratvinklig triangel dr alltid mindre
an summan av lingderna av kateterna.

Bews. Lat a och b vara langderna av kateterna i triangeln och c langden av
hypotenusan.

c

Figur 1.10: En ratvinklig triangel.

Enligt Pytagoras sats ir a® 4 b? = c?. Antag motsatsen till satsen, det vill siga
att a + b < c. Da géller att

(a+b)2<c2 = a’+2ab+ b < ? = 2ab<0.

Eftersom a och b ar langderna i en ratvinklig triangel sa ar a och b bada storre
an 0. Eftersom produkter av positiva tal ar positiva, sa ar detta en motsigelse.
Alltsad maste motsatsen till a + b < ¢ gélla, det vill sdga a +b > c. O

Sats 1.4.3. Ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Bevis. Antag att n dr ett tal som ar bada udda och jdmnt. D& finns det tva
tal, k och [, sa att n = 2k och n = 2[ + 1. Da géller att

=n=2+1= 2k—2=1 = 2(k—1)=1.

Med andra ord finns det heltal m = k — [ s& att 2m = 1. Kan det finns ett
sadant tal? Det finns tva fall.

(i) Om m <0, sa ar 1 = 2m < 0. Motsagelse!

i) Om m > 188 ar 2m > 2 > 1. Motsagelse! O
(ii) g

Ett berémt motsagelsebevis ar foljande.

Sats 1.4.4. Talet /2 dr irrationellt.

Bevis. Antag motsatsen, det vill siga att v/2 = a/b for nagra heltal a och b.
Antag att a och b ar forkortade sa langt som mdjligt. Da kan endast en av a
eller b vara jamn, eftersom om bada &r jamna kan vi skriva

a 2c c
VI=3=5i=4

och da var inte a och b forkortade sa langt som mojligt.
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Av definitionen av /2 far vi att

2 a? 5 9
V2 =2= = W =d
Den sista ekvationen siger att a? #r jaimn. Eftersom kvadrater av udda tal &r
udda (se Ovning 1.14), s& méaste a vara ett jamnt tal, det vill siga a = 2k for
nagot heltal k. Da far vi att

202 = (2k)? = 4k* — b* = 2k%

Eftersom b? dr jimnt, s& maste b vara jamnt. Men nu har vi bevisat att bade a
och b ar jadmna, vilket var omdjligt eftersom vi hade forkortat braket sa langt
som mojligt. Detta ar en motséigelse. O

Bevisen av Sats 1.4.2 och 1.4.3 bygger bada pa ett antagande som vi rent for-
mellt inte bevisat (kan du se vilket?). Att bevis inkluderar sidana antaganden
ar snarare regel &n undantag. Ifall man bevisade precis vartenda antagande
utifran axiomen skulle bevisen bli vildigt langa och komplicerade. Lasaren
forvantas sjalv fylla i de luckor som uppstar.

Det hénder dock att uppenbara antaganden &r mycket svara, till och med
omdjliga, att bevisa utifran definitionerna. Historien ar fylld av matematiker
som gjort till synes sjélvklara antaganden som sedan visat sig vara svara att
bevisa.

Beviset av Sats 1.4.4 dr ett exempel pa det. Vi antar att ett brak kan forkortas
sa langt som mojligt. Detta &r inte sjdlvklart, utan bygger i sjalva verket pa
aritmetikens fundamentalsats, en sats som vi aterkommer till senare i kursen.

Den tredje bevistekniken som vi kommer gé igenom kallas for induktionsbevis.
Sag att du har en foljd av pastdenden Py, P, P> och sa vidare, ett for varje
naturligt tal. For att bevisa att alla dessa pastaenden géller, s kan man gora
det i tva steg:

(i) Basfall: Bevisa att Py dr sann.

(ii) Induktionssteget: Bevisa att om P, dr sant for nagot naturligt tal n
s& ar Py sant.

Idén &r att om bada dessa géller, sa ar P,, sant for alla naturliga tal m. Man
kan motivera det pa foljande sétt. Sdg att vi undrar ifall P,, ar sant. Enligt
basfallet 4r Py sant, och genom att tillimpa induktionssteget med n = 0 s& kan
vi dra slutsatsen att P; ar sant. Vi kan nu sédtta n = 1, och induktionssteget
siger da att P, dr sant. Genom att upprepa detta m ganger, kan vi bevisa att
P,, ar sant. Vi kan illustrera det hela som en f6ljd av implikationer:

Php=—=P —m P — -+ = P, | = P, =— ---.
Ett exempel fortydligar hur det fungerar.

Sats 1.4.5. Alla naturliga tal dr udda eller jimna.
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Beuvis. Lat P, vara pastaendet att n dr antingen udda eller jamnt. D& ar pa-
staendet att alla naturliga tal d&r udda eller jaimna samma som att P,, ar sant
for alla n.

(i) Basfall: Nér n = 0 séger satsen att 0 4r udda eller jamnt, vilket &r sant
eftersom 0 = 2 - 0 &r ett jamnt tal.

(ii) Induktionssteg: Antag att P, dr sant for nagot m, det vill sdga m &r
antingen udda eller jamnt. Vi ska bevisa att m + 1 dr udda eller jamnt.
Det gor vi i tva fall.

e Om m &r udda sa &r m + 1 jAmnt enligt Sats 1.1.3.
e Om m &r jdmnt sa dr m + 1 udda enligt Sats 1.1.4.

Detta bevisar att m + 1 antingen &r udda eller jamnt, det vill sdga att
P41 ar sant. O

Induktionsbevis reducerar satser som handlar om alla tal till satser som handlar
om specifika tal. Dessa kan vara enklare att bevisa, eftersom du istéllet far ett
konkret tal att arbeta med.

Induktionsbevis kan vara klurigt i borjan. Ett organiserat satt att gora dem &r

féljande sétt.

(i) Omformulera satsen s& att den blir av typen: P, &r sann for alla n.
(ii) Bevisa Py.

(iii) Anta att det finns ett tal n sa att P, &r sant, och bevisa att P11 ar
sant.

Ett induktionsbevis bygger pa att fallet n+ 1 kan beskrivas i termer av fallet n.
Om man inte kan hitta en sddan reduktion, kommer ett induktionsbevis vara
svart att anvanda.

1.5 Olika satser och hur man bevisar dem

I foregaende avsnitt diskuterade vi olika bevistekniker. Men vilka tekniker &r
lampliga for vilka typer av satser?

e Implikation: Man séger att P implicerar () om @ ar sant ndr P &r det.
Ett exempel ar Sats 1.1.4, som séger att om ett tal n ar jAmnt, sa ar
talet n + 1 udda. Man brukar beteckna implikationer med en tjock pil
=, s& att P medfor @ skrivs

P = Q.

En implikation kan bevisas med ett direkt bevis. Da antar man att P
ar sant, och sedan visar man att () ocksd méaste vara sant (det &ar sa
vi bevisar Sats 1.1.4). Man kan ocksa anvénda ett motsigelsebevis. Da
antar man att P &r sann och att ) &ar falsk, och bevisar en motségelse.
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Ett tredje satt att bevisa att P implicerar () &r att bevisa att om @) ar
falsk, sa ar P falsk. Detta kallas for omwvdndningen av en implikation.

Ekvivalens: En ekvivalens dr nar tva pastaenden P och @) implicerar
varandra, alltsd att om P si @, och om ) s& P. Man brukar anvéinda
frasen P om och endast om (). Man anvénder tjocka dubbelpilar for att
beteckna ekvivalenser, sa att P om och endast om @ skrivs som

P = Q.

Ekvivalenser bevisas genom att férsta visa att P implicerar ), och sedan
att @) implicerar P.

Universalsats: En universalsats sdger att alla n i en méngd M uppfyller
nagot villkor P. Universalsatser kan bevisas som implikationer, genom
att omformulera universalsatsen som att om n ligger i méngden M, sa
uppfyller n villkoret P, det vill séga

n € M = n uppfyller P

Ifall M ar mingden av alla naturliga tal kan man ocksa anvinda ett
induktionsbevis, som vi beskrev ovan.

Man kan &dven bevisa en universalsats genom ett motsagelsebevis. Da
antar man att det finns ett n i M som inte uppfyller P, och bevisar att
det &r omdjligt.

Existenssats: En existenssats sdger att finns ett objekt n som har egen-
skapen P. Den typiska existenssatsen #r ekvationslosning. Att 22 = 3 har
en 16sning dr en existenssats, och kan omformuleras som att det finns ett
tal  sa att 22 = 3.

Ett satt att bevisa en existenssats ar att konstruera det sokta objektet
utifran objekt man redan vet finns. Till exempel s kan man bevisa att
det finns ett udda kvadrattal genom att notera att 32 = 9 #ir udda och
ett kvadrattal.

Man kan ocksa anvinda ett motsiagelsebevis. D4 antar man att det inte
existerar nagon objekt med egenskapen P och visar att det leder till en
motségelse. Dessa bevis har fordelen att vi inte behdver beskriva hur
objektet konstrueras. I gengéild kan bevisen vara mycket komplicerade.

En variant pa universalsatsen &r att inget n i M uppfyller P. Den kan omfor-
muleras som att alla n i M saknar egenskapen P. For dessa typer av satser ar
motségelsebevis ofta smidiga: man antar att det finns ett n i M som uppfyller
P och hérleder en motségelse.

Universal- och existenssatser ar duala till varandra, i bemérkelsen att om du
ska bevisa en existenssats med hjilp av ett motsigelsebevis sa antar du en
universalsats, och vice versa, se bevisen av Sats 1.4.2, 1.4.3 och 1.4.4
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Ovningar
Ovning 1.1. Lista elementen i foljande méngder.

(i
(i) B={1,2,{2,3}}.

) A={neN|k <5}
)
(iii) C ={k € Z | k* < 16}.
(iv) AnB.

)

(v

Ovning 1.2. Lista elementen i fljande méngder.

(C\A)UB.

(i) A={zeQ|2?=2}.
(i) B ={0,1,2,3}.
(i) C ={p/q|p,q e N,0<p<3ochl<qg<3}.
(iv)
(v) (CNB)\ A

Ovning 1.3. For nedanstiaende par av méangder A och B, avgdr om A och
B ar lika, disjunkta, nagon av dem &r en &kta delméngd av den andra eller
ingetdera.

(i
(i) A={0,1,2} och B={n e N|n? < 9}.

={1,2,3} och B ={1,1,2}.

) A
)

(i) A={{}} och B={zr € N|2z=-2}.

(iv) A={z €R||z| <1} och B={z € R ||z — 1] < 1}.
)

(v) A={z€Q|2> =2} och B={z e R | 2% =2}.

Ovning 1.4. For nedanstéende par av méngder A och B, avgoér om A och B
ar lika, disjunkta eller nagon av dem &r en dkta delméngd av den andra.

(i) A={-2,0,2} och B={x € Z | |z| < 3 och = &r jamnt}.
(i) A={r €R |22 <2} och B={xcQ|z%>2}.

)
)
(i) A={z € Z | x &r jamnt} och B = {z € Z | = ar kvadrattal}.
(iv) A={x €Z|2x=-2} och B={zx e N| 2z =2}

)

(v) A={0,{0}} och B = {0}.

Ovning 1.5. Anvind méngdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méangden av jamna, positiva heltal.
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(ii) Méngden av rationella tal r s& att 2r &r ett heltal.
(iii) Méngden av irrationella tal som ligger inom avstand 1 fran origo.

Ovning 1.6. Anvind mingdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av alla kvadrattal som &r storre an 2.
(ii) M#ngden av rationella l16sningar till z4 + 2% — 1 = 0.

(iii) Méngden av rationella tal som &r volymen av en kub med rationella
sidor.

Ovning 1.7. Ange méjlig definitionsméingd och malméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger det n:te kvadrattalet.
(ii) Funktionen som berdknar arean av triangel.
(iii) Funktionen berdknar derivatan av ett andragradspolynom.

Ovning 1.8. Ange méjlig definitionsméngd och malméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger arean av cirkel med radie 7.
(ii) Funktionen som ger avstandet mellan 1 och ett tal r pa tallinjen.

(iii) Funktionen som ger de rationella nollstéllena till ett forstagradspolynom
med rationella koefficienter.

Ovning 1.9. Ar foljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:R — R dir

_JlomzeQ
f<x)_{00ma:¢@.

(ii) f:N—=Qdar f(n) = /n.

(iii) f : R — R sa att f(z) = 0 med sannolikhet 1/2 och f(z) = 1 med
sannolikhet 1/2.

(iv) f:{0} — R dar f(0) =1 om ordet Balkong bérjar pa B.

Ovning 1.10. Ar féljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:Z — N, dér f(n) &r siffersumman i det vanliga (decimala) talsyste-
met. Obs, alla siffror ar icke-negativa.

(i) f:R — Q, dar f(x) = x/2.
(i) f:N—=R, dar f(n) = "V/n+1.
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(iv) f:Q—Z, dér f(p/q) =p.
(")VHing 1.11. Avgor om foljande funktioner ar lika eller inte? Motivera varfor.
(i) f:R—=R, f(z)=|z| och g : R = R, g(z) = Va2
(i) f:Z—Q, f(n)=1/nochg:N—Q, g(m)=1/m.
(i) f:N=Q, f(n)=n/(n+1)och g: N=R, g(z) =z/(z+1).

Ovning 1.12. Avgér om foljande funktioner #r lika eller inte? Om inte, moti-
vera varfor.

(i) f:R=R, f(z)=2>+22x+1ochg:R—R, g(x) = (v +1)%
(i) f:Z —Z, f(x) =2%och g: Z — Z, g(x) = |z|?.
(iii) f:R =R, f(z) =frac(xz) och g: Q = R, g(x) =z — |z].

Ovning 1.13 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n &r ett jaimnt
tal sa dr n + 1 ett udda tal (detta &r Sats 1.1.4).

Ovning 1.14 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n #r udda sa
ar n? udda.

Ovning 1.15 (). Anvind ett motsigelsebevis for att bevisa att summan av
ett irrationellt tal och ett rationellt tal ar irrationellt.

Ovning 1.16 (). Anvind ett motsigelsebevis for att bevisa att om a+b > ¢
sa dr antingen a > ¢/2 eller b > ¢/2

Ovning 1.17 (%). Anvind induktion for att bevisa att summan av de n forsta

udda naturliga talen ar n?.

Ovning 1.18 (%). Anviind induktion for att bevisa att summan av de n forsta
naturliga talen dr n(n + 1)/2.
Satsen har ocksa ett direkt bevis. Forsok att hitta det.

Ovning 1.19 (). Bevisa att om ab = ¢ si ir a > \/c och b < /¢, eller
tvartom.

Ovning 1.20 (x%). Bevisa att vinkelsumman av en n-hérning &r 180(n — 2)
grader

(i) med ett direkt bevis.
(ii) med induktion.

Ovning 1.21 (x+). Ett sitt att definiera ordningen > pa naturliga tal &r
foljande.

Ett naturligt tal n ar storre eller lika med ett naturligt tal m om det finns ett
naturligt tal k sa att n = m + k. Vi skriver detta som n > m.

Bevisa foljande satser:
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(i) n >0 och n > n {or alla n.

)

(ii) Om n = m och m > k sa géller n > k.

(iii)) Om n > m och m > n, sd 4r n = m.

(iv) Om n och m uppfyller n > m sa géller n +k > m + k for alla k > 0
)

(v) Om n och m uppfyller n > m sa giller nk > mk for alla k > 0

Ovning 1.22 (). Bevisa att det finns tva irrationella tal a och b sa att a® &r
rationellt. Tips: anviind att /2 &r irrationellt.

Ovning 1.23 (). Bevisa att
P4+22 4. 4n?<n?
for alla n > 2.

Ovning 1.24 (). Bevisa att det finns alla rationella tal kan skrivas som en
produkt av tva irrationella tal.

Ovning 1.25 (x*). Ett minsta element i en delméingd S av N ett tal n € S med
egenskapen att n < m for alla m € S. Bevisa att alla icke-tomma delméngder
av N har ett minsta element.

Ledtrad: Omformulera satsen och kombinera ett induktionsbevis med motséa-
gelsebevis.

Ovning 1.26 (). Féljande pastiaenden ir alla sanna. Vilka bor vara satser
och vilka bor vara definitioner? Motivera hur du tanker.

(i) Det finns bade udda och jimna kvadrattal.

(ii) Ett tal n &r ett kvadrattal om det finns en kvadrat vars area ar n.
(iii)

(iv)

Ovning 1.27 (). Féljande pastiaenden ir alla sanna. Vilka bor vara satser
och vilka bor vara definitioner? Motivera hur du tédnker.

Ett tal n ar ett kvadrattal om det finns ett heltal k s& att n = k2.

Det n:te kvadrattalet &r summan av de n forsta udda talen.

(i) En rétvinklig triangel har vinkelsumma pa 180 grader.

)
(ii) En rétvinklig triangel har tva vinklar vars summa &r 90 grader.
(iii) En rétvinklig triangel bildas nir man drar en diagonal i en kvadrat.
)

(iv) En triangel ar ratvinklig om den har en rit vinkel.
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2 Euklidiska rum

Nér man for forsta gangen introduceras till funktioner i matematik pratar man
nédstan enbart om funktioner av en variabel. I praktiken ar dock detta ofta ett
enkelt specialfall, da de flesta relationer ”i verkligheten” beror pa mer &n en
variabel. Till exempel beror hur mycket pengar ett stort foretag omsétter un-
der ett ar pa nast intill odndligt manga variabler, vilket gor att man med
nodvandighet méste analysera en forenklad modell for att kunna dra nagra
slutsatser. Men &ven en forenklad modell ldr bero pa vildigt manga variabler,
som till exempel antalet salda produkter, pris pa produkterna, antalet anstéall-
da, momssatser, arbetsgivaravgifter, inkomstskatter etc. Aven enklare formler
fran fysik innehaller ofta mer &n en variabel. Till exempel ges den kinetiska
energin for en punktformig kropp med massan m och hastigheten v av mv? /2.

I den hér kursen kommer vi studera operationer som tar funktioner som ar-
gument; som till exempel operationen I som tar en funktion f(z) och ger
integralen pa [0, 1] av dess absolutbelopp i kvadrat:

1
Ifa) e [P

Men for att forsta dessa operationer behover vi forst analysera och forsta funk-
tioner som beror av flera reella variabler; som till exempel f(z,y,2) = e™¥/z
eller g(z,y, z) = zy2?, som da bada #r funktioner av 3 reella variabler.

For vilka viarden pa (z,y,z) ar funktionerna f och g definierade? I vilken
punkt antar f(z,y, z) sitt storsta respektive minsta virde? Finns det ens nagot
storsta respektive minsta virde? Vad &r funktionens maximum, om det nu
existerar, om vi antar att 1/2 < < y < z < 1. Om vi bérjar i punkten
(x,y,2) = (1,1,1), at vilket hall ska vi da rora oss for att funktionen ska véxa
s& snabbt som méjligt?

For att kunna analysera funktioner av flera variabler ordentligt och besvara
fragorna ovan maste vi till att borja med forsta méngderna pa vilka de &r
definierade.

2.1 Rummet R"

I den hér kursen, och i flervariabelanalys i allménhet, betraktar vi huvudsak-
ligen funktioner som tar en reell n-tupel som argument, det vill sdga argu-
mentet &r pa formen (x1,...,2,), dér var och en av de n komponenterna z;,
J=1,2,...,n ér ett reellt tal, det vill saga x; € R.

Vi anvinder beteckningen R™ for att beteckna méngden
{(z1,...,zp) 1z €R, j=1,...n}.

Normalt skriver vi dock bara R istillet for R, Element i R kallas ofta for
skaldarer.

Ibland vill man av olika skél skriva ut komponenterna i en kolonn istéllet for
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pa en rad. Det vill sdga man skriver

z1

Tn

Ibland kommer vi &ven anvinda fet stil for att beteckna punkter i R™. D4 &r
det underforstatt att den j:te komponenten i x &r x;, och att x; da &r ett reellt
tal. Ibland skriver vi &nda ut x = (z1,...,x,) for att vara extra tydliga.

Déremot ar inte alla funktioner i n variabler definierade pa hela R™. Till ex-
empel dr funktionen fran vart foregaende exempel, f(z,y,z) = €"¥/z, inte
definierad om z = 0. Precis som tidigare &r definitionsmdngden, som vi van-
ligtvis kommer beteckna med Dy, en viktig del av funktionen, och en funktions
egenskaper beror i hog grad pa savél definitionsméngden som pa sjilva regeln.

I kapitel 4 da vi mer noggrant undersdker funktioner av flera variabler och
deras egenskaper kommer vi att definiera kontinuitet ordentligt, men féljande
exempel ar forhoppningsvis tydligt d&ndé, &ven om vi tills vidare néjer oss med
en intuitiv kdnlsa av vad kontinuitet innebér.

Exempel 2.1.1. Om vi till exempel betraktar funktionen
Zomy#0
T,y) =1 Y
f(z,y) { 0omy =0

sa ser vi att den ar kontinuerlig for en méngd som inte innehaller nagon punkt
dar y = 0, det vill sdga nadgon punkt pa formen (x,0). Till exempel ar funktio-
nen kontinuerlig pa méangden

Dy={(z,y): 1 <x<2,1<y<2}.
Déremot ér funktionen inte kontinuerlig i alla punkter pa méngden
Dy={(z,y): 2<2<2,-2<y<2}.

Till exempel ar ju
. o1
limy f(1,y) = 313%5 #0=f(1,0).

Huruvida en funktion ar kontinuerlig eller ej beror alltsa till viss del pa defini-
tionsméngden. A

Saval R™ som delméngder till R™ &r i grunden bara méangder, det vill sdga
samlingar med punkter. Men vildigt ofta véljer vi att lagga till ytterligare
struktur pa dessa méngder. Pa samma sétt som vi har matematiska operationer
pa reella tal — som att vi till exempel kan addera reella tal med varandra och
fa ett nytt reellt tal, och multiplicera reella tal med varandra och fa ett nytt
reellt tal — kan vi definiera operationer pa n-tuplar i R™.

Till att borja med definierar vi tre operationer i R™, ndmligen addition, multi-
plikation med ett reellt tal A € R, samt skaldrmultiplikation.
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Om x = (z1,...,2y) ochy = (y1, ..., yn) definierar vi
x+y=(x1+y1,. -, Tn+ Yn)-
AX = (Ax1,...,Azp).

samt
X-Yy=Z1Y1+...+TpYn.

Notera att addition och multiplikation med ett reellt tal ger nya element i
R™, medan skaldrprodukten av tva element i R™ blir ett tal i R (det &r darfor
operationen kallas just skaldrprodukt). En bild som visar hur det ser ut nér vi
adderar 2 vektorer finns i Figur 2.1 och en bild som visar vad skaldrprodukten
representerar finns i Figur 2.2.

a+b

Figur 2.1: Addition av 2 element a, b € R?, bild fran Wikipedia

0

—
|a| cos & b

Figur 2.2: Skalidrprodukten a - b av 2 element, a, b € R?, bild fran Wikipedia

Det ar vért att verifiera att vanliga formler for multiplikation och addition av
reella tal ocksa géller med operationerna ovan. Till exempel ar

X+y=y+x, AXx+y)=Ix+Ay, x-(y+z)=x'y+x-z

I tva och tre variabler kan punkter i R™ realiseras geometriskt som pilar i
planet respektive rummet. Med denna geometriska tolkning kan addition av
tva element i R™ tolkas som att man helt enkelt klistrar fast den andra pilens
borjan pa den forsta pilens spets (se Figur 2.1), och multiplikation med ett
positivt reellt tal skalar bara om langden pa pilen. Till exempel kommer x och
2x bada vara pilar som pekar at samma hall, bara att 2x ar dubbelt s& lang.
Multiplicerar vi istéllet med ett negativt tal A kommer vi att fa en pil som
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pekar i motsatt riktning, och vars lingd har blivit omskalad proportionerligt
med absolutbeloppet av .

Vi behaller dessutom terminologin fran R? och R3 och séiger att tva element
X,y € R™ ar parallella om det finns ett reellt tal A sa att

AX =y.

Om A\ > 0 sdger vi dessutom att x och y har samma riktning eller &r lika
riktade.

Vanligtvis kommer vi bara skriva 0 for nollvektorn i R™, alltsa (0,...,0). Det
bor alltid vara uppenbart fran sammanhanget om 0 syftar pa det reella talet
0 eller en n-tupel vars komponenter alla dr noll. Notera att med definitionen
ovan ar alla element i R™ parallella och lika riktade med 0. Vissa véljer dock
att i definitionen kréva att tva parallella vektorer bada ska vara nollskilda just
for att undvika detta.

Skalarproduktens geometriska tolkning &ar inte lika uppenbar, och den kommer
inte riktigt behovas i den har kursen. Men det kan vara vart att veta att
skaldrprodukten &r relaterad till vinkeln mellan tva vektorer och deras langder
enligt formeln x -y = |x||y| cos(6), dér € &r vinkeln mellan vektorerna x och
y (se Figur 2.2).

Ett viktigt specialfall fran den geometriska tolkningen med pilar i tva och tre
variabler dr att

X-x = 2% + x3(4+23),
vilket vi kiinner igen fran Pythagoras sats som kvadraten av ldngden av pilen.

Med detta som motivation definierar vi nu lingden eller beloppet av ett element

ix € R" som
x| =vx-x=1/23+ ...+ 2.

Notera att skaldrprodukten av ett element x med sig sjalv alltid ar storre an
eller lika med 0, med likhet om och endast om x = 0. Daremot ar skalarpro-
dukten av tva olika element inte nodvéandigtvis positiv.

Exempel 2.1.2. Lat x = (1,2,3,4) och y = (—1,—1,—1,—1). Bada dessa
vektorer ar uppenbarligen nollskilda, men de ar inte parallella. Vidare &ar

x| = V12422 +32+42 = 1+ 4+ 9+ 16 = V/30,

och

¥l = VIR + (D2 + (D24 (12 =Vi=2.

Slutligen ar
xy=—-1-2-3-4=-10.

Slutligen definierar vi avstandet mellan tva punkter x och y som

x =yl = V(e —y1)2 + ...+ (20— yn)?.
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Notera att detta Gverensstammer med hur vi méter avstand i R2 och R3 med
hjalp av Pythagoras sats.

Nar vi tanker pa element i R™ utrustade med strukturen ovan — det vill sdga
att vi kan méta deras lingd, vi kan addera dem, vi kan multiplicera dem med
reella tal, och vi kan ta skaldrprodukter — sa sdger vi att dessa element ar
Fuklidiska vektorer, eller bara vektorer. En vektor ar alltsa inte bara en punkt
i rummet, utan den har mer struktur, som till exempel en langd och en riktning.

2.2 Nagra viktiga olikheter

En oerhort viktig olikhet, som vi bland annat kommer att behova for att kun-
na avgora i vilken riktining en funktion véxer snabbast, &r Cauchy—Schwarz’
olikhet.

Sats 2.2.1. (Cauchy-Schwarz’ olikhet)

I R™ gdller
x -yl < [x[lyl, (2.1)

eller utskrivet

|11 + - .-+ Ty g\/a:%—l—...—{—m%\/y%—l—...—l—y%.

Likhet intrdffar om och endast om x och'y dr parallella.

Bevis. Vi kan anta att x # 0, for om x = 0 ar bada leden i (2.1) lika med 0,
och x och y &r dessutom parallella.

Den viktiga insikten som beviset bygger pa dr det enkla faktum att skalér-
produkten av wvilken vektor som helst med sig sjalv ar storre an eller lika med

0.

Lat ¢ vara ett reellt tal och betrakta vektorn tx + y. Enligt réknereglerna for
skaldrprodukten ar

0< (tx+y)- (tx+y) =[x+ 2x-y + |y|*

Eftersom |x|? # 0 kan vi bryta ut |x|? och kvadratkomplettera med avseende
pa t, vilket ger

2 2 2
o2, 5X Y, [YI°\ 2 Xy s (x-y)
0 < |x] (t + 2—|X|2 t+ |X|2> = |x]| <t + ™2 ) +y|* = xE

Notera att denna olikhet haller for alla reella virden pa ¢t. Om vi nu véljer ett
lampligt varde pa ¢, ndmligen

X'y

t=—"2
x>

sa forsvinner den forsta termen i uttrycket ovan och vi far da




Vilket kan skrivas om till (2.1).

Fran beviset framgar det dven att vi har likhet i (2.1) precis da skaldrprodukten
av (tx +y) med sig sjilv ar noll. Men det hander bara om (tx+y) = 0, vilket
innebar att

y = —1ix.

Sa& x och y maste alltsa vara parallella om vi har likhet. O

En annan véldigt viktig olikhet i R™ &r foljande generalisering av Sats 1.4.2
som séger att langden av hypotenusan i en ratvinklig triangel ar kortare &n
summan av kateternas ldngder.

Sats 2.2.2. (Triangelolikheten i R™)

I R™ gdller
x+yl < [x|+]yl,

med likhet precis ndr x och y dar parallella och lika riktade.

Bevis. Genom att anvinda rdknereglerna for skaldarprodukten ser vi att
x+y)?=(x+y) (x+y) =[x +2x-y+ [y (2:2)
Genom att anvinda Cauchy—Schwarz’ olikhet ser vi att
x-y < [x-y| < [x|lyl,
Inséttning i (2.2) ger nu att
x+y[? < [x[* +2/x[ly| + |y]* = (x| + [y,

vilket ar ekvivalent med den sokta olikheten.

Vidare har vi likhet i triangelolikheten om och endast om vi har likhet i
Cauchy—Schwarz’ olikhet och

x-y=[xyl

Vi vet att vi har likhet i Cauchy—Schwarz’ olikhet exakt da x och y &r parallella,
det vill sdga d& x = Ay for nagot A € R.

Villkoret att
betyder alltsa att
x-y = Ay -y = Ayl = Nlly[2 = Ayl = [x- v,

vilket haller precis da A = ||, alltsd nar A > 0.
Vi har alltsa likhet i triangelolikheten precis da

X=Ay, A=0,

det vill sdga da x och y &r parallella och lika riktade. O
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Z<X+Y

Figur 2.3: Triangelolikheten for x,y € R?, bild fran brilliant.org

Figur 2.3 visar triangelolikheten med 2 vektorer x och y. Ett viktigt specialfall
av triangelolikheten ar den sa kallade omvdnda triangelolikheten.
Eftersom
x| =|(x+y) -yl <|x+y|l+yl

ar

x| =yl < x+yl.
Pa samma sétt visas att

vl —[x| < [x+yl,

och dessa tva olikheter ger tillsammans att
x| = [yll < [x+yl. (2.3)

Olikheten (2.3) kallas ofta for den omwvdnda triangelolikheten.

Med hjéalp av induktion kan dessutom Sats 2.2.2 generaliseras till fler &n tva
termer:

Ix1 + ...+ Xn| < |xX1|+ ...+ X0l

Vi lamnar beviset av denna generalisering som en 6vningsuppgift.

2.3 Delmingder av R”

I méanga fall &r man intresserade av att analysera en delmdngd av R™. Till
exempel kan man vara intresserad av att hitta den kortaste véigen att ga for
att ta sig over ett bergspass, och i det fallet &r den naturliga méngden att
utfora sina analyser pa den tvadimensionella delméngden till R? som beskriver
bergsytan av bergspasset.

Notera att vi i exemplet ovan ar intresserde av att betrakta operationen som
tar en kurva definierad pa bergsytan och som foérbinder tva pa forhand valda
punkter pa varsin sida av bergspasset, och som ger langden av den kurvan.
Dérefter vill vi hitta minimum av den operationen. I kapitel 7 hérleder vi en
metod for att hitta minimum och maximum till denna typ av operation.
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I den hér kursen ar vi dock huvudsakligen intresserade av delméngder till
R™ som uppkommer som naturliga definitionsméngder till funktioner vi &r
intresserade av att studera.

Exempel 2.3.1. Betrakta funktionen

1
z(x—1Dyly — 1)
Denna funktion &r inte definierad fér x = 0,2z = 1,y = 0 och y = 1. Vi skulle

till exempel kunna vilja definitionsméngden som hela R?, bortsett fran de fyra
problemlinjerna = 0,z = 1,y =0,y = 1.

f(x,y) =

Den méngden ar dock inte sammanhdingande (notera att vi inte har definierat
detta koncept ordentligt, sd hér far vi forlita oss pa var intuition om vad en
sammanhingande méngd bor vara). Om vi vill ha en definitionsméangd som &r
sammanhéngande skulle vi istdllet kunna betrakta mangden

Dy ={(z,y): 1<z <2,1<y<2}.

Notera att denna definitionsméngd inte &r maximal eftersom vi kan utvidga
definitionsméngden och fa en strikt storre definitionsméngd som ocksa ar sam-
manhdngande. Till exempel kan vi betrakta

Df={(z,y): 1 <x<3,1<y<3}.
Ytterligare en alternativ definitionsméngd &r
Df={(z,y): 0<2<1,0<y <1}

Denna definitionsméngd &r dock maximal eftersom f(x,y) inte ar vildefinierad
6verallt pa nagon sammanhingande méngd som innehaller Dy som ékta del-
méangd. Problemet &r att en sddan méngd med nédvandighet maste innehalla
nagon punkt vars z- eller y-koordinat adr antingen 0 eller 1.

Det ar dock viktigt att vara medveten om att vi inte har bevisat pastaendet
ovan. Vi har ju inte ens definierat vad vi menar med sammanhé&ngande méngd
ordentligt! A

Nagra av de vanligaste méngderna man intresserar sig for ar sfdrer och klot.
Definitionen av dessa motiveras av att en cirkel med radie r och centrum a i
tva variabler beskrivs som méngden av punkter vars avstand till a &r precis
r, och motsvarande (6ppna) disk bestar av de punkter vars avstand till a &r
strikt mindre an 7.

Definition 2.3.2. I R” definieras ett 6ppet klot som en méngd som kan be-
skrivas som
{xeR":|x—a| <r}

for nagot > 0 och nagon punkt a € R™. I sa fall kallas r for klotets radie och
a for klotets medelpunkt.

Vidare definieras en sfar som en méngd som kan beskrivas som

{xeR":|x—a|=r}
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for nagot r > 0 och nagon punkt a € R”. Pa samma sitt som {or sfiren kallas
i sa fall r for sfiarens radie och a for sfarens medelpunkt.

Vi kommer ibland anvinda notationen B,(a) och S,(a) for att beteckna det
oppna klotet respektive sfaren med radie r och centrum a. A

Notera att en ppen sfar med radie » > 0 och centrum a i R bara blir det
oppna intervallet (a — r,a + r). Mer specifikt blir det dppna enhetsklotet med
centrum i origo bara intervallet (—1,1).

Manga viktiga definitioner i analys kraver att vi inte bara kan undersoka en
funktion i en punkt, utan att vi kan uttala oss om funktionens beteende i ett
litet omrade runt punkten. Till exempel kréaver derivatans definition

i J@ )~ J(@)
h—0 h

att vi kan séiga nagot om f(z + h), i alla fall for tillrdckligt smé virden pa h.

Om vi har en funktion f(x) som bara &r definierad pa intervallet [0,1] s& kan
vi inte uttala oss om derivatan i punkten 1, for f(1 + h) ar inte definierat
fér nagot h > 0. I detta fall kan vi forvisso betrakta grénsvirdet fran vénster
(h < 0), men om vi har en funktion som ar definierad pa [0, 1] U {2} finns det
inget meningsfullt sétt att prata om en derivata i punkten 2.

Vi behover alltsa kunna prata om punkter i en méngd, som har egenskapen

att ett litet omrade runt punkten ocksa ligger i méangden.

Definition 2.3.3. Lat M C R” och lat a vara en punkt i R™. Vi séger att:

e a ir en inre punkt till M om det finns ett 6ppet klot med centrum i a
som ligger helt i M.

e a ir en yttre punkt till M om det finns ett 6ppet klot med centrum i a
som ligger helt i komplementet till M.

e a ir en randpunkt till M om varje 6ppet klot med centrum i a innehaller
punkter fran bade M och komplementet till M.

A

Notera att varje punkt i R™ tillhor precis en av de ovanstaende tre kategorierna
med avseende pa en given mangd M.

Det &r huvudsakligen konceptet av en inre punkt vi &r intresserade av i den
hér kursen, da det &r i inre punkter av en definitionsméngd vi (eventuellt) kan
definiera koncept i stil med derivata.

Det ar viktigt att vara medveten om att huruvida en punkt a € M &ar en
inre punkt eller ej inte bara beror pa M, utan dven pa den omkringliggande
méangden R"™.

Lat till exempel I C R vara intervallet

I={zeR:0<x<2}

26



Da ar punkten x = 1 en inre punkt till M, for till exempel ar det 6ppna klotet
med centrum 1 och radie 1/2 en delméngd av M.

Men fér motsvarande intervall som en delméngd till R?
I={(z,00eR*:0<z <2}

har vi nu att inget 6ppet klot med centrum i (1,0) &r en delméngd till 7. Till
exempel har vi for varje 6 > 0 att

(1,6/2) € Bs(1),

men (1,6/2) ¢ I.

Problemet &r i nagon bemérkelse att den omkringliggande méngden ar storre
relativt I, ocn att 6ppna klot darfér borjar innehalla en massa extra punkter
utanfor 1.

Definition 2.3.4. En méngd M C R" kallas dppen om alla punkter i M &r

inre punkter till M. Den kallas sluten om alla randpunkter till M ligger i M.
A

Till exempel dr det 6ppna intervallet (0,1) C R en dppen méngd, och det
slutna intervallet [0,1] &r en sluten mangd da dess enda randpunkter &r 0
och 1, och bada dessa ligger i [0, 1]. Att visa detta ordentligt ldimnas som en
Ovningsuppgift. Det dr ocksa vért att tdnka igenom och verfiera att alla 6ppna
klot faktiskt &r 6ppna méngder enligt definitionen ovan. Att visa detta lamnas
ocksa som en Gvningsuppgift.

Notera dock att det finns méngder som varken &r Gppna eller slutna. Till
exempel dr [0, 1) inte 6ppen da 0 inte &r en inre punkt, men den ar inte sluten
heller da den har 1 som randpunkt, trots att 1 inte ligger i mangden.

Definition 2.3.5. Det inre av en méngd M C R™ &ar delméngden till M som
bestar av alla inre punkter. Det vill siga mangden

{z € M : x &r en inre punkt i M}.

Denna méngd betecknas ofta med M°. A

Exempel 2.3.6. Det inre av bade det slutna och det halvéppna intervallen
[0,1] och [0, 1) &r det 6ppna intervallet (0,1). Anledningen till detta &r att alla
punkter i (0,1) dr inre, medan punkterna 0 och 1 &r randpunkter. Att visa
detta ldmnas som en Gvning. A

Ovningar
Ovning 2.1. Lat x = (1,3,5,7) och y = (—1,3,—-5,1).

(a) Berédkna |x| och |y].

(b) Berdkna x - y.
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(c) Ar x och y parallella?
Ovning 2.2. Lat x = (1,2,3) och y = (—3,2,—1).

(a) Verifiera Cauchy—Schwarz’ olikhet for detta val av x och y.
(b) Verifiera triangelolikheten for detta val av x och y.

Ovning 2.3 (x). Anviind induktion for att bevisa att
|z + .o x| < x|+ ..+ |2,
for alla positiva heltal n > 2.

Ovning 2.4 (%). Bevisa att det slutna intervallet [0,1] C R &r en sluten
méangd.

Ovning 2.5 (x). Bevisa att det 6ppna intervallet (0,1) C R #r en dppen
méangd.

Ovning 2.6 (xx). Lat 7 > 0 och a € R” och betrakta det 6ppna klotet B, (a).
Visa att B,.(a) ar en dppen méangd.

Ovning 2.7 (x+). Beriikna det inre av den slutna enhetsskivan
D :={(z,y) e R?: 2 +9* < 1}.
Ovning 2.8 (x*). Beriikna det inre av den slutna kvadraten

K= {(z,y) eR?: |z < 1,|y| < 1}.
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3 Losningsmetoder for ordinira differentialekvatio-
ner

Malet med arets Matematiska Cirkel dr att ldra oss variationskalkyl for att
16sa matematiska problem sasom Brachistochronproblemet. Variationskalkylen
kommer att reducera vara problem, exempelvis Brachistochronproblemet, till
att 16sa en sa kallad differentialekvation. 1 detta kapitel ser vi till att lagga
en stabil grund for att kunna l6sa differentialekvationerna som vi stéter pa
i senare kapitel. Vi utgar ifrdn att en majoritet av eleverna som liser detta
kapitel har stott pa definitionen av kontinuitet, derivata och integral tidigare.

3.1 Repetition av envariabelanalys

Detta avsnitt dr enbart &mnat for att repetera vissa definitioner och agera
som ett formelblad for dem som har glomt eller inte sett begreppen forut. Vi
kommer dérav inte bevisa nagonting i detta korta avsnitt. Om man inte hort
talas om konceptet derivata férut sa dr ovningstillfallena d&mnade for er att
komma och stélla fragor, sa fraga om derivata da!

Anméirkning 3.1.1. Vi paminner ldsaren om ett par speciella funktioner.

(a) arcsin

(b) arccos

(c) arctan

Vi listar deras definitions- och virdeméngder i denna tabell.

Dessa ar de inversa funktioner pé de vanliga trigonometriska funktioner pa

Definitionsméngd | Vardeméngd
arcsin [—1,1] -2, 7]
arccos [—1,1] [0, 7]
arctan R (— 5,5 )

lampliga delméngder, d.v.s.

vel-

ve (

T
272

f} = arcsin(sin(x))

X

z € [0,71] = arccos(cos(x)) =z

m™ T

—_— —) = arctan(tan(x)) = x.

272
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Definition 3.1.2. Lat f : I° — R, for nagot intervall I. En kontinuerlig
funktion F' : I — R séigs vara en primitiv funktion till f pa I om F'(x) = f(z),
for varje x € I°. A

Anméirkning 3.1.3. Intervallet I kan vara pa formen
[aa b]’ [aa b)7 (a7 b}, (CL, b)v [a’v OO)) (a’ 00)7 (_OO’ b]7 (_007 b)v R.

Exempel 3.1.4. Hér ar en lista pé typiska funktioner med derivata och primi-
tiv funktion, till var och en. Notera att alla andra primitiva funktioner erhélles
genom att addera en konstant till den vi anger.

f / F Definitionsméngd
nz™ ! x", ”i: reR n#-1
e’ e’ e* R
cos(x) sin(x) —cos(z) R
1 In(z) z(In(x) — 1) x>0
—sin(x) cos(z) sin(z) R
1 +tan?(z) | tan(x) * lz| < 5
* ﬁ arctan(z) R
11_:62 arcsin(x) * [—1,1]

Vi lamnar det som 6vning i slutet av kapitlet att fylla i de tomma rutorna i
tabellen. A

Exempel 3.1.5. Notera att F'(x) = y/z &r en primitiv funktion till

f($):{2\1/50m33>0

Oomz=0

pé intervallet I = [0,00). Detta da F' &r kontinuerlig pa I och F'(z) = f(z)
for alla € I° = (0, 00). Notera att virdet f(0) inte spelar nagon roll eftersom
x = 0 inte ar en inre punkt. A

Sats 3.1.6 (Analysens fundamentalsats). Lt f vara en kontinuerlig funktion
pa intervallet [a,b]. Da galler att

Flz) = / "

ar en primitiv funktion till f i [a,b]. Dessutom skiljer sig alla primitiva funk-
tioner enbart at med en additiv konstant.

Foljdsats 3.1.7 (Variant av analysens fundamentalsats). Lat f vara en kon-
tinuerlig funktion pa intervallet (a,b). Dd ar alla funktioner pa formen

F(z) —/ f(t)dt.
for ¢ € (a,b) primitiva funktioner till f pa (a,b).
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Exempel 3.1.8. Antagandet att f dr kontinuerlig pa ett slutet intervall (dvs
aven i andpunkterna) i analysens huvudsats dr viktigt. Vi demonstrerar skill-
naden i detta exempel. Lat

f(x):{iomx>0

Oomz=0

vara definerad pa [0, 00), den &r ej kontinuerlig i 0. Vi skulle kunna tro att

Fz) = /O ' %dt

ar en primitiv funktion. Problemet &r bara det att fOJ: %dt = 00 sa det gar inte
att definera F' sahdr. Daremot vet vi att

Plz) = /1 ' %dt ~ In(a)

ar en primitiv funktion pa intervallet (0, c0). A

Anmairkning 3.1.9. Fran analysens huvudsats foljer den sa kallade insdtt-
ningsformeln som man lir sig i gymnasiet. Om F' &r en primitiv funktion till
f pa [a,b] sa giller

b
/ F(#)dt = F(b) — Fla).
Vi anviinder ofta notationen [F(z)]% := F(b) — F(a).

Hjalpsats 3.1.10. Att integrera och derivera uppfyller foljande rikneregler (sa
linge bada sidor dr vdldefinerade).

b b b
. / £(t) + g(t)dt = / F(t)dt + / o(t)dt

b b
e VAER / M (£)dt = )\/ F(t)dt

. /abf(t)dt+/bcf(t)dt:/:f(t)dt

/abf(t)dt - —/baf(t)dt

(f+9)'=f+4g
VAER (Af) =Af
(f-9)=r-g9g+f¢
(f(g®) = f'(g(t) - 4'(2)

<f>’_f’-g—f‘g’
g g2 '
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Exempel 3.1.11. Lat oss berdkna integralen

1
/ 22 + 3e%da.
0

Pa [0, 1] har vi primitiva funktioner 13—3 till 2 och e? till e*. Da far vi,

1 1 1 1 1
/ 22 + 3e%dr = / 22dx + / 3etdr = / 22dx + 3/ edx
0 0 0 0 0

- [P el o

3.2 Tekniker for att integrera funktioner av en variabel

Manga funktioner, och senare funktionaler, som vi kommer att stéta pa i denna
kurs defineras som primitiva funktioner och integraler av andra funktioner.
Exempelvis sa dyker manga 16sningar till differentialekvationer upp pa detta
vis. For att vi ska kunna explicit berékna eller forsta denna typ av funktioner
battre sd maste vi tillimpa ett flertal hjalpsatser och integrationstekniker som
vi lar oss i detta kapitel.

Hjilpsats 3.2.1 (Partiell integration). Ldt f,g och ¢ wvara kontinuerliga i
[a,b] och lit F vara en primitiv funktion till f i [a,b]. Dd gdller att

- / Py (2)de

b

b
| @tz = [Fa)ge)]

a

Bevis. Analysens huvudsats ger oss att

[F@]) = [ Fwot) e

a

Med produktregeln for derivata kan vi ytterligare férenkla uttrycket till

Fa)g)] = / (Pa)alo)Ydz - / ' algla) + Fla)g'(0)de =

a

[ s+ [ R

Beviset ar fardigt efter att man flyttar 6ver ena termen i hogerledet till vans-
terledet. 0

Exempel 3.2.2. Lat oss berdkna foljande integral med hjilp av partiell in-

tegration,
1
/ zetdx.
0

Vi later f(z) = e” och g(x) = x. Da far vi F(x) = e® och ¢'(x) = 1, s& nér vi
tillampar partiell integration far vi

1 1
/0 xedr = {xem]; /0 e“dr = [azez}; - [em}(l) =(e—0)—(e—1)=1.
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En annan véardefull sats ar foljande:

Hjalpsats 3.2.3 (Variabelbyte). Ldit g,¢' vara kontinuerliga pd [a,b] och f
kontinuerlig pd vdrdemdngden for g. Da gdller att

g(b)
/ f(g x)dx = f(z)dz
g(a)

Bewvis. Analysens fundamentalsats och kedjeregeln for derivata ger oss att

/g (g::)f(t)dt— [F(g(x))]zz / bF(Q(a:))’dx: / b Flg(@))g (z)dz. O

Anmirkning 3.2.4. Med ¢’ kontinuerlig menar vi att ¢’ har ett vildefinerat
hoger- respektive vanstergransvirde i &ndpunkterna pa intervallet.

Exempel 3.2.5. Lat oss berdkna foljande integral med hjalp av variabelbyte,

3 2
/ 2ze” dzx.
0

Vi later g(z) = 22 och f(x) = e®. Da far vi F(x) = €%, ¢'(z) = 22, g(0) = 0

och ¢(3) = 9. Sa nér vi tillampar variabelbyte far vi
3 5 9
/ 2ze” dr = / eldt =€ — 1.
0 0

Anmairkning 3.2.6. Variabelbyte i integral ar ekvivalent med pastaendet: om
F &r en primitiv funktion till f pa virdeméngden for g s& dr F(g(z)) primitiv
till f(g(x))g'(z) pa [a,b]. Nar vi gor ett variabelbyte kommer vi att anvinda
en lite annorlunda notation dér vi anvinder bokstaven y istéllet for g. Sahér
skriver vi da,

v(®) dy — y=y(z) dy=y'(
(@) f(y) Y= z=a = y=y(a) z= b:>y y(b f

A

Exempel 3.2.7. Lat oss berdkna foljande integral med hjalp av variabelbyte,

1 T
/ L.
0 1 + 621}

e’ ch flz) = Jrlxz. Da vet vi sedan tidigare att F(x) =
=e”, y(0) =1 och y(1) = e. S& nér vi tillimpar variabelbyte

Vi later y(x) =
arctan(z), y'(z)
far vi

1 e e 1
——dx = ——dy = {arctan
/O 1+ e2® /1 1+ 192 4

= arctan(e) — arctan(l) = arctan(e) — %
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3.3 Differentialekvationer

En ekvation f(x) = 0 har lésningar som motsvarar viarden pa variabeln z.
I detta avsnitt studerar vi differentialekvationer, som beskriver forhallanden
mellan en funktion, dess derivator och variabler. Dessa &r i allménhet svara
att losa. Vi kommer att behandla funktioner y(x) : I — R, for nagot intervall
I, och &nnu mer specifikt differentialekvationer som kallas for separabla men
forst ska vi se pa ett par enklare exempel.

Exempel 3.3.1. En differentialekvation som involverar en okédnd funktion y
som beror pa enbart en variabel x kallas for ordindr. A

Anmarkning 3.3.2. Ofta dr man lite slarvig med att specificera definitions-
méngden av den okédnda funktionen y(x) i differentialekvationer eftersom man
inte vet vad den &dr. Ofta ndr man l6ser ekvationer, sarskilt i denna kurs, kom-
mer det naturligt fram vart 16sningen &r definerad eller ej.

Definition 3.3.3. En ordinéar differentialekvation som kan skrivas pa formen
y'(z) +g(x) - y(x) =0

dér ¢ ar kontinuerlig kallas for en forsta ordningens homogen ordinér linjéar
differentialekvation. A

Hjalpsats 3.3.4. Alla ldsningar till en forsta ordningens homogen ordindr
linjgar differentialekvation dr pa formen

y(a) = Cem ¢
dir G ar en primitiv funktion till g och C en godtycklig konstant.

Bewvis. En forsta ordningens ordinér linjar differentialekvation kan alltid skrivas
om

y'() +9(x) ylz) =0 <

Y (2)e%") + g(2)e") - y(x) = 0 =
(y(2)e @) =0 —

y(z)ef® =C. O

Exempel 3.3.5. Nagra forsta ordningens ordinéra linjara differentialekvatio-
ner med losningar ar

Ekvation g(x) | G(x) Losning
y’(x) — y($) =0 -1 —x y(:r) = (Ce®
x - y/(:v) + y(x) =0 l/x hl(.%’) y(x) — C/xQ
) tra@ =0 | v |2 | yle)=0et
y'(z) + cos(x) - y(z) =0 | cos(z) | sin(x) | y(z) = Ce—sn(@)
Y@y =0 [ e | & [ yly=Ce™
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Exempel 3.3.6. Nagra andra exempel pa differentialekvationer ar

y' ()

fa)- f'(x)=22°,  ¢"(2) + 24 (x) + g(z) =0, T e~ @)
Exempel pa losningar &r
fle)=2® glz)=e"  y(z) = —tan(logcos(z))
A

3.4 Separabla differentialekvationer

Definition 3.4.1. En ordinér differentialekvation kallas separabel om det finns
tva funktioner f, ¢ i en variabel s& att ekvationen kan skrivas om pé formen

fly(@) -y (x) = g().
Har ar = var variabel och y(x) funktionen vi férsoker hitta. A
Anmairkning 3.4.2. Notera att valet av f och g inte alltid dr unikt.

Exempel 3.4.3. Ett par exempel pa separabla differentialekvationer ar

/

y
1+y?

y-y +x=0, v =yln(z) + v, = tan(z).

Exempel pa val av f och g ar

Definitionen av att en differentialekvation &r separabel ar konstruerad sa att
man kan 16sa den med hjélp av integration vilket vi ser i foljande hjalpsats.
Den har ett kort bevis men ddr man maste ha véldig god kontroll Gver de-
finitionsméngderna for funktionerna i fraga. Vi kommer att studera hur den
anvinds mer konkret i flera exempel.

Sats 3.4.4. Givet en separabel differentialekvation pd formen f(y(z))y'(x) =
g(z), lat F, G vara primitiva funktioner till f, g pd intervallen I, och I, respek-
tive. Da mdste en losning y(x) pa I, som uppfyller y(x) € I, dven uppfylla

Fy(z)) = G(z) + C,

for nagon konstant C. Hdr dr x var variabel och y(x) funktionen vi forsoker
hitta.
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Beuwis. Beviset ar en direkt foljd av ett lampligt variabelbyte. Vi tar den se-
parabla differentialekvationen och integrerar bada sidor och anvénder insétt-
ningsformeln for nagot ¢ € I,

fy(@)y'(z) = g(x) <=
/ fy(t)y'(t)dt = / g(t)dt = G(x) — G(¢) = variabelbyte

Givet en fix 16sning y sa dr C konstanten F(y(c)) — G(c). O

Hjalpsats 3.4.5. En ekvation pa formen

har en unik losning om F' dr inverterbar.

Bevis. Da F i#r inverterbar sa har vi en unik 16sning y(z) = F~1(G(z)). O

Anméirkning 3.4.6. Notera att en funktion som inte &r injektiv kan ha mer
an en hogerinvers. Ett typisk exempel &r funktionen tan(z). Den har flera
hogerinverser arctan(x),arctan(x) + m,arctan(xz) + 27,... Vi kommer att se
vad detta har for inverkan i ett exempel nedan.

Anmairkning 3.4.7. Notera att en funktion &r inverterbar om den ar injektiv.
For att visa att en funktion &r injektiv ar det tillridckligt att visa att den &r
strangt vixande. Beviset lamnas till ldsaren i 6vning 3.7.

Exempel 3.4.8. Lat oss anvinda sats 3.4.4 for att studera den separabla
differentialekvationen

y(@)y () +2 =0.
Vi har i tidigare exempel faststallt att f(y) = y och g(z) = —x. Vi hittar

primitiva funktioner

Fly)=%,yeR
G(z)=-% z€R

Oavsett vad y(z) ar sa kommer y(x) alltid ligga inom definitionsméngden for
F och z i definitionsméngden for G. Vi kan d& med gott samvete skriva ned

Vex e R —=-—+C.

Det &r tydligt att det inte finns nagon vettig 16sning om C < 0 eftersom
x2,y% > 0. Efter en liten omskrivning, 2 = 2C ser vi att detta #r cirkelns
ekvation



Figur 3.2: En 16sning till den givna differentialekvationen med r? = 1 maste
alltsa ligga inuti enhetscirkeln.

Som vi ser i bilden &r inte detta en funktion som lGser ekvationen, utan tva
stycken, den Gvre och den undre. Detta kan forklaras med att 32 inte ér injektiv!
Déremot ar den det om vi begrénsar oss till y > 0 eller y < 0. Detta ger oss

tva olika losningar for varje val av 72,
' = -2’ +1* = y(z) =tV -22+1r2
Som vi ser #r losningarna bara definerade da —a% + 12 > 0. A

Exempel 3.4.9. Lat oss anvianda sats 3.4.4 for att studera den separabla

differentialekvationen
1
Y =yln(z) +y f@)z; g(z) =In(z) +1

Notera att f och g har en singularitet i x = 0 och y = 0. I den hér kursen
nojer oss med att hitta 16sningar fér I, = (0,00) och I, = (0,00). Vi hittar
primitiva funktioner

F(y) =In(y), y > 0
G(x) =zln(z),x >0

Vart antagande y(x) > 0 garanterar att y(x) alltid ligger inom definitions-
méngden for F. Vi kan d& skriva ned

z,y>0 = In(y) =zln(zx) +C.

Oavsett C' far vi en vettig 16sning som inte inskranker definitionsméngden pa
y. Med villkoret y > 0 har F en unik invers, F~1(t) = ¢’. Vi kan da skriva

z,y>0 = In(y) =zln(z) + C =
y = exln(m)+C’ —
y = Dz*

for nagot D = ¢ > 0. A
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o 1 2

Figur 3.3: Losningskruvan for D = 1.

Exempel 3.4.10. Lat oss anvianda sats 3.4.4 for att studera den separabla
differentialekvationen

y'(x) 1
Trw@)2 tan(z) fly) = T2

Notera att tan(z) har en singularitet i = £%. Vi ndjer oss med att hitta en
primitiv funktion pa (=7, 7). Vi hittar primitiva funktioner

g(x) = tan(a)

{F(y) = arctan(y), y € R
G(z) = —In(cos(x)), z € (=%, )

Att hitta G(x) ar ganska klurigt, se uppgift 3.3. Vi har dven péa det intervall
vi betraktar en unik invers till arctan(y) som &r tan(y) och vi har dessutom

|z] < % = cos(z) > 1/2 = |In(cos(z))| <In(2) <1< g

I slutédndan far vi ett exempel pa en 16sning,

y(x) = —tan(In(cos(z))).
A

Exempel 3.4.11. Vi kommer senare i kapitel 8 att behéva 16sa en differenti-
alekvation pa formen

k‘2

(y)?==—-1

Yy
for nagot k& € R och y(z) € [0,k?]. Den &r inte separabel eftersom vi har en
term (y')? som dr knepig att bli av med. Lat oss for tillfillet bara studera
ekvationen och hérleda nagra egenskaper hos 16sningen genom att anvéinda
differentialekvationen som den léser och férvandla den till en separabel diffe-
rentialekvation. Lat oss visa att y”(z) < 0, alltsd att var funktion &r konkav
vilket 4r samma sak som att y’ ar avtagande.
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Vi ser att 3/(z) = 0 <= y(r) = k% Om y(x) = k? anviinder vi anta-
gandet att Vt y(t) < k2, dirfor maste sidant  vara ett lokalt maximum vilket
medfor y”(z) < 0. Om istéllet y'(z) # 0 har vi att

k2 d d (k?
W=t = L= (E-1) =

dr \ y
k2 y'#0 kz
2y'y":——y' y7) y//(x):_i <0
y? 2y?

Sa vet vi att om y'(z¢) = 0 medfor det
x=x9 = y'(x)
r<zy = y'(x)

Vi kan alltsa dela upp var differentialekvation i tva stycken separabla diffe-
rentialekvationer, en dar x > xg och en dir x < x9 om det finns en punkt
y'(z9) = 0. Om = < zp kan vi skriva

y' = \/lﬁ— :
Yy
P& samma satt far vi 3/ = —\/%2—1 nér r = xo. A

Ovningar

Ovning 3.1. Berikna integralen
2
/ 2% — 227 4 mda.
1

Ovning 3.2. Derivera
arctan(x)

T

Ovning 3.3 (x). Fyll i de tvad tomma rutorna i tabellen fran exempel 3.1.4
och ange pé vilka intervall de &ar definerade.

Ledtrad: Fortan(z) stall upp uttrycket F(x) = [ tan(t)dt och gor variabelbytet
y(x) = cos(z) och lat f(y) = % Fér arcsin gor istdllet partiell integration med
f(xz) =1 och g(x) = arcsin(z).

Ovning 3.4. Berikna

/3 3t? — cos(t) + sin(2t)dt.
0
Ovning 3.5. Beriikna en primitiv funktion till In(z) da 2 > 0 genom att

berdkna integralen
/ In(t)dt.
1

Ledtrad: Anvdnd partiell integration med g = In(t) och f(t) = 1.

39



Ovning 3.6 (x). Studera differentialekvationen i exempel 3.4.11. Argumentera
for att om y, v/, y” alla ar kontinuerliga och 3/ (x¢) = 0 s& maste y"(zo) = —ﬁ,
givet att det finns ett 6ppet intervall I kring 2o dér z € T\{zo} = v'(x) # 0.

Ovning 3.7. Bevisa att en striingt vixande funktion, alltsa en funktion med
egenskapen
1 <w2 = f(z1) < f(22)

ar injektiv.
Ovning 3.8. Antag att y(z) &r en l6sning till
WV L) =0 y9) =-1.
Berikna y/(3).
Ovning 3.9. Antag att y(z) &r en 16sning till

() = ; 1y =172

Vilka virden skulle ¢/(7) kunna ha?
Ovning 3.10. Antag att y(z) &r en 16sning till

V(@) +y(@)? +y@) +y@)? =22 y(1)=1
Berikna vilka virden som /(1) kan anta.

Ovning 3.11 (x). Verifiera att F(z) = 1 (mx/l + 22+ In(z + V1 + x2)) ar
en primitiv funktion till f(z) = v1 + z2.
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4 Derivering av funktioner av flera variabler

Ett av de viktigaste matematiska verktygen ar derivering. Att verktyget &r
oerhort viktigt dr ndstan uppenbart da konceptet derivata i nagon bemarkelse
bara dr den matematiska konkretiseringen av konceptet forandringshastighet.
For en funktion av en variabel, y(z), ar fragan om fordndring relativt otvety-
digt, da forandringar av y relativt forandringar av x inte kan undersokas pa
sérskillt manga sétt: x kan goras storre eller mindre. Redan fér en funktion av
tva variabler, f(x,y), ar frigan betydligt svarare i och med att sma férandring-
ar av argumentet kan ske pa manga satt. Det har kapitlet ger en introduktion
till konceptet derivata och differentierbarhet for funktioner av flera variabler.

4.1 Partiella derivator

Vi borjar med att definiera begreppet kontinuitet for funktioner av flera vari-
abler.

Definition 4.1.1. Lat f(zy,...,z,) vara en funktion av n variabler definierad
pa Dy C R" och lat a € Dy vara en inre punkt. Vi siger att f ar kontinuerlig
1 punkten a om

lim f(a+h)= f(a).

|h|—0

Om Dy ar en 6ppen mangd och f &r kontinuerlig i alla punkter i Dy sa séger
vi att f ar en kontinuerlig funktion. A

Notera att kontinuitet i flera variabler ar krangligare &n kontinuitet i en vari-
abel eftersom det helt enkelt finns fler sétt som h kan ga mot 0 pa.

Betrakta till exempel funktionen

om x,y # 0

0 omz =y =0.

f(fﬂ,y)Z{g”Q“’2

Om vi nu betraktar f(0 + h) dér h = (h,0) far vi

B2
fim 048 = iy
Om vi istéllet sétter h = (0, h) far vi
02
fim 0B =y 5 =0
Och om vi sétter h = (h, h) far vi
2
i O = i =

Som vi ser kan vi fa helt olika gransviarden beroende pa hur vi ndrmar oss 0,
och som det sista exemplet visar racker det inte att bara undersoka koordina-
taxlarna!
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Lat nu f(z1,...,z,) vara en funktion av n variabler. Det dr naturligt att fraga
sig hur funktionens vérde fordndras nér en variabel férdndras, men de andra
variablerna halls konstanta.

Om till exempel T'(z,y, z) ar en funktion som beskriver temperaturen pa olika
platser i ett rum, och z,y, z da alltsa ar koordinater som beskriver positionen
i rummet, s& ar det naturligt att fraga sig hur temperaturen forandras om vi,
till exempel, ror oss rakt uppat fran en punkt.

Detta leder oss till definitionen av en partiell derivata.

Definition 4.1.2. Lat f(xq,...,2,) vara en funktion definierad pa Dy C R"
och 1at (ai,...,a,) vara en inre punkt i Dy. Om gransvérdet

lim f(al, sy G—1,05 + h,aj+1, .. .,an) — f(al, ... ,an)
h—0 h

existerar i punkten (a1, ...,a,) sdger vi att f ar partiellt deriverbar med avse-
ende pa x; i punkten (a1,...,a,). Sjilva gransvirdet kallar vi for den partiella
derivatan av f med avseende pa x;, och denna kommer vi beteckna med

of

%j(al’ ..oyap), eller fj'-(al, ceeylp)-
Om alla de partiella derivatorna existerar i punkten (a1, ..., a,) siger vi att f
ar partiellt deriverbar i punkten (a1, ...,a,). Vidare siger vi att en funktion
som &r partiellt deriverbar i alla punkter i sin definitionsméngd helt enkelt &r
partiellt deriverbar. A

Det &r vart att notera att om en funktion ar partiellt deriverbar maste defi-
nitionsméngden vara 6ppen. Detta pa grund av att definitionen av en partiell
derivata forutsitter att det for varje punkt (ag,...,a,) € Dy finns nagot till-
réickligt litet 0 > 0 sa att

|h‘ <= (al,...,aj,l,aj —|—h,aj+1,...,an) € Df

Om detta inte ar fallet kommer ju differenskvoten

flar,...,aj—1,a;+h,ajq1,...,an) — flai,...,an)
h

fran definitionen av den partiella derivatan inte vara véldefinierad!

Detta ar skélet till att vi fram6ver néstan alltid kommer kréva att en punkt a
i vilken vi ska understka nagon slags derivata ar en inre punkt.

Exempel 4.1.3. Lat f(x1,22) = z123. Fran definitionen ser vi da att

f{(xl)xQ) = }lzg%) f(:El + h’l‘22 f(xlva))

(z1 + h)23 — x123

= lim 22 = 22
h—0 2 2
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och

f(z1,22 +h) — f(z1,72))

! — 1
fo(z1,22) lim .

~ lim x1(xo + h)2 — xlx%
h—0 h

— i x1(23 + 229h + h?) — 2123
h—0 h

. 2x1x2h + l‘lh2

=lim ————

h—0 h

= lim 2x129 + 21h
h—0

= 2:L‘1:E2.
A

Att berdkna partiella derivator fran definitionen ar dock oftast onodigt krang-
ligt. Eftersom partiella derivator definieras utifran "samma” differenskvot som
anvénds i definitionen av derivatan for en funktion av en variabel, kan vi istéallet
tanka att alla variabler utom den vi deriverar med avseende pa &ar konstanter.
Darefter kan vi anvidnda kidnda formler for derivator av elementéra funktioner,
samt derivationsregler for summor, produkter, kvoter och sammanséttningar.

Exempel 4.1.4. Lat f(x1,22,23) = 21 cos(x1x2x3) och lat Dy = R3. Vi vill
berdkna f{(l‘lax2ax3) och fé(mlax27x3)'

I det forsta fallet tdnker vi att

f(x1,x9,23) = x1 cos(cxy),

dér konstanten ¢ (konstant med avseende pa z; da alltsd) &r zozs. Genom att
anvanda produktregeln och kedjeregeln ser vi att derivatan av x1 cos(cxp) ar

cos(cxy) — xycsin(cxy).
Eftersom ¢ = x9x3 blir alltsa

fi(x1, 22, x3) = cos(w12273) — T1T273 Sin(x12273).

Nar vi berdknar den partiella derivatan med avseende pa xo ar det istéllet alla
uttryck i 21 och x3 som &ar konstanta istallet. Vi tanker da istéllet att

f(x1, e, x3) = ¢1 cos(caxa),

dér ¢y = x1 och cg = z1x3. Den partiella derivatan med avseende pa xo blir
da alltsa
—cyeg sin(caz).

Genom att byta ut ¢; mot z1 och co mot x1x3 ser vi att
/ 2 .
f2(x1;$27$3) = —xiT3 SIH($1$2$3).
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I manga situationer racker det inte att veta att en funktion har partiella deri-
vator, utan man méaste dven kunna siga att dessa partiella derivator beter sig
bra pa nagot satt. Vad som avses med att de partiella derivatorna beter sig bra
kan variera, men det vanligaste ar att man vill att de ska vara kontinuerliga,
eller till och med partiellt deriverbara. Alltsa, om f(x1,...,z,) ar en partiellt
deriverbar funktion kan man betrakta de partiella derivatorna f]’, och om dessa
funktioner ar partiellt deriverbara kan man bilda

9 (o
8$k 8.7}j ’

dar j,k = 1,...,n. Dessa kallas andra ordningens partiella derivator och brukar
betecknas
o0’ f
al'kal'j '

Om j = k, det vill séga att vi deriverar med avseende pa samma variabel tva
ganger, sa skriver vi

o0 f

oxy’
Pa motsvarande satt betecknas hogre ordningens partiella derivator. Ordningen
bestdms av antalet derivator. Till exempel &ar

o f
023012023023
en partiell derivata av sjunde ordningen.

Vi kommer ofta hamna i situationer dar vi vill veta att funktionerna vi arbetar
med har partiella derivator upp till och med en viss ordning, samt att alla dessa
partiella derivator ar kontinuerliga.

Definition 4.1.5. Lat f vara kontinuerlig pa en 6ppen méngd D C R™. Vi
siger att f dr av klass OF, eller att f tillhor C*(D), om alla partiella derivator
till och med ordning k existerar och ar kontinuerliga pa D.

Om f &r definierad pa en midngd D C R™ som inte nédvandigtvis &r 6ppen sa
siger vi att f ligger i C*(D) om f #r kontinuerlig pa D och f € C*(D°), dér
D° betecknar det inre av D. AN

Anledningen att vi vill kriva att en funktion f ligger i till exempel C? istéllet
for att bara kréva att f har partiella derivator upp till och med ordning 2 &r
teknisk, men skillnaden &ar stor. En viktig skillnad handlar om i vilken ordning
vi tar de partiella derivatorna. Ar till exempel
0% f B 0 f 0
8$285€1 N 8%181‘2 )

Om f € C? &r svaret alltid ja, men om vi bara vet att f har partiella derivator
av ordning 2, men vi inte vet nagot mer om dessa, sa kan svaret faktiskt vara
nej.

Nir vi siger f € CY menar vi att f dr kontinuerlig. Det dr viirt att notera att
Ck+1 c C* och att om f,g € C* sa ér dven f 4 g € CF.
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Exempel 4.1.6. Betrakta funktionerna x® och 1/x definierade pa det Sppna
intervallet (0, 1). Bada dessa funktioner har derivator upp till och med ordning
2 (i sjalva verket &r bada funktionerna odndligt manga ganger differentierbara)
och dessa derivator ar kontinuerliga. Det foljer alltsa att bada funktionerna
ligger i C2((0,1)).

Funktionen z® kan utan vidare betraktas som en funktion pa det slutna inter-
vallet [0, 1], och denna funktion ligger i C?([0,1]) eftersom z® #r kontinuerlig
pa det slutna intervallet [0, 1] och 2® &r tva ganger kontinuerligt deriverbar pa
det inre av [0, 1], det vill sdga pa (0,1).

Funktionen 1/x &r dock svarare att betrakta som funktion pa [0, 1] eftersom det
ar oklart vad funktionen ska ha for varde i punkten x = 0. Vi skulle exempelvis
kunna betrakta funktionen

0 omzxz =20
fa) = {1/33 om z € (0,1].

Denna funktion ligger fortfarande i C2([0,1]°) = C?((0,1)), men den ligger
dnda inte i C2(]0, 1]) eftersom funktionen inte #r kontinuerlig pa [0, 1].

A

4.2 Differentierbarhet

For manga resultat d&r den naturliga generaliseringen av pastaendet att en
envariabelfunktion ar deriverbar inte att en flervariabelfunktion har partiella
derivator, utan ett aningen hardare villkor. Ndmligen att funktionen ar diffe-
rentierbar.

Lat f(z) vara en funktion av en variabel. En ekvivalent formulering av pasté-
endet att f ar deriverbar i en punkt a ar att sdga att for nagot viarde A giller
det att funktionen

fla+h) - f(a)

g(h) = Y -4

gar mot 0 d& h — 0. En ekvivalent formulering &r att siga att

fla+h) = f(a) = Ah + hg(h)
for nagot virde A, och dér g(h) har egenskapen att

lim g(h) = 0.
lim g(h) =0

Detta &r den formulering av deriverbarhet som av tekniska skl béast lampar sig
for att generalisera konceptet deriverbarhet till funktioner av flera variabler.

Definition 4.2.1. Lat f vara en funktion definierad pa Dy C R" och lat a
vara en inre punkt i Dy. Vi sdger att f ar differentierbar i punkten a om det
finns konstanter A, ..., A, och en funktion g(h) sa att

fla+h)— f(a) = Athy + ... + Aphy + |hg(h)
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och

lim g(h) = 0.
hlgbg( )

Om f ar differentierbar i varje punkt a € D séger vi att f ar differentierbar.

A

Notera att genom att lata h = he;, dar e; ar enhetsvektorn som har en la pa
position j och 0 pa alla andra positioner, i definitionen av differentierbarhet
foljer det direkt att konstanterna A; maste 6verensstimma med de partiella
derivatorna f}(a). Att vara differentierbar i en punkt ir alltsa ett hardare krav
an att ha partiella derivator i den punkten.

Den intresserade ldsaren kan verifiera att ovanstaende definition faktiskt fun-
gerar exakt likandant &ven om vi skulle géra (det mérkliga) antagandet att
g(0) ar nagot annat dn 0. Men for enkelhets skull kommer vi alltid gor det
naturliga antagandet att g(0) = 0, det vill séga att ¢g ar kontinuerlig i origo.

I praktiken visar man sdllan att en funktion &ar differentierbar utifran defini-
tionen, utan man anvéinder istallet foljande sats.

Sats 4.2.2. Varje funktion f av klass C' dr differentierbar.

Vi kommer dock inte att bevisa denna sats da det &r for tekniskt avancerat och
tidskrdvande for denna kurs. Daremot kommer ett exempel ges i uppgifterna
som visar att en funktion kan ha partiella derivator i en punkt utan att vara
differentierbar. Att anta ndgot mer, till exempel att de partiella derivatorna &r
kontinuerliga, behovs alltsa for att vi ska kunna garantera att funktionen &r
differentierbar.

Den subtila, men viktiga skillnaden mellan differentierbarhet och att vara par-
tiellt deriverbar &ar att de partiella derivatorna bara ger information om be-
teendet langs koordinataxlarna, medan differentierbarhet stéller krav pa alla
mojliga sidtt att ndrma sig en punkt. Till exempel méste en differentierbar
funktion vara kontinuerlig, men detta &r faktiskt inte sant for en funktion som
bara ar partiellt deriverbar! Ett exempel pa detta kommer att ges i 6vningarna.

4.3 Kedjeregeln

En av de viktigaste derivationsreglerna fér funktioner av en variabel ar ked-
jeregeln, som beskriver hur man deriverar sammansatta funktioner, f(g(x)).
Ibland anvinds dven notationen f o g(z) for att beskriva den sammansatta
funktionen f(g(x)). Kedjeregeln i en variabel séger att

(fog)(z) = f'(g(x))g'(x),

eller p if p
@ _ Y @9
@) = o))
Denna regel ar nodvandig for att till exempel berdkna

d . i
o sin(cos(z)) = cos(cos(z))(—sin(x)),
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Figur 4.1: Pa bilden syns grafen for funktionen xy/(x? + y?). Om virdet for
funktionen sétts till 0 i origo &r funktionen partiellt deriverbar, men den &r inte
differentierbar i origo.

men dven da vi berdknar partiella derivator, som till exempel

% sin(zy) = cos(zy)y.

Funktionen sin(zy) : R? — R #r en sammansittning av sin(z) : R — R, och
zy : R?2 = R, men nér vi tillimpar kedjeregeln for att berikna den partiella
derivatan erhaller vi en funktion fran R till R genom att frysa den andra
variabeln y genom att tédnka pa den som en konstant.

I den hér kursen och i manga andra sammanhang dr man intresserad av att
undersoka sammansattningar av typen

fog:R™ — R",

dir ¢ : R™ — R¥ och f : RF — R"™, och m,n,k € N. For att undersoka
dessa sammanséattningar behdvs en motsvarighet till kedjeregeln. En generell
motsvarighet existerar, men &r ganska teknisk, och i den hér kursen behover
vi bara en motsvarighet till kedjeregeln for sammanséttningar pa formen

fog:R—R,
dirg: R — R" och f: R" — R.
Det vill sdga sammanséttningar pa formen

flg1(x), .., gn(2)).

Vi begransar oss darfor till att bevisa féljande sats.

Sats 4.3.1. Lat f(x) = f(z1,...,zn) vara en differentierbar funktion av n
variabler, och antag att funktionerna gi(t), ... gn(t) dr deriverbara pd det éppna
intervallet (a,b). Da dr den sammansatta funktionen f(g(t)) : (a,b) — R ocksa
deriverbar pa intervallet (a,b) och

< F(&(1)) = 80 (0)+ .+ Fo(a(0)gh (1) (4.)
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Anmarkning 4.3.2. Ofta arbetar man med funktionsbeteckningar som

f=f&x)=f(z1,...,2n)
och
x = x(t),
och skriver bara
f=F&®) = f(@a(t), ... za(t)).
Da skrivs ofta kedjeregeln mer kortfattat som

d _ of dey -, Of dun
dt  Oxy dt T Oz, dt

Med denna notation ar det dock viktigt att komma ihag att derivatorna av f,

det vill sdga 0f/0x;, evalueras i punkten x(¢), medan z; evalueras i ¢.

Bevis. For att fa enklare uttryck skriver vi bara ut beviset i fallet n = 2, det
vill séiga d& f beror pa tva variabler. Beviset for generella n gors pa samma
satt.

Enligt derivatans definition ska vi undersoka gransvirdet

Lo S+ R) — ()
) |

k—0

Eftersom f enligt antagande &r en differentierbar funktion ger definitionen av
differentierbarhet att

f(x+h) = f(x) = filx)h1 + f3(x)h2 + [h]y(h),

dar limy_,ov(h) = 0.

Genom att i ekvationen ovan sitta
x =g(t) och h =g(t+ k) —g(t)

blir x + h = g(t + k), och efter division med k far vi

f(gt + k) — f(g(t)
k

+ o220 By )

Gt +k)—q(t)

HEQIES

Da vi later £ — 0 i ekvationen ovan géar de tva forsta termerna enligt derivatans
definition mot

fi(g(t)g1(t) + fa(g(t)ga(t),

vilket ar resultatet vi slutligen vill fa. Det aterstar alltsa bara att visa att den
sista termen forsvinner da k — 0, alltsa att

3 ’ ‘
lim -/ h) =0.
klﬁ(] k ( )
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Eftersom g; och g9 &r deriverbara och

|h| = \/ h3 + h3 < |ha|+ |ho| = |gi(t + k) — g1(t)| + |g2(t + k) — ga(t)]

foljer det att limy_,o |h|/k &r begrénsat. Vidare &r g kontinuerlig eftersom ¢;
och gy &r deriverbara, och darfér har vi att

h=g(t+k)—g(t)—0
da k — 0. Detta innebéar att

lim ~(h) = 0
kg%’y() ,

och eftersom vi ovan sag att |h|/k &r begridnsad da k — 0 innebér detta att

b
lim == (h) =0,

vilket var det sista som behovde bevisas. O

Anméirkning 4.3.3. Vanligtvis kommer vi att anvinda kedjeregeln i situatio-
ner da vi kan anta att bade f och funktionerna gi,..., g, dr av klass C! (och
inte bara differentierbara respektiva deriverbara, vilket dr det som antas i sats-
formuleringen). Med dessa nagot starkare antaganden visar ekvation (4.1) att
dven sammanséttningen f og dr av klass C1, eftersom alla termer i hogerledet
i s& fall &r kontinuerliga.

Exempel 4.3.4. Lat f : R?2 — R ges av f(z,y) = xy och lat g : R — R?
ges av g(t) = (g1(t),g2(t)) = (cos(t),sin(t)). Vi kan nu berdkna derivatan av
sammansattningen fog : R — R pa tva sitt: Antingen genom att explicit
uttrycka f o g som en funktion av en variabel, och déarefter derivera denna,
eller genom att anvinda ekvation (4.1).

Till att borja med &ar fog(t) = (zy)o(cos(t),sin(t)) = cos(t) sin(t), och saledes
ar

d
%f o g(t) = —sin(t)? + cos(t)%
Om vi istéllet anviander ekvation (4.1) ser vi att derivatan ges av

fi(g()g1(t) + f5(8(t))ga(t).

Genom att anvanda att f{ =y, f, = x, ¢} (t) = —sin(t), och g(t) = cos(t) ger
ekvationen ovan ocksa att

%f og(t) =— sin(t)2 + COS(t)Q.
A

Kedjeregeln stora styrka ligger dock i att den hjélper oss att hitta uttryck for
derivatorna av sammansattningar dar inte alla funktioner ar explicit kénda.
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Exempel 4.3.5. Lat f : R3 — R ges av f(z,y,2) = 22 + y? + h(2) och lat
g: R — R® ges av g(t) = (91(t), 92(t). g3())-
Enligt kedjeregeln &r

%f (8() = filg®)gi(t) + fa(e(t)ga(t) + f3(&(1)g3(t).

Eftersom f| = 2z, f5 = 2y, och f§ = h/(z) ges derivatan av

%f(g(t)) = 291(t)91(t) + 292(t)g5 () + ' (93(t))g3(¢).

Om till exempel h(z) = 2% och g1(t) = g2(t) = g3(t) = t? ger insiittning av
derivatorna i ekvationen ovan att

< 1a(t) =126,

vilket saklart &ven kan inses genom att explicit uttrycka sammansattningen
f o g och derivera det erhallna uttrycket.

A

Ovningar
Ovning 4.1. Berikna de partiella derivatorna av f(z,y) = sin(cos(zy)).

Ovning 4.2. Beriikna de partiella derivatorna av f(z,y) = 2°y°z + zyz.

Ovning 4.3 (x). Anviind definitionen av differentierbarhet for att visa att om
en funktion f dr differentierbar i en inre punkt a € Dy sa ar f kontinuerlig i
a.

Ovning 4.4 (). I den hir uppgiften ska vi visa att det finns funktioner som
ar partiellt deriverbara, men som inte dr differentierbara.

Betrakta funktionen

fa,y) = {fy om 2,y # 0

0 omz=y=0.

(a) Visa att f dr partiellt deriverbar i origo.
(b) Visa att f inte &r kontinuerlig i origo.

(¢) Anvénd (b) och resultatet av en tidigare 6évningsuppgift for att visa att
f inte ar differentierbar i origo.

Ovning 4.5. Lat f : R? = R ges av f(x,y) = sin(z + ) och lat g : R — R?
ges av g(t) = (g1(t), g2(t)) = (*,1%).

Beridkna derivatan av sammanséattningen fog : R — R pa tva satt: genom att
explicit uttrycka f o g som en funktion av en variabel, och dérefter derivera
denna; och genom att anvinda ekvation (4.1).
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Ovning 4.6. Lat f: R?> = R ges av f(z,y) = e®*+9* och 1at g : R — R? ges
av g(t) = (91(t), 92(t)) = (sin(t), cos(t)).
Berdkna derivatan av sammanséttningen fog: R — R pa tva sitt: genom att

explicit uttrycka f o g som en funktion av en variabel, och darefter derivera
denna; och genom att anvinda ekvation (4.1).

Ovning 4.7. Lat f : R® — Rges av f(z,y,2) = z+y>+2° och lat g : R — R?
ges av g(t) = (g1(t), g2(t), g3(t)) = (¢°,%,1).
Beridkna derivatan av sammanséttningen fog: R — R pa tva sitt: genom att

explicit uttrycka f o g som en funktion av en variabel, och dérefter derivera
denna; och genom att anvénda ekvation (4.1).

Ovning 4.8. Berikna alla partiella derivator upp till och med ordning 2 av
funktionen f(z,y) = 22 + 22y + y>.

Ovning 4.9. Berékna alla partiella derivator upp till och med ordning 2 av
funktionen f(z,y) = sin(z? +y).
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5 Optimering i Euklidiska rum

I valdigt méanga forskningsomraden ar man intresserad av att avgora var en
funktion eller operation antar sitt storsta respektive minsta véirde, och malet i
den hér kursen ar att studera en speciell typ av viktiga operationer, hitta ett
villkor som maste uppfyllas for dessa operationers maximum och minimum,
och anvéanda detta villkor for att 16sa ett svart problem fran klassisk mekanik.
Men innan vi &r redo att gora det behéver vi forsta motsvarande problem for
vanliga reella funktioner av en och flera variabler. Vi kommer hitta ett villkor
for nér en funktion av en variabel antar sitt storsta respektive minsta vérde, och
dérefter generaliserar vi detta villkor till funktioner av flera variabler. I kapitel
7 anvinds idéerna fran detta kapitel for att harleda ett motsvarande villkor for
maximum och minimum av den speciella sorts operationer som ndmndes ovan.

5.1 Optimering for funktioner av en variabel

Innan vi kan beskriva och bevisa villkor for nir en funktion av en variabel har
ett maximum eller minimum maste vi forst rigordst definiera vad det betyder
att en funktion har ett maximum eller minimum. For att undvika repetition
definierar vi maximum och minimum foér funktioner av n variabler redan hér.
For att fa de relevanta definitionerna for en funktion av en variabel ar det bara
att valja att n = 1.

Definition 5.1.1. Lat f(x) vara en funktion definierad pa méngden Dy C R"
och 1at zg vara en punkt i Dy. Vi séger att f har ett lokalt maximum i z¢ om
det finns ett tal § > 0 sa att

xe{x € Dy:lr—axo| <6} = f(x) < f(xo).

Vi kallar da =g en lokal mazimipunkt for f och funktionsvirdet f(xg) for ett
lokalt mazimivirde.

Om vi dessutom har att f(z) < f(zo) da x # xo séger vi istéllet att vi har en
string lokal maximipunkt och ett stringt lokalt maximivéarde.

P& motsvarande satt (alltsd med omvénda olikhetstecken) definieras en (strang)
lokal minimipunkt och ett (strangt) lokalt minimivdrde.

A

Lokala maximipunkter och lokala minimipunkter kallas med ett gemensamt
namn for lokala extremuvdrden, och vi sdger att f har ett lokalt extremvdrde i
dessa punkter.

Det ar viktigt att komma ihag att huruvida en punkt x(y &r en lokal extrem-
punkt eller ej beror pa savil funktionen som pa definitionsméngden. Lat till
exempel f(xz) =2. Om Dy = [0,1] &r ¢ = 1 bade en lokal och en global max-
imipunkt. Om Dy = [0,1]U[2, 3] &r 9 = 1 en lokal maximipunkt, men inte en
global maximipunkt. Om Dy = [0, 2] &r x¢ = 1 inte ens en lokal maximipunkt.

Sats 5.1.2. Om en funktion f av en variabel har ett lokalt extremuvdrde i en
inre punkt xo € Dy CR och om f dr deriverbar i xo si dar f'(xg) = 0.
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Figur 5.1: Grafen for en funktion som har bade lokala och globala extrempunkter.
Bild fran Wikipedia.

Bewvis. Vi bevisar satsen i fallet da f har ett lokalt maximum i xg. Beviset da
f har ett lokalt minimum i z¢ dr analogt.

Eftersom f har ett lokalt maximum vet vi att for nagot tillrackligt litet § > 0
géller det att

|h] <6 = f(zo+h) < f(xo).
och att zg + h € Dy for alla h € [—0,6].
Fran detta foljer det att

f(xo +h) — f(xo)
h

<0

for alla 0 < h < § eftersom téljaren ar negativ och ndmnaren &r positiv.

Vidare har vi att
f(zo+h) — f(zo)
h

for alla —§ < h < 0 eftersom bade téljaren och ndmnaren &r negativa i det
fallet.

Vi har alltsa att

=0

f(@o+h) — f(o)

li <0,
hi%lJr h

och
lim f(xo+h) — f(xo) > 0.
h—0— h

Eftersom vi antog att f ar deriverbar i xy maste dessa gransvarden Overens-
stdimma, och den enda mojligheten ar da att f'(xg) = 0. O

Notera att det omvéinda pastéendet inte géller. Till exempel ar f/(0) = 0 for
f(z) = 23 och Dy = R, trots att 29 = 0 inte dr en lokal extrempunkt for
f(x) = 2. Satsen ger alltsa ett nddvindigt men inte tillrickligt villkor for att
en punkt zy ska vara en extrempunkt for en funktion f.
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Notera aven att vart foregaende exempel med den lokala extrempunkten zg = 1
for f(z) =« och Dy = [0, 1] visar att antagandet om att o &r en inre punkt
i Dy dr nodvéndigt.

Vart mal ar att generalisera Sats (5.1.2) till funktioner som &r definierade pa
R™, men for att kunna gora detta maste vi forst forsta hur man definierar och
undersoker forandringen av en flervariabelfunktion i en given riktning.

5.2 Gradienten

De partiella derivatorna ger var och en information om hur en funktion for-
dndras ldngs en koordinatrikting, men det finns sjilvklart mycket mer man
kan vara intresserad av att undersoka. I vart tidigare exempel déar T'(x,y, z)
beskriver temperaturen i ett rum, beskriver de partiella derivatorna hur tem-
peraturen fordndras om vi ror oss rakt framat, rakt at sidan, eller rakt uppat.
Men om man &ar intresserad av att veta hur temperaturen fordndras nér vi,
till exempel, ror oss snett uppat da? For att kunna svara pa detta kommer vi
sammanfora de partiella derivatorna till ett gemensamt begrepp.

Definition 5.2.1. For en partiellt deriverbar funktion f(x) = f(x1,...,2n)
definierar vi gradienten av f i punkten x som vektorn

grad f(x) = (fi(x),..., fr(x)).

Lagg maérke till att grad f(x) ar en vektor i R™, och att funktionen
x — grad f(x)

ar en avbildning fran Dy C R" till R". Denna funktion, som vi pa vanligt sétt
betecknar med grad f(x), ar alltsa ett n-dimensionellt vektorfdlt, som associerar
en vektor i R™ till varje punkt i definitionsméngden till f.

Exempel 5.2.2. Lat f(x,y,2) = zy?23. Derivering ger att

of 9 5 Of 3 Of 9 9
_ -9 ZJ — .

Gradienten ges alltsa av

gradf(:r,y,z) = (gi(xvywz): gz(wvy7 Z)7 %(xvya Z))

= (y?23, 20y23, 3wy%2?).
Det hér ar alltsa en avbildning fran R3 till R?. Till exempel &r

grad £(1,1,1) = (1,2,3).
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. . = -'*'F."S::::f

Figur 5.2: Gradienten fér funktionen f(z,y) = —(cos(z)? +cos(y)?)? utmarkerat
som ett vektorfilt i xy-planet under grafen for funktionen. Bild fran Wikipedia.

5.3 Riktningsderivata

Vi dr nu redo att undersoka tillvixten av en funktion f i en godtycklig inre
punkt a € Dy lings godtyckliga rita linjer x = a+tv som gar genom punkten
a.

Hér &r ¢ > 0 och v = (v1,...v,) en normerad riktningsvektor, vilket innebér
att

V= v} + ...+ 02 =1
Detta innebér att ¢ méater avstandet fran punkten a till punkten a+tv, eftersom
(a+tv) —a| = |tv] =t|v|] =1t.
Definition 5.3.1. Lat v vara en normerad riktningsvektor. Om gransvérdet

existerar kallar vi i ) — f(a)
/ T at+iv)— f(a
fy(a) = lim "

for derivatan av f(z) i punkten a med avseende pa riktiningen v.

A

Om v = e; sa far vi bara tillbaka den partiella derivatan f}(a). Notera dven
att

fiu(a) = —fi(a). (5.1)
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I praktiken berdknar man séllan riktingsderivator fran definitionen, utan istél-
let anvinder man foljande sats.

Sats 5.3.2. Om f dr en differentierbar funktion och v dr en normerad rikt-
ningsvektor sa dar

fo(a) = (grad f(a)) - v

Beuvis. Vi vill visa att

fr(a) = lim flattv) - f(a) = zn:f’.(a)vj.

v

Eftersom f &r differentierbar géller det enligt definitionen att

f(x+h) - f(x) = |h|g(h +Zf (5.2)

dér g(h) - 0da h — 0.
Genom att sitta x = a och h = tv = (tvy,...tv,) 1 (5.2) och dividera med ¢
far vi
flat+tv) = fa)  [tvlg(tv) + 35, fi(a)ty -
ariv) - /@) =L i)+ .

j=1

dar tecknet framfor |v|g(tv) beror pa om t ar positivt eller negativt.

Eftersom |v| =1 och lim;_,o g(tv) = 0 &r

ti PO @) i sivjgin) + 3 ey = 3 fiayey. O
j=1 j=1

Exempel 5.3.3. Vi vill bestimma derivatan av f(z,y) = 223> i punkten
(1,1), laings riktningen v = (1/v/2,1/v/2).

Notera till att borja med att

=V1=1,

v =

l\DM—l
l\.')\r—t

s& v dr en normerad riktningsvektor.

Vi har att
grad f(z,y) = (2zy°,32°y7),

Sa
grad £(1,1) = (2,3).

Det foljer att

f\//(171) = (273) ) (1/\/5, 1/\/5) =

Sl
+
Sl e
I
5

vilket ger den 6nskade riktingsderivatan. A
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Sats 5.3.2 &ar viktig dels for att den ger oss en enkel metod fér att berdkna
riktningsderivator — vi tar bara skaldrprodukten mellan den normerade rikt-
ningsvektorn och gradienten — men &ven for att den ger oss ett verktyg for att
harleda viktiga teoretiska resultat. Foljande sats ar ett bra exempel pa detta.

Sats 5.3.4. Gradienten grad f(a) pekar i den riktning i vilken funktionen f
fordindras snabbast i punkten a. Vidare ges mdatetalet pa den maximala férdand-
ringshastigheten av | grad f(a)|.

Beuvis. Pastaendet &ér en direkt konsekvens av Sats 5.3.2 och Cauchy—Schwarz’
olikhet Sats 2.2.1 eftersom

|fi(a)] = | grad f(a) - v| < | grad f(a)||v| = | grad f(a)|.

Vidare sager Cauchy—Schwarz’ olikhet ocksa att likhet i olikheten ovan intraffar
om och endast om de tva vektorerna &r parallella, det vill sidga da

1
v = Terad f(a)] grad f(a).

Det hér innebér precis att den maximala tillvixten erhalls i gradientens rikt-
ning, och att den maximala tillvixten ges av | grad f(a)|. O

5.4 Optimering for funktioner av flera variabler

Kom ihag definitionen for lokala extrempunkter som gavs i definition 5.1.1. I
flera variabler géller foljande generalisering av sats 5.1.2.

Sats 5.4.1. Om funktionen f har ett lokalt extremuvirde i en inre punkt a i
definitionsmdngden Dy C R™ till f och om f dr partiellt deriverbar © a sd dr

fj’»(a):O, ji=1,...,n.

Detta kan ekvivalent skrivas som att

grad f(a) = 0.
Bevis. Detta foljer av motsvarande resultat i en variabel — det vill séga
Sats 5.1.2 — genom att betrakta restriktionerna av f till de réta linjer ge-

nom a som ar parallella med koordinataxlarna.

Eftersom f har ett lokalt extremvérde i a maste dven envariabelfunktionen

xzj— flar,...,xj5,...,an)

ha ett lokalt extremvirde for z; = a;, och ddrmed ar dess derivata 0 for z; = a;.
Men detta betyder exakt att

fita)=0
for j=1,...,n. ]
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Ovningar

Ovning 5.1. Beriikna gradienten av f(z,y) = e*y.

Ovning 5.2. Berikna gradienten av f(z,y,2) = x° + zy + y°.

Ovning 5.3. Anvind definitionen av globalt minimum for att visa att
fla,y,z) = +y* + 22

har ett lokalt minimum i origo.

Ovning 5.4. Beriikna riktningsderivatan i riktningen (1,1,1)/v/3 av funktio-
nen f(z,y,z2) = x> +y> + 2%z

Ovning 5.5. Berikna riktningsderivatan i riktningen v = (1,2) av funktionen
f(z,y) = 2%y.

Ovning 5.6 (x). Lat f(z,y) = 2* —y*. Visa att grad(f)(z,y) = 0 for (z,y) =
0, men visa att f varken har ett lokalt maximum eller minimum i origo.

Detta visar att villkoret att gradienten ar 0 i en punkt &r ett nodvdindigt villkor
for att punkten ska vara en lokal extrempunkt, men inte ett tillrdckligt villkor.

x cos(y)

Ovning 5.7. Beriikna gradienten av f(z,y) = e och visa att f inte har

ett lokalt maximum i origo.

Ovning 5.8. Betrakta funktionen sin(zyz2). I vilken riktning forindras funk-
tionen snabbast i punkten (0, 1,2)? Vad dr métetalet pa den maximala fordnd-
ringshastigheten?

Ovning 5.9. Betrakta funktionen z2y2z. I vilken riktning foérindras funk-
tionen snabbast i punkten (—1,—1,3)7 Vad &r métetalet pa den maximala
forandringshastigheten?

Ovning 5.10. Lat T(z,y,2) = z/(2? + y?) beskriva temperaturen i ett rum
som bland annat innehéaller punkten (1,1,1). I vilken riktning ska man rora
sig fran punkten (1,1,1) for att temperaturen ska forédndras sé snabbt som
mojligt? Hur snabbt fordndras temperaturen i den riktningen?
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6 Funktionaler

I detta kapitel ska vi formulera och definera de nédvéindiga delarna som kravs
for att formulera det sa kallade Brachistochronproblemet.

For att formulera Brachistochronproblemet behover vi en béttre forstaelse for
konceptet av en funktional. Ordet funktional kan ha olika betydelse for olika
personer. Ofta syftar det pa en funktion vars definitionsméngd &r en méangd av
funktioner sasom C([a,b]) (kom ihag definition 4.1.5). I denna kurs definierar
vi dem pa foljande vis,

Definition 6.0.1. Lat F vara en méangd funktioner. En funktional pa F &r en
funktion
I:F—R.

Exempel 6.0.2. Foljande ir ett exempel pa en funktional pa C?([0,2]),
I:C%*[0,2]) =R

= \/f(O) -1 (3)

Till exempel s& kan vi berdkna
I(e")=\1-e ez =e

I(3+x3)=\/(3+03).(3.12). (63) —V3-3.9=9.

Sl

Exempel 6.0.3. Foljande ir ett exempel pa en funktional pa C9([0,1]).
I:C%0,1]) =R

fr—>/01fda:.

Till exempel s& kan vi berdkna

1 371

1

I(w2)=/ 22ds = [‘g] =3
0 0

! 2z —1)47"
I((2z—1)% = / (27 — 1)%dw = [M} —0.
0 8 0
Exempel 6.0.4. Foljande ir ett exempel pa en funktional pa C*([0,1]),
I:c40,1) =R

1
I(f) = /0 2 () ' («)dz.

Till exempel sa kan vi berdkna



Exempel 6.0.5. Notera att fol fdx inte &r en funktional pa C°(0,1). Till
exempel sa dr den odefinerad pa f(z) = 1/z. Den nyfikna ldsaren kan fundera
pa varfor den #r vildefinerad for g(z) = 1/2? trots att g ocksa blir ofindligt
stor i punkten x = 0.

Exempel 6.0.6. Lat ¢ : R — R och [ vara en funktional pa en familj av
funktioner F. D& &r

gol: F—-R
f=g((f))

ockséd en funktional. A

Vi ska nu studera ett par betydligt mer komplicerade funktionaler en de ex-
empel vi sett tidigare.

6.1 Kurvlingds-funktionalen

Forestall dig en partikel i rorelse, exempelvis en elektron som flyger runt i ett
elektriskt falt. Vi kan da forestélla oss att den sitter i ett koordinatsystem och
att vi under T sekunder spelar in och skriver ned var partikeln befinner sig i
koordinatsystemet for varje tidpunkt ¢. En naturlig fraga att stélla sig i denna
situation &r:

Hur lang dr den bana/kurva som partikeln rort sig lings under tiden vi obser-
verat den?

For att svara pa denna fraga maste vi formulera om den mer matematiskt och
beskriva dess rorelse med en sldt kurva.

Definition 6.1.1. En sldt kurva i R™ &r en funktion s : [0,7] — R™ vars kom-
ponenter dr C?([0,T]). Vi betecknar méngden slita kurvor i R", definierade
pa [0, T, for S} A

Exempel 6.1.2. Hir visar vi en bild pa kurvan s(t) = (¢-cos(t), t-sin(t)) € S3,.
A

Figur 6.1: Virdeméngden for kurvan (¢ - cos(t), ¢ - sin(¢)). Bild gjord i Desmos.
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Intuitionen bakom denna definition dr att for en kurva i R? si beskriver vek-
torn s(t) = (x(t),y(t), z(t)) var partikeln befinner sig i vart koordinatsystem
vid tidpunkten ¢ i termer av dess z,y, 2z koordinater som var och en &r en
C?([0,T)) funktion. Exempelvis siiger s(0) var partikeln befann sig niir vi bor-
jade observera den och s(7) var den var nér vi slutade observera den. Att s ar
kontinuerlig garanterar att partikeln inte 'teleporterar’ sig fran en plats till en
annan. Att s ar tva gdnger kontinuerligt differentierbar motsvarar att hastig-
heten och accelerationen ocksa maste férandras kontinuerligt. For att svara pa
fragan i borjan av detta avsnitt maste vi forsta hur vi ska berdkna hastigheten
av en partikel i varje tidpunkt ¢.

Definition 6.1.3. Givet s € S} s& definerar vi hastigheten av s som s'(t) och
accelerationen som s”(t).

Vi definerar farten av s som v(t) = |s'(t)]. A

Kom ihag att nér vi deriverar en funktion s : [0,7] — R™ gor vi det kompo-
nentvis, se féljande exempel.

Exempel 6.1.4. Lat s(t) = (cos(t),sin(t)) € S3.. Vi beriiknar hastigheten,
farten och accelerationen.

S(t) = % [COS(t)] _ [5@608(75)] _ [—sin(t)}

sin(t) %sin(t) cos(t)

o(t) = |¢/(8)] = v/(=sin(0))? + (cos(t))® = VI = 1

d d [—sin(t) —cos(t)
" _ a4y _ 4 _ _ _
() = dat’ ®) dt { cos(t) ] [—sin(t) s(t).
Det ar bra att fundera en stund péa varfor accelerationen hér ar riktad i rikt-
ningen —s(t). A
Exempel 6.1.5. Lat s(t) = (t,v/t) € SZ. Vi beriiknar hastigheten, farten och

accelerationen.
d [t 4y 1
/t = — = dt g
o= [ - 18 -]

A

Exempel 6.1.6. Lat s(t) = (¢,t2, %) € S},. Vi berdiknar hastigheten, farten
och accelerationen.

gt 4t 1
s’(t):@ 2= 42| =12
2t3 d 23 212

3 dt 3
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v(t) = |s'(t)] = V12 + 412 + 414 = /(1 + 212)2 = 1 + 22,

1 0

d d
"(t) @s/(t) 7 2t | = |2
212 4t

A

I grundskolan ldrde vi oss att for en partikel som ror sig med konstant hastighet
galler
fart - tid = stracka.

Vi kommer nu ge en mer generell variant av denna formel som fungerar i hogre
dimensioner och nér hastigheten in te ar konstant.

Hjalpsats 6.1.7. Givet s € S} gller
T
S(T) — 5(0) = / S (1)t
0

Notera héar att integrationen sker komponentvis.

Bewvis. Vi inser att for varje koordinat kan vi tillimpa analysens fundamental-
sats (hiiftets sats 3.1.6). Vi gor beriikningen i R? men den #r likadan oavsett
dimension.

2(T) — z(0) S wg(8)dt .
S(T) — 5(0) = [(T) —y(0) | = | [F v, (t)dt| = / S (t)dt
2(T) — (0 I va(t)dt 0

Detta ar en bra formel men det &4r inte exakt det som vi behdéver, vi skall
demonstrera vad som saknas med denna formel i f6ljande exempel.

Exempel 6.1.8. Betrakta en partikel som ror sig i en cirkel i R?. Vi beskriver
dess rérelse med den s € S5, som ges av

s(t) = (cos(t),sin(t)).

Partikeln kommer att rora sig ett helt varv kring en cirkel med radie 1, sa
kurvldngden forvantas vara 2w ldngdenheter. Daremot sa startar och slutar
partikeln i samma punkt. Vi veriferar detta med den formella berdkingen,

somr-oo = " [ o= [ i = (e =) -

Det foregaende exemplet motiverar oss att inse att langden av den kurva en
partikel fardas ldngs med bara beror pa farten av partikeln, alltsa hur fort den
ror sig, och inte riktningen pé hastigheten.
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Definition 6.1.9. Kurvlingd &r den funktional pa S7 som defineras enligt
foljande formel,

T
L(s) :/0 |5/ (¢)|dt.
A

Exempel 6.1.10. Studera igen kurvan fran exempel 6.1.8. Vi berdknar nu
dess formella kurvlangd med hjélp av var definition.

L(s) = /Ozw

Detta ar det svar som vi forvantat oss. Om partikeln ror sig med en konstant
fart pa 1 lingdenhet per tidsenhet under 27 tidsenheter s& bor den rimligtvis
ha rort sig 27 langdenheter. Detta antyder att det dr en bra definition av
kurvlangd vi har gjort.

[_Czlsrzg)] ‘ dt = O% V/sin(t)? + cos(t)2dt = /0 ” 1dt = 2.

For var egen skull och for att 6vertyga oss sjalva om att vi har hittat en bra
definition av kurvlingd bor vi bevisa att tva partiklar som ror sig langs samma
bana fast med olika fart har samma kurvlangd. Formellt kan man sammafatta
detta i foljande hjélpsats.

Definition 6.1.11. En omparameterisering av intervallet [0, 7] till intervallet
[0, 7] &r en funktion v € C?([0,7]) som uppfyller

o
N—
Il

-2

(
(7)

0
T
(t) >0

2

Om s ar en sldt kurva definerad pa [0, 7] séger vi att s o+ dr en omparamete-
risering av s. A

Exempel 6.1.12. Funktionen z2 ir en omparameterisering av [0, 27] till [0, v/27]

och pa samma sitt blir (cos(t?),sin(t?)) € 8\2/% en omparameterisering av

(cos(t),sin(t)) € S3.. Poiéingen &r att desssa tva kurvor, bland annat, har sam-
ma virdeméangd, i detta fall enhetscirkeln. A

Hjalpsats 6.1.13. Antag att s € ST dr en slit kurva och lat v vara en ompa-
rameterisering. Da gdller

L(s) = L(sow).

Beuvis. Detta bevis ar en direkt tillampning av ett lampligt variabelbyte vid
integrering i en variabel (hjalpsats 3.2.3), kedjeregeln for derivata i en variabel
och att for A > 0, [Ax| = A|x|. Vi gar genom beviset i R3 men det fungerar
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exakt likadant i fler eller farre dimensioner.

. . %wov(t)
L(son) = / (s 07) ()t = / Dy on(t) || dt
0 0 %zo'y(t)

- /0 0) 70| dt = /O 15/ ((1)) /(1)) dt = /0 1/ (v ()] - o/ (8t
, T
= {rm dumyiel /O s/(w)|du=L(s) O

6.2 Brachistochronproblemet

Brachistochronproblemet lyder som f6ljer:

Lat en kula i planet rulla friktionsfritt utan luftmotstand fran A till B lings
med en sldt kurva med enbart gravitationen som padrivande kraft. Vilken kurva
s minimerar tiden det tar att firdas fran A till B?

En partikel som befinner sig i jordens gravitationsfilt och som inte forlorar
nagon energi kommer att ha en konstant summa av potentiell- och kinetisk
energi. Notera att i Brachistochronproblemet som vi nu studerar kan vi anta
att partikeln startar i origo och star helt still, s& summan av energierna ar 0.
Matematiskt s& beskriver vi detta som

vt € [0,T] mv®/2 — mgy = 0

dir g ~ 9.82m/s? dr tyngdaccelerationen vid jordens yta och y > 0 beskriver
hur langt nedanfor startpunkten kulan befinner sig. Alltsa blir tecknet pa den
potentiella energin kanske lite forvirrande men det kommer att gora vissa be-
rakningar enklare senare. Vi kan darfor hitta ett uttryck for farten v i termer
av y.

v=1/2gy

Lat oss nu borja bygga upp en mer formell matematisk formulering av proble-
met genom att beskriva tiden det tar for en kula att rulla fran A till B langs
med en kurva s.

6.3 Fardtidsfunktionalen

Fardtidsfunktionalen 7 &r en intressant funktional som ser véldigt enkel att
rakna ut. Om s € S} ar en slat kurva i R? sa &r, per definition, tiden det
tar for partikeln att fardas langs med kurvan fran start till slut exakt 7. Det
svara med Brachistochronproblemet &r att ofta si &r s(¢) okdnd. Det enda vi
vet dr formen pa banan, men inte hur snabbt vi fardas ldngs med den. Formen
av banan kan beskrivas med en funktion y(x). Déarfor maste vi formulera om
problemet s& vi for varje val av bana, skapar en slat kurva s som vi sedan kan
berdkna fardtiden utav.
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Definition 6.3.1. Fardtidsfunktionalen 7 &r en funktional p4 méngden av
alla slita kurvor i alla dimensioner, U,>1 75087, som ges av

T Un2LT>05§L~ — R
seSp = T(s)=1T.

A

Detta &r en vildigt annorlunda funktional som beskriver de sléta kurvornas
definitionsméngd istéllet for nagot om deras vardeméngd som det brukar vara
i de tidigare exempel vi sett.

Vi gar nu vidare och beskriver exakt hur det réicker att beskriva en bana y(z)
och hur den producerar en slat kurva nar vi later en kula rulla langs med den.

Figur 6.2: Exempel pa olika funktioner y som beskriver en bana fran A till B.

Definition 6.3.2. Ponera nu att vi har tva punkter i planet, A och B. Vi
kan infora ett koordinatsystem sadan att A = (0,0) och B = (X, -Y) for tva
positiva tal X, Y > 0. Vi definerar en ldmplig funktion y fran A till B att vara
en funktion av den horisontala forflyttningen z som uppfyller,

1 il
x;l})l+dx(0)>0, >0 = y(x) >0
Denna kommer att beskriva en ’bana’ fran A till B. A

Anmirkning 6.3.3. Antagandet att lim,_,o+ v'(0) > 0 ska tolkas som att i
starten av bana méaste vi ha lite nedférsbacke for att kulan ska sdttas i rullning.
Vi kan dven formellt ge ett ganska tekniskt bevis (som &r Gverkurs) for att

integralen fox %du blir vildefinerad (konvergerar) och kontinuerlig &ven

for £ = 0 dér sjalva integranden &r oéndligt stor. Idéen for beviset ar att nar
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vi har lim,_,q+ %(0) > 0 kan vi for sma virden pa = kan skriva ¢ < y/(x) for
nagot positivt tal c. Dirmed far vi att 1 < (y/(z)/c)? och

s leywe [ y@y? o [
Av y(u) dgﬂv/ s VORI [
=2v/(1+1/c?) /Ox d”d'z(u)du =2/(1+1/2)\/y(z) < co.
Antagandet z > 0 = y(x) > 0 har samma syfte, vi kommer aldrig fram om

kulan aker upp till héjden y = 0 igen och stannar dér. Mer formellt sa handlar
det villkoret ocksd om att garantera att integralen konvergar.

Foljande sats ar teknisk men nédvéndig for att vi med gatt samvete skall kunna
ga vidare med att 16sa Brachistochronproblemet.

Sats 6.3.4. Lat y vara en limplig funktion fran A till B. Da existerar ett tal
T och en unik kurva s(t) € S% med egenskaperna:

x(t
0= || 2@ =0 an) =X, |£0)] = VEmE.
Vi kallar méngden av slita kurvor som uppstdr pa detta sdtt for Sa p.

Beuvis. Givet y sd maste s, om den existerar, per definition vara en omparame-

x
y(z)
omparameterisering x : [0, 7] — [0, X], 2/(¢t) > 0. Vi utgar ifrdn att s maste
uppfylla

|s'(O)] = V2gy(2(t)) = /()2 + (' (2(1)) - /()2 = V/2gy(x(1))

terisering av den sldta kurvan [ ] . Det vi maste gora ar alltsa att hitta en

/ / _ 1 +y,<x(t))2 / _
= V1+y(z)? 2'(t) = V2gy(z(t)) <~ Togu(al) " (t)=1.
(6.1)

Notera att nar vi valt en specifik funktion y sa blir detta en separabel diffe-
rentialekvation dar ¢ ar variabeln och x(t) den okénda funktionen. Oavsett y
s& kan vi med analysens huvudsats 3.1.6 konstruera en primitiv funktion till

14y’ (u)?
(@) o | 2gy(u)

2gy(u) -

Enligt anmérkningen 6.3.3 sa gar F' faktiskt att definera sdhar och F), blir en
Ity (x)?
2gy(x)
alla villkor i analysens fundamentalsats. Notera att med hjéilp av kedjeregeln

och ekvation 6.1 s& ser vi att

primitiv funktion till pa [0, X], trots att integranden inte uppfyller

d L N S LI
) = Fy(a(0) /() =[Sl ) = 1
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Vi kan d& dra slutsatsen att
Fy(z(t) =t

da x(0) = 0 maste vara sant och F'(0) = 0. Vi inser ocksa att F,(z) ar strangt

14y/ (z)? 0
2gy () ‘
Alla stréngt vixande funktioner &r inverterbara enligt Gvningen 3.7. Alltsa

kommer vi ha en unik 16sning till denna separabla differentialekvationen pa
formen z(t) = Fy_l(t) enligt hjélpsats 3.4.5. Vi kan alltsa lata T = F,(X).
Notera att x(t) ar tva ganger deriverbar da

vixande da den ar vildefinerad for x(t) > 0 och dess derivata

29y (x(t))
1+ y/((1))?

L4 y/(2(0))? d ( 2gy((t))
Sqy(a(t)) dt (1 +y (x(t»?) -

(t)? (1L +y'(@(t)*)y (x(t) = 2" (1)) - ' (x(1) - y(=(t)) |
8gy(x(t)) (1+y ( (£))%)?

a'(t) =

.T//(t)

—_
+
@\
—~
—~

2/ (t).
O

Vi kan alltsa formulera Brachistochronproblemet som féljande:
Hitta den kurva s € Sa,g som har den minsta fardtiden T (s).

Tanken &r att 7 ar exakt den tiden sddan att x tar sig hela vigen till z(7) = X.
Alltsé skulle vi vilja skriva (utan hansyn till ndgra som helst detaljer)

X X1
T= / 1dt = / —d / da::/ —dz.
0 0 dI/dt 0

Vi skriver ner en hjélpsats som ger oss nagot rimligare att rdkna pa.

Hjalpsats 6.3.5. For s € Sa p gdller

Ty QQy(.%'(t))
I O

Bevis. Eftersom s € S4 p har vi att

2gy(z(t)) <=

()] =
o] - v
a'( H ] V2gy(a(t)) <
(V1 +y (@(1)? = V2gy(z(t)) <=

v= 1193(((();)2'
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Sats 6.3.6. Givet en limplig funktion y fran A till B, lat s € Sa,p vara den
associerade slita kurvan. Da gdller det att

11+ ()2
T(s) = / ———dx 6.2
W= 02
Beuvis. Detta ar en direkt berdkning som anvénder variabelbyte
T<S () | 2 1+ (2(t)
T(s) = / / gy(x ) +y(e)
1+y/( 2gy(x(t )
1+y/(=(t))?
hjalpsats 6.3.5 /
¢ b= V 205C(t) *
_ {x:x(t) dz=x'(t) dt X + y
=1 2(0)=0 «(T)=X ; ng

Vi kan nu forenkla Brachistochronproblemet till att hitta den funktion y(z)

som minimerar
L% 1+ (y)?
T 2/ ——dx 6.3
(y) 755 ), " (6.3)

Ovning 6.1. Skissa kurvan s(t) = (t — sin(t), cos(t) — 1) genom rita ut punk-
terna s(tx) for virdena t; = %” med heltalen 0 < k& < 10 och sedan for varje
sadant k < 10 dra linjer s(t;) — s(fx+1). Det &r okej att anvéinda minirdknare

for att berdkna s(tg).

O

Ovningar

Ovning 6.2. Skissa kurvan s(t) = (sin(t), 4sin(2t)) genom rita ut punkterna

s for vardena tg = %” med positiva heltala & < 12 och sedan for varje sadant

k dra linjer s(ty) — s(tgy1) samt s(t12) — s(to). Det dr okej att anvinda
minirdknare for att berdkna s(ty).

Ovning 6.3. Vilka av foljande uttryck &r funktionaler I : C?([—1,1]) — R?
(a) 1(f) = Jy fot

(b) 1(£) = Jy 2t

() I(f) = Jy f'dt

(d) I(f) = fisk

(&) I(f) = (5" 10 ©)

(1) 1(f) = [y {/ Tt
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(g) I(f)=1.
(h) I(f) = e".

Ovning 6.4. Lat cosh(z) = - och sinh(z) = £=£—. Bevisa att koordina-
terna for kurvan s(t) = (cosh(t),sinh(t)) € S? uppfyller ekvationen 22 —y* = 1.

Ovning 6.5 (). Berikna kurvlingden av s(t) = (e, %) € S2. Ledtrad: An-
vand ovning 3.11.

Ovning 6.6 (x). Hitta en slit kurva s som har farten

&
o
—~
=
I
~
=
g
]
=
Qo
0]
[}
=
b
©}
=
=
=
o
@
=
&
=
=
=
=
[}
=
-
—~
~
S~—
WV
@)
ke,
Qo
=)
=

=
o
N
Il
-
—~
o~
S~—
no
+
Q
—~
N
no
+
>
=
N~—
no
S
=
B
g)o
o
=
24
o
@]
B
=
B
o
o)
=
&
29
e
B
>3
=
o
=]
@
—
=
°
>
WV

Ovning 6.7 (x). Visa att varje kurva s(t) = (z(t), y(t)) € S2 med egenskapen
z(0) =0, 2/(t) > 0, 4r en omparameterisering av en slit kurva pa formen

5(x) = (x, fs(x)) € S

Folj dessa steg;:

o Overtyga dig sjilv om att () ar stringt vixande och alltsa inverterbar
(anvénd 6vning 3.7).

e Verifiera att z(t) 4r en omparameterisering av [0, 7] till [0, z(T)].

o Lat fo = yox~! Visa att s(t) = 5(z(t)) (du behdver inte visa att fy ar
C? men det &r den).

Ovning 6.8 (x). Studera kurvldangdsfunktionalen

T
L(s) = /0 15/(0)dt.

Visa att for varje s(t) = (z(t),y(t)) € S2 med egenskapen z(0) = 0, 2/(t) > 0
s& finns det en funktion f; sddan att vi skriva

z(T)
L(s) = /0 V 1+ fi(x)%dz.

Ledtrad: Kombinera dvning 6.7 och hjdlpsats 6.1.13

Ovning 6.9 (%%). Motivera varfor i princip vilken sldt kurva som helst kan
omparameteriseras sa dess fart v(t) bli vilken deriverbar funktion som helst.
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7 FEuler—Lagranges ekvation

I det hér kapitlet ska vi hérleda en metod for att hitta minimum, forutsatt att
det existerar, till en speciell typ av funktional som &r vanligt forekommande i
méanga olika tillampningar.
Lat

I:C%([a,]) =R

vara en funktional pé formen

b
Fiyle) o> [ (o). @) de, (7.1)

dir f : R — R &r en funktion i C%(R3), och argumentet y antas uppfylla
nagot villkor pa formen: y(a) = y1 och y(b) = ya, for nigra fixa reella tal y;
och ys.

Notera att enligt ekvation 6.3 fran Sats 6.3.6 ar fardtidsfunktionalen pa formen
(7.1).
Om till exempel a = 0,b =1, och f(z,y,z) = zyz s& skulle funktionalen I(y)
ges av

1
I(y) = /0 ry(z)y (x)de.

For funktionen y(z) = x ger funktionalen vérdet

1 1
[(x)—/x-x-l—/x2daf—1/3,
0 0

och for funktionen y(x) = 22 ger funktionalen viirdet
1 1
I(:UQ):/ a:-m2-21::2/ ztdr = 2/5.
0 0

Fragan vi ar intresserade av ar att avgora vilken kurva y(z) som minimerar /-
maximerar I, forutsatt att en sddan kurva existerar.

Villkoren att y € C? och f € C? behdvs av tekniska skil for att hirledningen
som foljer ska vara matematiskt korrekt. Vi kommer tyvérr inte kunna ga
igenom alla detaljerade steg dér dessa villkor krévs, men vi kommer att papeka
nér villkoren anvénds och vilka pastaenden som inte nédvandigtvis &r sanna
om vi har svagare krav pa y och f.

Vart mal i det hér kapitlet dr att hérleda ett resultat motsvarande Sats 5.4.1,
men for funktionaler av formen ovan istéallet for funktioner fran R™ till R. Pa-
staendet att gradienten maste forsvinna i en inre extrempunkt kommer mot-
svaras av att en funktion y(x) som dr ett minimum eller maximum till 7 maste
uppfylla en viss differentialekvation relaterad till I.

7.1 Harledning av Euler—Lagranges ekvation

Vart mal ar att bevisa foljande.

70



Sats 7.1.1. Lat
I:C*([a,b]) =R

vara en funktional pa formen

b
I:y(z) o / f (@, y(x). v () d, (7.2)

dir f : Dy C R3 — R dr en funktion i C*(Dys). Om en kurva y(z) € C'la,b]
maximerar/minimerar funktionalen I under det extra antagandet att y(a) = y;
och y(b) = ya for nagra reella tal y1 och ys, sa maste y(x) uppfylla

d (0f\ of
m(@y/)_ay_o. (7.3)

Idén ar i stort sett densamma som for beviset av Sats 5.1.2, ndmligen att om vi
har ett max/min i en punkt, s kommer varje liten forandring — eller variation
— iden punkten att resultera i ett mindre/storre vérde. For en vanlig, deriver-
bar funktion f:R — R innebar detta att derivatan i extrempunkten behévde
vara 0, det vill siga i punkten 2 méaste ekvationen f’(x) = 0 vara uppfylld. For
funktionaler I(y(z)) pa formen ovan kommer motsvarande observation resulte-
ra i slutsatsen att en extremal kurva y(z) méaste uppfylla differentialekvationen
(7.3). Denna differentialekvation kallas for Euler-Lagranges ekvation.

Bevis. Vi bevisar satsen under antagandet att y(z) dr ett minimum till I.
Beviset om y(x) dr ett maximum gors pa samma sétt.

Lat y(z) vara ett minimum till (7.2) och lat n(x) € C?([a, b]) vara en godtycklig
funktion som uppfyller att n(a) = n(b) = 0. Om parametern « &r ett litet reellt
tal kommer

Ja(2) = y(z) + an(z)

ge en familj av funktioner, eller variationer, parametriserade av «, som alla kan
anviindas som argument for funktionalen I da alla ligger i C? och alla uppfyller
randvillkoren: Eftersom n(a) = n(b) = 0 &r yo(a) = y(a) + an(a) = y1 och
Ua(b) = y(b) + an(b) = yo for alla a.

Notera att den vertikala skillnaden mellan y(z) och g, (x) dr an(x). Vi under-
soker alltsa funktionen som erhalls genom att ta funktionen y(x), och dérefter
lagga pa en perturbering an(x). Vi kan tanka pa detta som en perturbering
i riktningen 77 och med magnituden «, precis som nar vi betraktar vektorer i
R™ x + av, nir vi vill undersoka riktningsderivatan i punkten x i riktning v.

Bevisidén &r nu att berdkna derivatan med avseende pa den reella variabeln «
av funktionalen I applicerad pa familjen av funktioner y(x) + an(z). Man kan
tdnka pa detta som att berdkna riktningsderivatan av I i riktningen 7. Eftersom
vi antar att I har ett minimum foér funktionen y maste denna derivata vara 0,
vilket vi kommer visa innebar att

0= /abn@:) (gi - % <§5>> da. (7.4)
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Eftersom ekvationen ovan maste halla for alla val av funktionen 7 kan vi dra
slutsatsen att

of _d (9f\) _,

oy dx \oy))

Vi fortsdtter nu med hérledningen av ekvation (7.4).

vilket ar det vi vill visa.

Lat n och g, (z) tills vidare vara fixa, och substituera y(x) och 3/(z) mot g, (z)
och g/ (z) = y'(z) + an/(z) i (7.2). Detta ger oss

b
(@) i= 1(Gala)) = [ f (@.00(0), (o) da

b
- / £ (2 y(@) + an(z), ' (z) + o (z)) da.

Observera att funktionen I,)(c) &r en vanlig funktion av ett reellt tal, ndmligen
parametern a.

Nér o = 0 ar y(z) =
maste funktionen I, (o

dérfor att I,(0) = 0.

Eftersom vi antar att f,y och n € C? kan vi derivera under integraltecknet,
och alltsa foljer det att

Jo(x), och eftersom vi antar att y(z) minimerar I, si
) ha ett minimum f6r o = 0. Fran Sats 5.1.2 foljer det

b b
0) = 5 [ F (@ da@).a@) do = [ SLf (@) diw) de. (79

Anméirkning 7.1.2. Det ar vart att notera att ekvationer av typen (7.5) inte
haller i allménhet, utan vi behéver nagon form av villkor pa integranden — till
exempel att den ligger i C'' — for att derivatan av integralen ska Gverensstim-
ma med integralen av derivatan. Att bevisa detta rigorést ar dock for tekniskt
avancerat och tidskrédvande for denna kurs.

Genom att anvinda kedjeregeln for funktioner av flera variabler, det vill sdga
Sats 4.3.1, ser vi att

O o Ofdw  Of 0i  Of O _ Of . Of
9o (0:0a(2). 5a(2) = 550+ o5+ o7 oo~ 03" * 55

!
«

7' (x),
(7.6)

dér den sista ekvationen erhalls genom att notera att x inte beror pa «, varav
(0x)/(0a) = 0, och att

0 0
3gJal) = 5= (y(x) + an(z)) = n(z),
och
(@) = o (o) () = ()
da”” Ja
Genom att substituera (7.6) i (7.5) ger detta att
b o 0
) = [ i@ + g @i (1)
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Eftersom vi antar att I; (o) = 0 da a = 0 och vi alltid har att g, = y da a =0,
s foljer det att

bof
a (‘9y

of

0=T1(0) = o (). (7.8)

n(z) +

For att fa ett uttryck som inte innehaller ' partialintegrerar vi den andra
termen i integralen ovan. Eftersom n(a) = n(b) = 0 far vi att

[ L= a2 -~ ['wort (25 ae
- _/abn(x)d:n <§;)

Tillsammans med ekvationen ovan innebér detta alltsa att

0= /abn@;) @; - % <§5>) da. (7.9)

Eftersom ekvationen ovan héller for alla funktioner n(z) € C?([a,b]) som upp-
fyller att n(a) = n(b) = 0 maste

of _d (9F\\_,
Oy dx \ 0y N
overallt pa intervallet [a, b], vilket skulle bevisas. O

Anmairkning 7.1.3. I slutet av beviset anvinds pastaendet att om f(z) &r
kontinuerlig sa galler det att

b
/ n(x)f(x)de = 0 for alla n € C?([a,b]) som uppfyller att n(a) = n(b) = 0

> f(z)=0,

vilket inte ar ett uppenbart pastaende, utan det kréver egentligen ett separat
bevis. Péastédendet kallas ofta for variationskalkylens huvudlemma och kan till
exempel bevisas genom ett motségelsebevis. Idén ar féljande.

Om det finns nagon punkt z¢ € [a,b] dir f(zg) > 0 (som vanligt hanteras
situationen da f(z¢) < 0 pa samma sétt) s& innebér det att f(z) > 0 6verallt
i nagot litet intervall Iy som innehaller z.

Vi kan nu konstruera en lamplig funktion ng som &r positiv pa négot d&nnu
mindre intervall, och 0 Gverallt utanfor 1.

For denna funktion 19 kommer

b
/ f(@)no(@)dz > 0

pa grund av det som har sagts ovan, men detta motséiger grundantagandet.
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For att vara extra tydliga gar vi dnnu en gang igenom vad det innebar att en
kurva y(z) ar en 16sning till Euler-Lagranges ekvation. Om det finns nagon
kurva som minimerar eller maximerar funktionalen I sa méaste den kurvan
uppfylla Euler—Lagranges ekvation. Men, bara for att vi har hittat en kurva som
l6ser Euler—Lagranges ekvation sa innebar inte detta att vi har hittat minimum
eller maximum till I; det &r inte sdkert att det ens finns nédgot minimum eller
maximum.

Situationen &r lik den for vanliga deriverbara funktioner f : R — R. Om ett
minimum eller maximum antas i en inre punkt zy maste xy vara en l6sning
till ekvationen f’(x¢) = 0, men den omvinda implikationen géller inte. Till
exempel dr derivatan till f(z) := 22 noll i origo, men vi har inget maximum
eller minimum eftersom funktionen &r stréngt vixande.

Vidare kan det vara virt att betona att nér vi, i Euler-Lagranges ekvation,
deriverar f med avseende pa x, y och 1/ s behandlas z, i och v’ som oberoende
variabler. T allmanhet ar dock df /9y’ en explicit funktion av x, som da dérefter
ska deriveras med avseende pa x. Vi illustrerar detta med nagra exempel.

7.2 Exempel

Exempel 7.2.1. Lat aterigen a =0, b =1, f(z,y,2) = xyz, och betrakta den
associerade funktionalen

1 1
I:y(a) /0 F (@, 9,9/ )do = /O zy(2)y (2)ds

Euler-Lagranges ekvation tillhérande funktionalen ovan ges av

d (ofN_9f
dz \ 0y’ oy

dar f(x,y,y') aterigen ar xyy’.

Vi har att ,

g _ (zyy') — zy

Oy Ay ’
och d (0f d (9(zyy) d

Yy
i (o) = (P57 ) = aslem =+,
sa Euler-Lagrange ekvationen ar alltsa
(y+azy)—ay =y =0. (7.10)

Detta innebér, till exempel, att en kurva y(z) som minimerar I under det extra
antagandet att y(0) = y(1) = 1 maste vara en l6sning till differentialekvationen
(7.10) som dessutom uppfyller randvillkoren y(0) = y(1) = 1.

Notera dock att det finns nagon kurva som minimerar funktionalen under dessa
villkor, d& den enda funktionen som uppfyller (7.10) &r funktionen y(z) = 0,
och denna funktion uppfyller inte randvillkoren y(0) = y(1) = 1.
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Exempel 7.2.2. Lat a = 0, b = 7 och f(z,y,2) = 2ysin(z) — 22, och betrakta
den associerade funktionalen

I:y(z)— /07r flz,y,y)dx = /07r 2y(z) sin(z) — o (z)%dz.

Euler-Lagranges ekvation tillhérande funktionalen ovan ges av

d (oFN_of _,
dz \ Oy’ oy
dir f(z,y,y’) aterigen #r 2ysin(x) — y'.
Vi har att 5 ( (@) /2)
af 2ysin(x) — vy .
i Ap— =2
9y a9 sin(z),
och
A (Of) _ d (0Qysin@) ")) _d o0,
de \0y' ) dx oy’ Tzt YT
s Euler—Lagranges ekvation ar alltsa
—2y"(z) — 2sin(z) =0 <= y"(z) = —sin(x). (7.11)

Den allménna l6sningen till denna differentialekvation ges av
y(x) = sin(z) + ax + b,

Och om vi till exempel ar intresserad av att hitta en extrempunkt till funk-
tionalen I som dessutom uppfyller att y(0) = y(w) = 0 sa innebédr detta att

y(x) = sin(z).
A

Ovningar
Ovning 7.1 (x).

(a) Skriv ut formeln for funktionalen I : C2 ([a,b]) — R associerad med a = 0,

b=moch f(z,y,2) =y? — 2%

(b) Hérled Euler-Lagranges ekvation for funktionalen fran (a).

(c) Har Euler-Lagranges ekvation nagon 16sning som uppfyller bivillkoret att
y(a) = y(b) =07

Om ja, hitta en 16sning. Om nej, motivera varfor en sadan ej kan existera.
Ovning 7.2 ().

(a) Skriv ut formeln for funktionalen I : C? ([a,b]) — R associerad med a = 0,
b=1och f(zx,y,2) =22/2 —y.

(b) Hérled Euler-Lagranges ekvation for funktionalen fran (a).

75



(c) Har Euler-Lagranges ekvation nagon 16sning som uppfyller bivillkoret att
y(a) = y(b) =07

Om ja, hitta en 16sning. Om nej, motivera varfor en sddan ej kan existera.
Ovning 7.3 (x%).

(a) Skriv ut formeln fér funktionalen I : C? ([a,b]) — R associerad med a = 0,
b=1och f(z,y,2) = 2%y.

(b) Hérled Euler-Lagranges ekvation for funktionalen fran (a).

(¢) Har Euler-Lagranges ekvation nagon 16sning som uppfyller bivillkoret att
y(a) =y(b) =07
Om ja, hitta en l6sning. Om nej, motivera varfor en sddan ej kan existera.
(d) Har funktionalen nagot maximum dé& den begrénsas till klassen av funktio-
ner y(x) € C2 ([a, b)) som uppfyller att y(a) = y(b) = 0.
Om ja, motivera. Om nej, visa att det for varje tal n € N existerar nagon
funktion i klassen sa att I(y) > n.

Ovning 7.4 (x%).

(a) Skriv ut formeln for funktionalen I : C? ([a,b]) — R associerad med a = 0,
b=1och f(z,y,2) =x+y+ 2.

(b) Hérled Euler-Lagranges ekvation for funktionalen fran (a).

(c) Har Euler-Lagranges ekvation nagon 16sning som uppfyller bivillkoret att
y(a) =0,y(b) =17

Om ja, hitta en 16sning. Om nej, motivera varfor en sddan ej kan existera.
(d) Har funktionalen nagot maximum déa den begrénsas till klassen av funktio-
ner y(z) € C? ([a, b]) som uppfyller att y(a) = 0,y(b) = 1.

Om ja, motivera. Om nej, visa att det for varje tal n € N existerar nagon

funktion i klassen sa att I(y) > n.

Ovning 7.5 (%). Skriv ut formeln for funktionalen I : C2 ([a,b]) — R associ-
erad med a = 0, b =1 och f(z,y,2) = v +y + 2z°. Berikna dérefter I(7,) da
y(z) = —z och n(x) = 2% som en funktion av . Berikna slutligen

9
Oa

och evaluera denna derivata da o = 0.

I(@a)?

Ovning 7.6 (x). Skriv ut formeln for funktionalen I : C? ([a,b]) — R asso-
cierad med a = 0, b = 7 och f(z,y,2) = y* + 2. Berikna direfter 1(§,) da
y(z) = sin(x) och n(x) = x som en funktion av «. Berikna slutligen

0

%I(ya%

och evaluera denna derivata dd o = 0.
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Ovning 7.7 (). Lat f(z,y) vara en differentierbar funktion och lat o =
an(z)y(z). Anvand kedjeregeln for att uttrycka

2 (ale). Bo()).

Vad ger detta om n(z) = 17
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8 Losningen av Brachistochronproblemet

I detta kapitel anvinder vi Euler-Lagranges ekvation for att losa Brachi-
stochronproblemet som vi introducerade i avsnitt 6.2 och som i avsnitt 6.3
visade sig vara ekvivalent med att minimera funktionalen i ekvation (6.3). Mer
specifikt s& kunde Brachistochronproblemet f('jrenklas till att hitta en lamplig
funktion y(z) fran A = (0,0) till B = ) som minimerar

T(y) \ﬁ/ \/mdx.

vilket motsvarar fardtiden for den slata kurvan

_ | =0 z(0) = z(T) = s’ = T
s = |, 0] =0 am)=x. |¥0] = VG

Figur 8.1: Exempel pa olika lampliga funktioner y som beskriver en bana fran
A till B.

8.1 Anvindning av Euler—Lagranges ekvation

Vi kan nu verifiera att detta problem passar in i sats 7.1.1 genom att sitta
a=0,b=X,y1=0,y2 =Y och
14 22

o

flz,y,2) =

For att fa gora det maste vi verifiera att f ar 2 ganger kontinuerligt differen-
tierbar. Vi berdknar

1 [1+ 22 z
rad f(x,y,2z) = | 0,—= )
grad f(z,y, z) ( 5\ y(1+z2)>
of 1 1 O*f 3 [1+22  0*f —z

5T G A of T4\ ey 2 (ie )

o*f  O*f  O*f 0
0x?2  Oxdy  0x0z
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Alltsa dr f € C?({y = 0}), vilket later oss anviinda Euler-Lagranges ekvation
(sats 7.1.1). I detta fall har vi en extra snill integrand i Euler-Lagranges
ekvation. Vi kan utnyttja detta med hjélp av foljande lemma.

Hjalpsats 8.1.1 (Beltramis identitet). Givet en funktional pd formen

b
— / f(x,y(@), o (2))da

som uppfyller antagandena for Euler-Lagrange (sats 7.1.1) och dessutom,

0
%f(xa Y, Z) =0.
Da féljer det fran Fuler—Lagranges ekvation att

o y(o) /(@) =/ (@) 55

(z) =C
for nagon konstant C € R.

Bevis. Med hjélp av kedjeregeln i flera variabler (sats 4.1) sa ser vi att

d , af [ of of
%f(w,y(x),y(fv)) o T 90 By y($)+@ y'(x)
0 0
_ 85 (@) + 8; ()

I detta skede ger Euler—Lagrange (sats 7.1.1) att
d (oFN_of _,
dz \ Oy’ oy

vilket leder till

I @) =@ () + 2w = ().

Vi integrerar nu bagge sidor med avseende pa x och erhaller

of

flz,y(x),y' () = oy -y’ + C.

O]

Hjalpsats 8.1.2. Den sldta kurvan som ldser Brachistochronproblemet mot-
svarar en funktion y(x) (enligt sats 6.5.4 och definition 6.3.2) som uppfyller
differentialekvationen

k}2
N2
y)?P=— -1
() Yy

for nagot tal k € R.
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Bewvis. Den optimala sldta kurvan motsvarar en funktion y som maéaste uppfylla
Beltramis identitet (hjilpsats 8.1.1), som vi sedan forenklar ytterligare.

1+(y’)2_y, y RN
Yy y(1+(y)?)
(VTR ) o
VY (1+(y)?)
(14 (¥)?) W)\ _
y ( 1+(y’)2>_c{:>
(1+@)?) (1+@)? @)\ _
y <1 T T+ W) ¢ =
(1+(¥)?) 1 _
y (1+(y’)2)70 A
1

y(1+(y')?)
Vi kvadrerar bada sidor av den senaste likheten och far,
1

y(1+ ()%
y(1+(y)?) =1/C%

Notera att det dr en ekvivalenspil da y(1+ (y)?) > 0. Kalla C for 1/k istéllet.
Slutligen far vi

=(C «—

y(1+@)) =k <
1+ (y) =k /)y <
(v)? =k /y—1

0O

Anmairkning 8.1.3. Kom ihag exempel 3.4.11. Dér visar vi att differentia-
lekvationen fran hjilpsats 8.1.2 som lésningen till Brachistochronproblemeti
maste 16sa. Differentialekvationen tvingar 3’ att vara en avtagande funktion!

Idéen var att vi deriverade bada sidor av ekvationen (y')? = % — 1 och fick
nagonting i stilen med y”(z) = —% < 0. Alltsd kan differentialekvationen
delas upp pa olika intervall déar vi vet att derivatan maste vara positiv pa det
ena och negativ pa det andra.

Vi kan da fortsitta att forenkla ekvationen i 8.1.2. Vi forenklar den saddan att
den blir separabel, sa linge 3 > 0.

(W) =Ky —1 2

k2 _
v =k /y—1= yy —
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Vi fortsatter nu att visa négot &nnu starkare, att om det finns en punkt zg
med 3/ (z) = 0 s& dr y symmetrisk kring den.

Hjilpsats 8.1.4. Om y(z) € [0,k%],y(0) = 0 dr en limplig funktion fran A
till B som ldser differentialekvationen

for nagot k € R och det finns en punkt xq dir y(zo) = k?. Dd mdste y vara
symmetrisk kring xq d.v.s.

y(z0) = k* = y(zo +2) = y(zo — 2).

Bevis. Viser att ¢ =0 <= y = k? fran den ursprungliga ekvationen. Alltsa
har vi att om y uppfyller alla antaganden i problemet sa géller det att bada
funktionera y(zo + x) och y(zo — =) uppfyller den 'nya’ differentialekvationen:

! 2 k2 2 ! 2

) =———-1 0)=k 0)=0 € 0,k7.

Y@= 51 w0 =k (0)=0. yeE]
Om vi kan visa att denna differentialekvation med begynnelsevillkor (y(0) =
k%,9/(0) = 0) har en unik 16sning &r vi firdiga. Det riicker med att visa det
pa en av sidorna om zq eftersom beviset ar identiskt pa bada sidor, vi behéver
bara byta ut ordet vdrande mot avtagande. Lat oss studera x < 0 i den 'nya’
differentialekvationen. Eftersom vi i exempel 3.4.11 visar att y konkav har vi

att
/ 2 k2_y
v=vei= [P
Yy /
=1.
\ kz—yy

Detta dr en separabel differentialekvation dar

T =1y >0 ) =1
Om vi later . .
F(?/):/k2 \/mds
s& att vi far
F(y(z)) ==

Denna integral F' r #ndlig eftersom y(z) < k? och da har vi

k2 k2 2
2 1 b
IF(y)| </ Vr—ds = yk|/ e = |k:|-[—2\/k2 - s]y = 2lk|\/k2 — y.
) Yy -

Enligt hjilpsats 3.4.5 har vi en unik l6sning eftersom en primitiv funktion F
kommer vara strikt vixande. O
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y=k2

xY)

(0,0) x=x_0

Figur 8.2: En visualisering av hur y(z) har en avtagande derivata och &r sym-
metrisk kring punkten dir y = k2.

y = k2

X.Y)

(0,0) x=x_0

Figur 8.3: En visualisering av hur en l6sning y(z) ibland inte “hinner fram’ till
symmetripunkten innan den nar slutet X,Y péa sin bana.

Vi kan nu alltsa ndja oss med att 16sa ekvationen pa ett intervall [0, zo] dar vi

Yy
k2—y

vet att y' = 1 kommer att hélla.

Sats 8.1.5. Ldsningen till Brachistochronproblemet ges av en cykloid. Det be-
tyder att den dr en omparameterisering av en sldt kurva 1 S(% pa formen

{x = r(p — sin(p))
y=r(1—cos(p)).

for nagot r = %2 och ® < 2.

Anmarkning 8.1.6. I 6vning 8.3 beskriver visar vi att omparameteriseringen

ar o = \/gt som en funktion av tiden ¢ och inser att fardtiden 7 &r 16sningen
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till ekvationsystemet
X = r(2T — sin(27))
Y =r(1—cos(47)).

Bewvis. Vi utgar ifran alla tidigare hjalpsatser i detta kapitel for att dra slut-
satsen att det rdcker att 16sa differentialekvationen,

) /
Viz—,Y = b

Detta ger oss en 16sning y(z) som dr viixande fram tills y(z) = k2. For storre
x s& anviander vi symmetriargumentet fran hjalpsats 8.1.4 for att forsta 16s-
ningen. Vi tar en nidrmare titt pa symmetrin i évning 8.1. Vi ser att x &r en
primitiv funktion till hogerledet i differentialekvationen ovan. Om vi kan hitta
en primitiv funktion till vénsterledet som ocksé &r 0 da y = 0 kommer vi fa
ett samband mellan x och y, F(y(x)) = x som beskriver 16sningen till Brachi-
stochronproblemet. Vi gor detta med hjélp av ett véldigt knepigt variabelbyte.

ANV y=y(t) dy=y'(t)dt -
/ _y dt y 0= t=0 y:y(z):>t:x} -
y(x) y 2.sin?(p/2)  dy=k2sin(p/2)cos(p/2)dp
/ dy = <p 0=y=0 p=p(x) = y=y()
-y pE[0,7]

héar har vi latit p(z) = 2arcsin < y(w)> Notera att vi inte tillater ¢ > 7 for

k2
tillfallet, darfor att da gar vi 6ver symmetripunkten y = k2 i hjilpsats 8.1.4
och differentialekvationen "byter tecken’.

Figur 8.4: Bild pa cykloid fran Wikipedia. Vi l6ser bara brachistochronproblemet
fram tills dess att vi nar den hogsta punkten pa den réda banan, resten far vi av
ett symmetriargument.

(=)

o(z) %
= / tan(p/2) - k%sin(p/2)cos(v/2)de = kz/ sin?(p/2)dy
0 0
Nu anvéander vi lite trigonometri
cos(2¢p) = cos?(p) — sin?(p) = cos?(p) — sin?(¢p) — sin?(p) — cos?(p) + 1

=1—2sin?(p) = sin®(p) = %(1 - cos(290)>.
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Vilket ger oss

o(z) 2 o)
Fly(z)) = ’f2/0 sin®(p/2)dp = % [ 1ol
2 Pz 2
= %[ap — sin (p)}o( ) = F(y(z)) = %(g@(x) - sin(gp(m))),

Vi drar slutsatsen att, om vi later = k?/2, och manipulerar formeln ¢(z) =
2arcsin ( y]g)) sa géller

x = F(y(z)) = r(p(z) — sin(p(x)))

y = k?sin®(p(x)) = r(1 - cos(p(x)))

Vi avslutar beviset med att visa att ¢(z) 4r en omparametersiering av [0, 7]
till [0, 7]. Vi har att

oo =2 s 2) - (V) -
k2
)

ochr=0 < ¢p=0,p =7 <= x = rm. Att verifiera att denna l6sning
som kan utvidgas till ¢ > 7 blir symmetrisk i enlighet med hjélpsats 8.1.4
lamnas som 6vning 8.1. Da har vi var 16sning. O

Anméirkning 8.1.7. Att verifiera och studera losningen gor vi i form av ett
flertal 6vningar i detta kapitel.

Anmirkning 8.1.8. Givet XY finns det ett unikt par r» € Rso, ® € [0, 27]
sadan att (z(®),y(®)) = (X,Y). Detta foljer fran att 2 —sin(x) ar inverterbar,
men inversen gar inte att uttrycka med vanliga funktioner s& att skriva ned
16sningen ger inga sérskilda insikter savitt vi vet. Vi njer oss med exempel pa
cykloider.

Figur 8.5: Cykloider for olika virden pa r for ¢ € [0, 27]. Bild gjord i Desmos.
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Ovningar

Ovning 8.1. Verifiera att cykloiden som parameteriseras av
z = (¢ —sin(p))
y =1(1 — cos(p)).

ar symmetrisk kring ¢ = 7, dvs att (27 —¢) +xz(7) = 27r och att y(2mr—¢) =
y(m).

Ovning 8.2. Vilka viirden pa r och ¢ € [0, 2n] far den motsvarande cykoliden
som startar i origo att passera punkten (3.524, —1.982)7

Ovning 8.3 (x). Bevisa att foljande forhallande géller for kurvan som loser
Brachistochronproblemet.

1+y'(2)? dr.

(a) Stall upp fardtidsintegralen ¢ = ﬁ fox(t) )

(b) Anvéind hjilpsatsen 8.1.2 och forenkla den till t = \/; 3 Lsda

(c) Gor variabelbytet © = x(¢) och dra slutsatsen utifran t = \/gfogo(t) ldep.

Ovning 8.4 (x). Cykloiden som parameteriseras av

() =7 (1p = sin(e), (1 — cos()).

kan ocksé beskrivas som grafen av en funktion —y(z) som i figuren 8.5 (enligt
sats 6.3.4 och definition 6.3.2). Visa att y/(7r) = 0.

Ovning 8.5 (). Ge ett analogt pastiaende till Beltramis identitet 8.1.1 men
dar istallet diyf(:c, y,2) =0

Ovning 8.6 (%). T enlighet med uppgift 6.8, tillimpa Euler-Lagrange pa funk-

tionalen ¥
s) = / V14 v (x)?de.

for att hitta den kurva s(z)

= (z,y(z)) med y(0) = 0, y(X) =Y som minime-
rar fardstrackan mellan (0,0) oc

h (X,Y). Anvind dvning 8.5.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Kapitel 1
Ovning 1.1. (i) 0,1, 2, 3, 4.
(ii

(ii

1,2, {2,3}.
~3,-2,-1,0,1,2, 3.
(iv) 1, 2.
(v
Ovning 1.3. (i) B ér en #kta delmingd av A.

)
)
)
) -3, -2, —1,0, 1,2, {2,3}.

(ii) A och B ér lika.

(iii) Méngderna &r disjunkta eftersom B = Q.

(iv) Méngderna &r varken disjunkta, lika eller dkta delméngder av varandra.
)

(v) Méngderna &r disjunkta eftersom A = .

Ovning 1.5. Observera att dessa svar &r forslag. Uppgifterna har flera kor-
rekta svar.

(i) {n € Z | n = 2k for nagot heltal k > 1}.
(ii) {p/2 | p ar ett heltal }.
(iii) {reR|r ¢ Qoch |r| < 1}.
Ovning 1.7. (i) Definitionsméngd: {1,2,3,...}. Malméngd: N.
(ii) Definitionsméangd: {T" | T" ar en triangel }. Malméangd: R.

(iii) Definitionsméngd: {p(x) | p(x) &r ett andragradspolynom}. Malméangd:
{p(z) | p(z) ar ett forstagradspolynom}.

Ovning 1.9. (i) Detta &r en funktion. Den &r definierad for alla virden i
definitionsméngden, den ger alltid samma vérde for ett givet argument,
och alla funktionsvarden ligger i malméngden.

(ii) Detta ar inte en funktion, da funktionens virden inte ligger i malméngden

(f2)=v2¢ Q).
(iii) Detta ar inte en funktion, eftersom dess virden &r slumpméssiga.

(iv) Detta ar en funktion. Eftersom ordet Balkong borjar pa B, s& har funk-
tionen ett definierat virde som ligger i malméngden.

Ovning 1.11. (i) Funktionerna &r lika. De har samma definitionsméngd,
malméangd och Va2 = |z| for alla z.

(ii) Funktionerna &r inte lika, d& deras definitionsméngder inte dr samma.
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(iii) Funktionerna &r inte lika, d& deras malméangder &r olika.

Ovning 1.13. Om n &r jamnt sa finns det per definition ett heltal k sa att
n = 2k. Da géller att n + 1 = 2k + 1, det vill sdga n + 1 ar udda.

Ovning 1.15. Antag motsatsen, det vill siga att det finns ett rationellt tal
p/q och ett irrationellt tal r vars summa &r rationell. Skriv summan som kvoten
s/t. Da géller

Py, ot p_si—pt

q t t q tq
genom att skriva viansterledet pa gemensamt brakstreck. Men detta bevisar att
r ar rationellt, vilket 4r en motségelse.

Ovning 1.17. Basfallet &r n = 1, och da géller att 1 = 12. For induktionsste-
get, antag att
14345+ +(2n—1)=n?

fér nagot n. Da géller att
143454+ +C2n—1D+n+1)=n>+2n+1=(n+1)>3
vilket avslutar induktionssteget och ddrmed beviset.

Ovning 1.19. Antag motsatsen till satsen. Den kan delas in i tva fall. T det
ena fallet géller att ab = ¢ och a < /c och b < y/c. Da géller att

ab < ay/e < oo = /¢ = .
Alltsa géller ab < ¢, vilket &r en motsigelse.

I det andra fallet géller att ab = ¢ och a > y/c och b > \/c. Da giller att

ab > av/e > \Jeve = /& =c.

Alltsa géller ab > ¢, vilket &r en motsigelse.

Ovning 1.21. (i) Per definition giller n = 0 +n = n + 0, det vill siga
n>0ochn>n.

(ii) Enligt antagandet n > m sa finns det a sa att n = m + a. Om dessutom
m > k sa finns det b s& att m = k + b. Da géller

n=m+a=k+ (b+a),
det vill séiga n > k.
(iii) Om n > m och m > n sa géller att n =m + k och m =n +1. Sa
n=m+k=n+l+k = [+k=0.
Det ger [ = k£ = 0, det vill siga n = m.
(iv) Om n > m sa finns det ett a sa att n = m + a. Da géller
n+k=m+a+k=m+k+a,

alltsd att n+ k> m + k.
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(v) Lat n > m, sa att det finns ett tal a sd att n = m + a. Vi ska anvéinda
induktion 6ver k for att bevisa att nk > mk. Basfallet d4r £ = 0, och da
galler att

nk=02>0=mk.

Antag att nk > mk for nadgot k. Det finns da b sa att nk = mk + b. Da
galler att

nk+1l)=nk+n=mk+a+m+b=m(k+1)+a+b
( ) ( ) ,

vilket bevisar att n(k + 1) > m(k + 1). Detta avslutar induktionssteget
och hela beviset.

Ovning 1.23. Basfallet #r n = 2, och da giller att 12 +22 =5 < 2% = 8.
Antag nu att 12 + 22 4+ --- + m? < m? giller for nagot m. Da har vi att

P42+ amPrm+1)2<mdP+m?+2m+1.
Om man multiplicerar ihop (m + 1)3 sa ser vi att
(m+ 1) =m® +3m* +3m + 1.
Differensen mellan hogerleden blir
m® +3m* +3m+1— (m*+m? +2m+1) =2m* + m
vilket ar storre &n 0 ndr m > 2. Alltsa géller
124224 4m?+(m+1)? < mP+m2+2m+1 < m*+3m*+3m+1 = (m+1)°.
Detta avslutar induktionssteget och ddrmed hela beviset.

Ovning 1.25. Satsen att alla icke-tomma delméngder av N har ett minsta
element kan omformulera som att alla méangder S C N som inte har ett minsta
element ar tom. S& om S inte har ett minsta element sa géller att n ¢ S for
alla n € N. Detta ar ekvivalent med att

0,1,2,...,n¢ 8
for alla n. Detta kan vi bevisa med induktion.

Lat S vara en mangd utan minsta element. Basfallet ar att 0 ¢ S, vilket maste
stdmma eftersom 0 < n for alla n € N, s om 0 € S har S ett minsta element,
vilket 4r en motséagelse.

Anta nu att inget av talet 0, 1, ..., m ligger i S. Antag att m 4+ 1 € S. Da
kommer m + 1 vara ett minsta element i S, eftersom .S inte innehaller nagot
mindre tal. Detta motséger att S inte har ett minsta element. Alltsa géller att
0,1, ..., m+ 1 inte ligger i S Detta avslutar induktionen, och bevisar att S
ar tom.

Kommentar: Detta resultat kallas for vilordningsprincipen, och siger att N
utgor en sd kallad vilordning. Dessa dr anvindbara, da de tillater oss att an-
vanda induktionsliknande resonemanyg.

Vissa havdar att induktion och vilordningsprincipen dr ekvivalenta. Detta stam-
mer inte, da induktion forutsdtter att alla element i mdngden kan nas genom
andligt manga steg, vilket inte valordningsprincipen gor.
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Ovning 1.27. Mening (iv) ér den vanliga definitionen av en ritvinklig triangel.

Mening (i) fungerar inte for att alla trianglar, &ven de som inte har en rét
vinkel, har vinkelsumma 180 grader.

Mening (iii) ar for snév, da det finns riatvinkla trianglar som inte kan bildas
genom att dra en diagonal i en kvadrat.

Mening (ii) ar lurig. Eftersom en triangel har vinkelsumma 180 grader, kommer
en triangel dar tva vinklar har summan 90 att vara ratvinklig, och vice versa.
For trianglar ar alltsd pastaendena ekvivalenta.

Men det finns ménga geometriska figurer med fler hérn som har tva vinklar
vars summa ar 90 grader. Om (ii) var definitionen av en réatvinklig triangel,
skulle vissa fyrhérningar rent formellt kunna vara ratvinkliga trianglar, vilket
vore absurt.

Kapitel 2

Ovning 2.1. (a)

x| = V12432452472 = /84
och

[yl =v/(=1)2+ 32+ (-5)> + 12 = V36 = 6.
(b) x-y =—1+32—52+7=-10.

(c) Nej. Ett A som uppfyller att Ax = y Maste bade uppfylla att A = —1
och 3\ = 3, vilket &r omojligt.
Ovning 2.3. Basfallet n = 2 éir den vanliga triangelolikheten.

For att bevisa induktionssteget gor vi induktionsantagandet att olikheten vi
vill bevisa haller for n termer, och vill nu visa att detta implicerar att olikheten
ocksa haller for n + 1 termer.

Genom att anvinda triangelolikheten for 2 termer ser vi att
|[x1+ ...+ 21| = (14 - xn) F | <21 4o+ x|+ TRt
Genom att nu anvinda induktionsantagandet pa den forsta termen ser vi att

|21+ .+ 2| + | <21+ -+ 20| + [T

Tillsammans ger dessa tva olikheter det 6nskade resultatet.

Ovning 2.5. Lat 0 < a < 1 vara en godtycklig punkt i (0,1). Vi vill visa att
a ar en inre punkt, det kommer vi géra genom att visa att det finns nagot
tillrackligt litet ¢ s& att Bs(a) C (0, 1).
Lat nu
min((a —0), (1 —a))

2 Y
det vill sdga halva avstandet fran a till den nérmsta av punkterna 0 och 1
(samma bevis kommer séklart att fungera om vi véljer ndgot &nnu mindre 9,
och i sjélva verket for vissa § som é&r lite storre).

5 =
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Antag forst att § = a/2, vilket da dven betyder att a < (1 —a). D4 ar

Bs(a) =(a—a/2,a+a/2) C (a —a/2,a+ (1 —a)/2)) = (a/2,1/2 + a/2)
C (a/2,1) C (0,1).

Notera att (1 +a)/2 < 1 eftersom a < 1.
Antag nu att 6 = (1 — a)/2, vilket da &ven betyder att (1 —a) < a. Da ar

Bs(a)=(a—(1—a)/2,a+ (1 —a)/2) C (a—a/2,a+ (1 —a)/2))
=(a/2,1/2+a/2) C (a/2,1) C (0,1).

Notera aterigen att (1 +a)/2 < 1 eftersom a < 1.

Eftersom a var en godtycklig punkt i méngden &r beviset nu klart.

Ovning 2.7. Fran en tidigare évningsuppgift vet vi att den 6ppna enhetsski-
van

{(z,y) e R?: 2% +4° <1},

ar en oppen mangd, och saledes dr det en delmangd till det inre av den slutna
enhetsskivan.

Denna delméangd &r i sjéalva verket hela det inre, men for att visa detta behover
vi visa att ingen punkt som inte ligger i denna delméngd &r en inre punkt.

Punkterna som ligger i den slutna enhetsskivan, men inte i den 6ppna enhets-
skivan dr precis punkterna pa enhetscirkeln. Det vill siiga {(z,y) : 22 +y? = 1}.
Vi ska visa att alla punkter p& enhetscirkeln dr randpunkter. Detta gor vi ge-
nom att visa att om (x,y) ligger pa enhetscirkeln s& kommer varje liten 6ppen
boll centrerad i (z,y) innehélla punkter utanfor den slutna enhetsskivan.

Alltsa, om (x,%) ligger pa enhetscirkeln, det vill siiga 22 + y? = 1, sa kommer
B.((x,y)) innehalla alla punkter vars avstand till (z,y) &r strikt mindre &n e.
Till exempel innehaller B.((z,y)) punkten (14+¢/2)(z,y)). Men (1+¢/2)(z,y))
ligger inte i den slutna enhetsskivan eftersom

(1+¢/2)(z,y)|* = A1 +/2)%0 + (1 +¢/2)%° = (1 +¢/2)° > L.

Eftersom € > 0 var godtyckligt visar detta att (x,y) inte &r en inre punkt, och
eftersom (z,y) var en godtycklig punkt pa enhetscirkeln visar detta att ingen
punkt utanfér den 6ppna enhetsskivan ar en inre punkt, och saledes ar det inre
av den slutna enhetsskivan helt enkelt den 6ppna enhetsskivan.

Kapitel 3

Ovning 3.1. Losningen ges av analysens fundamentalsats

2 4 3 2 4 3
. 2 1 1
/1 2® — 2% 4 wdx = [Z—2xg+ﬂx]1=(4—23+27r)—<—2+7T)
15 14 4556 11

1 31T 12 LT
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Ovning 3.3. Funktionen — In(cos(x)) dr primitiv till tan(z) pa (-3, ). Detta
far vi genom att berékna

z [T sin(t) y=cos(z) dy=—sin(t)dt _
/0 tan(t)dt - /0 COS(t) dt = {t:O = y=cos(0)=1 t=z—=— y:cos(m)} -

cos(z) _
/ idy =[- ln(y)]ios(‘r) = —In(cos(z)).
1 Y

Funktionen —(HQ%)Q ar derivatan till H% pé hela R. Detta far vi genom att
berédkna

1 ),_0(1+x2)—2x_ —2x
T4+227  (1+22)2  (1422)?

(

For arcsin(z) later vi f(z) = 1 och g(x) = arcsin(z) i formeln for partiell
intergation.

X T xT t
arcsin(t)dt = [t - arcsin(t } — / dt = {varibelbyte y = >
| axcsingt ], | gt = {varibelbyte y = 12}

1
x - arcsin(x) + 5V 1—x2

Ovning 3.5.

xX x 1
/ In(t)dt = [tIn(t)]? —/ t=dt =
1 1t
[t In(£)]7 — / 1dt = 2In(t) — 0 — (z — 1) = a(In(z) — 1+ 1),
1
Ovning 3.7. Antag att x1 # 2, da kan vi anta utan forlust av generalitet att

x1 < x2. Per definition f(z1) < f(z2) = f(x1) # f(x2). Alltsad maste olika
x ge olika funktionsvérden.

]

Ovning 3.9. Eftersom y l6ser ekvationen ser vi att (i ())? 7z
(¥'(m)? =1 = y/(r) = £1.

Ovning 3.11. Beriikning &r som foljer

dl(x\/l—}—xz%—ln(a:ﬂ— 1+x2))

dt 2
X

:1 (Vita2+ x? )+ 1+\/1+gf2

2 V1422 (z+V1+22)

1 Vi+z2 4o

=—— | (1+2* +2Y) + ———

21 + 22 (x + V1 + 2?)
B 1 2 | 2 _ 142 2
T oV (Fe e ) = e = Ve
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Kapitel 4
Ovning 4.1. For ett fixt virde pa ,y ar

fr(@,y) = cos(cos(zy))(— sin(zy))y

och
f1(@,y) = cos(cos(wy))(— sin(zy))

Ovning 4.3. Det foljer omedelbart fran definitionen av differentierbarhet att

lim f(a+h)— f(a) = lim Ayhy + ... Aph, + |hg(h) =0,
h—0 h—0

vilket innebér att f ar kontinuerlig i punkten a.

Ovning 4.5. Sammanséttningen ges av f(g(t)) = sin(t? 4 t3), och derivatan
ges av (2t + 3t2) cos(t? + 13).

Om vi istéllet anvander ekvation (4.1) ser vi att derivatan ges av
fi(g(®)g1(t) + fo(g(t))ga(t).

Genom att anvinda att f] = f5 = cos(z +¥), g} (t) = 2t, och g4(t) = 3t ger
ekvationen ovan ocksa att

%f o g(t) = (2t + 3t?) cos(t? 4 t3).

Ovning 4.7. Sammansittningen ges av f(g(t)) = t> + t* + ¢, och derivatan
ges av 612 + 4t3.

Om vi istéllet anvinder ekvation (4.1) ser vi att derivatan ges av

Fi(g()gh(t) + f2(g(t)ga(t) + f3(g(t))gs(t).

Genom att anviinda att f] = 1, f; = 2y, f} = 322, 4, (t) = 3t%,g4(t) = 2t och
g5(t) =1 ger ekvationen ovan ocksa att

%f o g(t) = 3t2 + (2¢)(2t) + 3> = 61> + 4t™.

Ovning 4.9. Vi har att f/ = 2z cos(z2+y), sa f, = 2 cos(x?+y)—4a? sin(x?+

y), och fIl, = =2z sin(2®+y). Vidare ér f; = cos(x?+y), si fy, = —2x sin(z?+
y) och f, = —sin(z® + y). Notera att fI, = f/,, vilket &r att vinta da

funktionen &r av klass C2.

Kapitel 5

Ovning 5.1. De partiella derivatorna ges av
fé(ﬂ;’,y) = QxyeIQy och fg,/(‘rvy) = 3326332:[/’
och gradienten i en punkt (z,y) &r saledes vektorn

2 2
(2zy6x Y x2e” y) .
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Ovning 5.3. Till att bérja med ar definitionsméngden D ¢ hela R3.

Eftersom var och en av termerna &r icke-negativ foljer det omedelbart att
f(:vayaz) 20= f(07070)

Vidare dr 2 > 0 om = # 0, y> > 0 om y # 0, och 22 > 0 om z # 0, vilket
innebar att

f(z,y,2) > 0= f(0,0,0) for alla (z,y,z) # 0,
och f har saledes ett globalt minimum i orgio.

Ovning 5.5. Till att borja med ges gradienten av

grad(f)(z,y) = (2zy, z?).
Dock &r den givna riktningen inte normerad, sa vi maste forst normera den till

v (1,2) (1,2)

ol ~ vizr22 V5

Riktningsderivatan ges nu av

2 212
arad()(r.9) - o = =

C)vning 5.7. Gradienten ges av
grad(f) (.%', y) = (COS(y)ez cos(y)7 —r Sin(y)ea: cos(y))’

grad(f)(0,0) = (1>O) # (an)v

sé origo kan omdjligt vara en lokal extrempunkt.
Ovning 5.9. Till att borja med ges gradienten till f av
grad(f)(z,y, 2) = (22y°z, 22%yz, a%y?),

S8
grad(f)(_L _17 3) = (_67 _67 1)

Funktionen férédndras snabbast i gradientens riktning, det vill sdga i riktiningen
(—6, —6,1)/4/73, och det maximala mitetalet pa forindringen i den riktningen
ges av

|grad(f)(—1,-1,3)| = |(=6,-6,1)| = VT3.

Kapitel 6

Ovning 6.1. Bilden bor se ut ungefér sahér,
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(0,0)
°k (0.01, 0.076%°
(0.078, ~0.293)

(0.254, —0.617)

(0.571, 1)

(1.04, —1.383)

(1.649, ~1.707) (4.634, -1.707)

2.366. —1.924 31917, —1.924
( ) a1

Figur 6.6: Bild gjord i Desmos.

Ovning 6.3.

(
(
(c) Nej, I(f) ger en funktion, inte ett reellt tal.
(d) Nej, fisk &r inte ett reellt tal.

(e) Ja, detta ar samma funktional som (g) eftersom focos(w) f(t)dt = eI (cos(x))sin(@)
ar alltid 1 nér z = 0.

(f) Ja
(g) Ja
(h) Nej, e® ar en funktion och vi har inte fatt = specificerat.

Ovning 6.5. Losningen gar ut pa att utfora variabelbytet y = e® och sedan
anvianda 6vning 3.11.

L(s) = /0 S0t — /0 LT P — N L
/16 V14 y2dy = % [y\/l + 92 +In(y + V1 +y2)K
% [e\/1+7+ In(e + V1 + 6’2)} - % [\/§+ In(1 + \@)}
Ovning 6.7. Losningen Ar:

e F'6lj 6vningen 3.7.
e 2(0) =0,2(T) = x(T) och 2/(t) > 0.
o 5(z(t) = (x(t), (yox™ ") (@(®))) = (x(t), y(t)) = s(t).



Ovning 6.9. Idéen #r att givet en kurva s(t) = (z1(t),..., 2, (t)) € Sk sa vill
vi omparameterisera den sa att v(t) = f(t) for nagon godtycklig funktion f.
Vi da kan hitta en den 6nskade omparameteriseringen vy som losning till den
separabla differentialekvationen

(so)'(t) ='(t) - s’ (v(t)) = (1)

Vi kan formulera den som

I enlighet med 3.4.5 s& existerar en, strikt vixande och inverterbar, funktion

L(y) = [ />r, «?(u)du sadan att nir vi utfér operationen fg péa bigge

sidor erhaller vi
t
L(y(t)) = /0 f(@)da.

Alltsa &r den eftersokta omparameteriseringen 7(t) = L_l(f(f f(z)dz).

Kapitel 7

Ovning 7.1.

(a) Funktionalen ges av
I:y(x)— / y(z)? — o/ (z)dz.
0

(b) Euler—Lagranges ekvation tillhérande funktionalen ovan ges av
4 <5f) _of
dz \ Oy’ oy ’

dar f(z,y,y') ar y? — 2.

Till att borja med ar 9f /0y’ = —2y', och ddrmed &r

d [(0f d
& <6y> =g ) =2

Vidare ar 0f /0y = 2y. Euler-Lagranges ekvation ges salunda av
-2y — 2y = 0.
(c) Vi vill hitta en funktion y som uppfyller att
y' (@) = —y(=),

och y(0) = y(m) = 0.

Det finns flera sett att gora detta pa. I detta fall kan man néstan omedelbart se
att bade cos(x) och sin(z) &r losningar till differentialekvationen, och saledes
ar dven linjarkombinationer av dessa tva funktioner 16sningar. Vidare kan man
se att y(x) = sin(x) &ven uppfyller bivillkoren.
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Ovning 7.3.

(a) Funktionalen ges av
1
I:y(x) »—>/ 22y (z)da.
0

(b) Euler-Lagranges ekvation tillhérande funktionalen ovan ges av

d (ofFN_9f _,
dx \ 0y oy

dar f(z,y,y) ar 2%y.
Eftersom f ej beror av ' ar 9f /9y’ = 0, och darmed &r

d (9f\ d .

Vidare #r 0f /0y = z2. Euler-Lagranges ekvation ges salunda av

—22=0.

(c) Eftersom —z? inte r identiskt 0 pa intervallet [a, b], och ekvationen —x2 = 0
inte beror pa y(z) kan inte ekvationen uppfyllas fér nagot val av y.

(d) Funktionalen har inget maximum. For att visa detta kommer vi att kon-
struera en f6ljd av funktioner y,(x) s& att I(y,) — oo da n — oo.

Det finns méanga sitt att gora detta pa. Idén bakom foéljande konstruktion
Ar att observera att integranden x?y(x) bestar av tva faktorer; 22 och y(z).
Eftersom 2 alltid #ir positiv pa [0, 1], kan vi helt enkelt villja y,,(z) som alltid
ar positiva och antar storre och storre viarden pa [0, 1], och pa sa sétt fa storre
och storre virden pa I(y).

Eftersom alla y,(x) maste uppfylla att y,(0) = yn(1) = 0 later vi alla funktio-
ner ha en faktor x(1 — x). Notera att vi har (1 — ) istallet for (z — 1) eftersom
vi vill att funktionerna ska vara positiva.

For att fa storre och storre virden pa funktionen definierar vi slutligen
yn(z) == nx(l — x).

Direkt berdkning ger nu att

varav det foljer att I kan anta godtyckligt stora vérden.

Ovning 7.5. Funktionalen ges av
1
I:y(x)— / x4+ y(x) + o (v)*d.
0
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Vidare &r g, (7) = —z + ax?, och eftersom ¢, () = —1 + 2ax #r

1
) = 10) = [ @+ iula) + il (o)

1 1
= / z+ (—z + az?) + (-1 + 2az)?de = / azr® + (1 — dax + 40%2?)dx
0 0

= [(a+ 4023 /3 + x — 202°)) = (a + 40?) /3 +1 - 2a

Genom att derivera hogerledet med avseende pa « ser vi att

1+ 8«
I(a) = 5~ 2,

och I;(0) = —5/3.

Ovning 7.7. Enligt kedjeregeln &r

e s 120 = o F i )+ )
Eftersom
0 () = ()
och
o, 9

5 Ja(?) = %(a(ﬁ'(ﬁ)y(ﬂf) +n(2)y (2))) =n'(2)y(@) + n(@)y' (),

ger ekvationen ovan att

o 820 = 0)00) o s 7o) + (0 (0Dy(o) + () (@) g i )

(e
Om n(z) =1 ar n'(x) = 0, blir ekvationen ovan

0 0 0
%f(gmg:y) = y(m)%f(yja,ﬂ'a) + y/(ZL‘) 827&]0(3;0”@&)'

Kapitel 8
Ovning 8.1.

z(2m — )+ x(p) =71 (27 — @ +sin(p)) + 7 - (p —sin(p)) = 277
y(2m — ) = (1 = cos(2m — ¢)) = r(1 — cos(p)) = y(p)-

Ovning 8.3.

(a) Insikten att denna integral ar ratt ar inte ratt, darfor ar del a) inte sa mycket
av en uppgift utan mer en ledtrad.
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(b) Vi anvénder 1 + ( )2 = ﬁ = QT dar r = 2 * enligt 8.1.5.

f/”“ﬁ f/ e f/ o

Svaret far vi genom att anvinda y(z) > 0 = /y(z)? =

(c) Vi borjar med att notera fran 8.1.5 att g—; =r(1 —cos(¢)) = y(¢). Da far

vi att
— r/x(t) 1 dx :{ e=a(p) de=3Zdp=y(p)dyp }:
g Jo / 2 =0 = =0 a= x(t) = p=0p(t)

L e e o

Ovning 8.5. Da vi vet att % = 0 forenklas Euler-Lagrange ekvationen till

d (9f\

dx<ay,)_0<:>
af_
oy ~©
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