KTH:s Matematiska Cirkel

Prisfraga - Hilberts hotell

Problem

Hilberts hotell star tomt pa morgonen. Under dagen anlénder o&dndligt
manga gaster till hotellet och vill fa rum. Den foérsta kommer kI 12, den
andre kl 18, den tredje kl 21 och den fjarde halv elva — varje ny gést kom-
mer halvvags till midnatt jamfort med nar foregaende kom.

Receptionisten placerar ut varje gést enligt ett enkelt system: hon satter
den nya gasten i rum nummer ett, och later alla tidigare gaster flytta till
rummet som kommer efter deras nuvarande.

Néar klockan slar tolv har oandligt méanga géster inkvarterats, och re-
ceptionisten gar en runda for att titta till gdsterna. Vad upptécker hon
da?

Losning

Hotellet star tomt vid midnatt.

Detta verkar aningen forvirrande eftersom oédndligt manga géster har
anlant till hotellet under kvéllen och fatt ett rum tilldelat. Men det géller
att inse att alla dessa géster ocksa har flyttat till nasta rum odndligt manga
ganger under kvallen vilket konstigt nog medfér att alla rum ar tomma i
slutdndan. Man kan ténka informellt pa det som att alla géster har flyttat
ivag till ett "rum i oandligheten”.

Vi visar att hotellet ar tomt med ett motsatsbevis.

Antag att rum nummer n ar upptagen vid midnatt. Eftersom ingen gést
byter rum efter midnatt, sa befinner sig alltsa en gést i rum n. Lat oss
anta att det ar gist nummer m. Vi vet att nir gdst nummer m kom fram
till hotellet, fick hon rum nummer 1 tilldelat. Sedan flyttade hon ett rum
vidare for varje ny gast som kom. Déarmed befann sig gdst nummer m i rum
nummer n efter att m + n — 1 géster hade kommit till hotellet men bara
sa lange tills den (m + n):te gésten kom. Da flyttade gist nummer m till
rum nummer n + 1. Eftersom inga géster nansin under kvéallen flyttar fran



rum med hogre nummer till rum med lagre nummer, visar detta att gist
nummer m inte kan befinna sig i rum nummer n vid midnatt.

Alltsa kan ingen gést befinner sig i rum nummer n och detsamma géller
dven for alla andra rum. Hotellet star tomt.

Kommentar

Observera att det ar en skillnad mellan problemet som det stélldes ovanfor
och féljande variant: Istallet for att alltid ge nya gésten rum nummer ett,
sa far den n:te gésten rum nummer n. Dérmed kommer ingen gist behéva
flytta fran sitt rum till ett annat under kvéllen efter att den har anlédnt. I
detta fall &r hotellet fullt vid (och strax efter) midnatt. Vi kan visa att for
varje rum galler foljande: Det finns det en tidspunkt innan midnatt, dar en
gast kom och tog beslag pa rummet. Efter denna tidspunkt flyttade gésten
inte ut fran rummet igen, alltsa 4r rummet upptaget vid midnatt.



