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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTH:s MA-
TEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2012-2013 och bestar av sju avsnitt. Kom-
pendiet &r inte tdnkt att lisas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pa de sju foreldsningarna. En bra
idé kan vara att forsoka ldsa varje kapitel sjélv innan foreldsningen, sa att
man redan innan vet vad malet med foreldsningen &r och vad som kan visa sig
vara svart.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa dr dels ordnade efter
ungefirlig svarighetsgrad: 6vningar kan ha en (%), tva (xx) eller tre (% * *)
stjarnor. Dessutom har de udda 6vningarna facit langst bak i kompendiet
och syftet med dessa ar att eleverna ska kunna réikna dem och pa egen hand
kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar facit och
kan anvidndas som examination. Det rekommenderas dock att man forsoker
16sa dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast
kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon av férfattarna.
Under arets gang kommer det att finnas rdknestugor pa KTH dér eleverna kan
rakna uppgifter tillsammans, och fa hjilp av oss.

Vi vill dock betona att fa av uppgifterna &r helt enkla. Detta betyder dels att
ldsaren inte bor titta i facit efter nagra fa minuter, utan att forst prata med
kompisar om uppgiften, kanske ldgga den at sidan ett tag och tdnka pa annat,
och sedan forscka lite till. Dessutom innebér det att fa av eleverna kommer
att kunna klara samtliga uppgifter, sa ett krav pa att eleven ska ha lost alla
uppgifter bor inte inga i examinationen. Dock rekommenderar vi starkt att
alla elever atminstone tittar pa och forsoker sig pa alla évningar.

De flesta 6vningar kommer att ha manga olika mdjliga l6sningar och det som
star i facit bor endast ses som ett forslag.

KTH:s MATEMATISKA CIRKEL finansieras av Marianne och Marcus Wallen-
bergs Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, Institutionen fér Ma-
tematik vid KTH och Alan Sola vid University of Cambridge for givande
kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTH:s MATEMATISKA CIRKEL, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga och matematiska studier. Léararna pa Cirkeln kan vid
behov ge eleverna forslag pa dmnen till projektarbeten vid gymnasiet eller
forslag till annan férkovran inom matematik.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, foreldasningsschema och ovriga uppgifter om KTH:s MATE-
MATISKA CIRKEL finns tillgéingligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkénns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln som en
kurs och det dr ldrarna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna &r
sjalvklart ocksa véilkomna till Cirkeln och manga har kommit verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna dr 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankeséitt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsdttning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att lirarna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt éver gym-
nasienivan. Meningen &r emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att lira in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &r att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning ar att ldrarna med den-
na utgangspunkt skall ha ldttare att upplysa intresserade elever om KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och dvertyga skolledarna om vikten av att lata bade
elever och larare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nér de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istdllet dr att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
lasningarna och att eleven gor sitt bésta for att forsta materialet och 16sa
uppgifterna, blir betygséttningen ldttare. Sjdlvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara férvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvéanda de officiella kriterierna:

Godkind: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Mycket vil godkind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och lamnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller lamnar
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Det dr ocksa till exempel mojligt att skolorna samarbetar, sa att elever fran
en skola redovisar eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2012
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1 Grundliggande begrepp och bevisféring

I det har kapitlet kommer vi att ge en introduktion till matematisk bevisféring.
Som fallstudie kommer vi att bevisa att talet /2 dr irrationellt. Innan dess
kommer vi dock att introducera lite terminologi. I matematiken anvinder man
ofta mdngder och funktioner som ett bekvamt sprak for att beskriva saker och
ting, och detta kommer vi ocksa att gora i detta kompendium. Vi ger dérfor
en introduktion till denna terminologi.

1.1 Maéangder

Lat oss titta pa ett av de mest grundldggande begreppen i matematiken,
namligen méngder. En mdngd dr en samling objekt, som till exempel tal, och
dessa objekt kallar vi for element i méangden. Det enklaste sdttet att beskriva
en méngd dr att rdkna upp dess element. Ett sadant exempel ér

A=1{1,3,a,7}.

Detta betyder att A &r en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Vi
bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed giller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

En méngd kan ocksa ha odndligt manga element, och da gar det inte att skriva
ned alla element. Ett exempel pa en oéndlig méangd ar

{1,2,3,4,...}.
De tre punkterna betyder hir att alla positiva heltal ingar i méngden.

Exempel 1.1.1. Mingden som bestar av alla udda heltal mellan 0 och 10
kan ocksa skrivas som

{1,3,5,7,9}. A

Om A ar en méngd och z &r ett element i méngden A sa skriver vi € A och
séger att x tillhor A. Exempelvis géller b € {a,b, 10,3}. Att ett element x inte
tillhér méngden A skrivs o € A. Den tomma mdngden innehaller inga element
och betecknas &.

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa dr element i méngden B sa sédgs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} &r en delméngd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A



Ett anvindbart sétt att beskriva en méngd ar som en delméngd av en annan
méngd. Det finns ett speciellt skrivsitt for detta, ndmligen

{z € D | villkor pa z}.

Med detta menar man delméngden bestaende av de element i médngden D som
uppfyller de givna villkoren. Som exempel kan vi definiera

B={ne{1,2,3,...} | n ér udda, }

och
C={ye{l,2,3,4} [y >2}.

Méngden B dr delméngden av de positiva heltalen som bestar av alla udda
positiva heltal, medan C' dr delméngden av {1,2,3,4} bestaende av element
storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C = {3,4}.

Exempel 1.1.4. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {z € A | x > 10}. Da
dr B = {12,18,4711} medan {z € A | z < 3} = @. Vidare har vi att 4 € A
men 4 ¢ B. A

Definition 1.1.5. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B bestar
av de element som ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B. Snittet
av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och betecknas
AN B. Differensen av A och B bestar av alla element som ligger i A men inte
ligger i B, och betecknas A\ B. Mingderna A och B kallas for disjunkta om
ANB=g.

Exempel 1.1.6. Lat A = {1,3,5,6}, B = {5,8,3,4711} och C = {2,4,7,8}.
Da har vi AUB = {1,3,5,6,8,4711}, AN B = {3,5}, BN C = {8} och
méngderna A och C &r disjunkta. Dessutom giller att A\ B = {1,6} och
B\ A ={8,4711}. Till skillnad fran unionen och snittet &r differensen av tva
méngder inte symmetrisk i A och B. A

Ett anvindbart sitt att askadliggéra union, snitt och differens &r med hjilp
av sa kallade Venndiagram, som visas i Figur 1.1 och Figur 1.2.

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvénder for
att rikna foremal dr de naturliga talen {1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal och noll far vi heltalen

Z={..,-3,-2-1,0123,...}.

Beteckningen kommer fran tyskans Zahl som betyder tal. Mingden av alla
kvoter av tva heltal g dér ¢ # 0 innehéller till exempel 2, —55= och 2. Vi
kallar méngden de rationella talen och betecknar den med Q. Slutligen be-
tecknar vi med R de reella talen, det vill sdga alla tal pa tallinjen, exempelvis

0,—1, %, —%, 2 och w. Notera att

NCZCQCR.



Figur 1.2: Venndiagram som askadliggor (a) A\ B och (b) B\ A.

Lat oss i forbifarten anmérka att i detta kompendium kommer ett tal n att
kallas: positivt om n > 0; negativt om n < 0; icke-positivt om n < 0 och
icke-negativt om n > 0. Méngden av alla icke-negativa reella tal betédcknar vi
med R;o.

Exempel 1.1.7. Vi har att N = {n € Z | n dr positivt}. A

Exempel 1.1.8. Méngden {n € Z | n = 2 - k for nagot k € Z} ar méingden
av alla jaimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2k | k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 1.1.9. Lat oss papeka att en méngd dven kan ha andra méngder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A=1{2,3,{-1,1},4},
och vi har att {—1,1} € A, det vill sdga méngden {—1,1} &r ett element i

méngden A. A

1.2 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion ar kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, nimligen en formel som f(z) = 2% + 1.
Detta &r ett exempel pa en funktion. Formeln sédger att om vi tar ett tal x € R
sa far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora berikningen 2 + 1; till exempel



far vi f(2) =22 + 1 = 5. Vi siiger att f &r en funktion fran de reella talen till
de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, x, och det vi far ut, f(x), &r
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f: R — R.

Definition 1.2.1. Lat X och Y vara méngder. En funktion f: X — Y &r
ett sétt att till varje element a € X tilldela ett vilbestdmt element b € Y. Vi
skriver f(a) = b. Vi séiger att a avbildas pa b och att b ar bilden av a.

Anmirkning 1.2.2. Ofta siger man att f dr en funktion fran X till YV
istéllet for att anvénda beteckningen f: X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 1.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa funktion en f: A — B ges av f(n) = 2n fér n € A. Vi har
alltsa att f(1) =2, f(2) =4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(x) € B
for alla x € A, och detta géller ju hir eftersom

f()=1€B, f(2)=4€B och f(3)=6¢ B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det ar inte
alls nodvéndigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran den dndliga méngden A = {1,2,3} kan
man till exempel definera funktionen med hjilp av en tabell:

=
SO

W N 3

A

Exempel 1.2.4. Lat h: R — R vara den funktion som definieras av formeln
h(z) = 32? — 23. Vi har exempelvis att

3 1 3
N=2.12-13== W h(—2) =2
h(1) 5 5 oc h(—2) 5

(=2)2 = (-2)® = 14.
A

Anmérkning 1.2.5. Nér det finns en formel som beskriver hur funktionen
verkar anvinder vi ocksa notationen

"z avbildas pa f(x)”. Till exempel skriver vi  — 23 — 22 + 5 i stillet for
f(z) =23 — 22 +5.



1.3 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om bevis av matematiska pasta-
enden; varje foreldsning kommer att innehalla flera bevis, och en majoritet av
Ovningsuppgifterna gar ut pa att bevisa nagonting. Detta innebér antagligen
en omstéillning fran tidigare kurser i matematik. Men vad &r da ett bevis
egentligen? Hér dr en mojlig definition.

Definition 1.3.1. Ett bevis av ett pastaende ar en logisk slutledning som leder
fran en Gverenskommen uppséttning av antaganden fram till pastaendet.

Det forekommer flera viktiga ord i foregaende definition. Lat oss diskutera
dem ett i taget.

Definition 1.3.2. Ett pastaende &r en logisk utsaga som antingen &r sann
eller falsk.

Exempel 1.3.3. Hér dr nagra exempel pa pastaenden:
(i) 2A+5B > —C~.
(ii

(ii

)
) X C(YNn2Z).

) Alla jimna tal &r delbara med 3.
(iv) Talet v/2 ir inte rationellt.

Av dessa vet vi inte om de forsta tva ar falska eller sanna, eftersom vi inte
vet vad A, B, C respektive X, Y, Z betyder. Det tredje pastaendet &r falskt:
ett motexempel ges av det jimna talet 2 som ej &r delbart med 3. Det fjarde
pastaendet ar sant och kommer att bevisas i detta kapitel. A

Exempel 1.3.4. Hér dr ocksa nagra exempel pa saker som inte dr pastaenden.

(i) 2*+6x+5
ii) Méngden av alla jamna tal. A
(i) g j

Pastaenden kan kombineras pa manga olika sédtt, som paminner om de sétt
vi kan skapa nya mingder av gamla genom operationerna N, U och \. Till
exempel kan vi sétta tva pastaenden bredvid varandra och skriva ordet ”och”
emellan, och vi far ett nytt pastaende. Ett annat ord man kan sidtta mellan
tva pastaenden dr “eller”. En annan sak man kan gora dr att skriva ”Det &r
inte sant att...” fore ett pastaende, och detta ger ocksa ett nytt pastaende.

Men viktigast av alla sédtt att skapa nya pastaenden ur gamla &r kanske
foljande.

Definition 1.3.5. Lat P och @) vara tva pastaenden, till exempel nagra av
de som stod i var lista. Med P = (@ menar vi foljande pastaende: ”om
pastaendet P &r sant, dr dven pastaendet @ sant.” I ord séger vi att P impli-
cerar @ eller att P medfor Q. Om P —> @ och Q = P sa skriver vi att
P < Q.1 ord sdger vi att P giller om och endast om @ géller.



For varje par av pastaenden P och @ far vi alltsa ett nytt pastaende, P — Q.
Sanningshalten av P =—> @ kan utldsas ur Tabell 1.

P Q P = Q

sant sant sant
sant | falskt falskt
falskt | sant sant

falskt | falskt sant

Tabell 1: Hur P — @ beror pa P och Q.

Ur Tabell 1 ses speciellt att P — @ alltid &r sant om P &r falskt. Detta
kan verka ointuitivt till en borjan. Ett motiverande exempel for denna princip
kan vara foljande mening som man kan fa héra pa en biograf: ?Om du har en
mobiltelefon med dig, &r den avstdngd?” Om man inte har sin mobiltelefon
med sig skall man alltid svara ”Ja”, oavsett om man har stdngt av den eller
inte.

Exempel 1.3.6. Det giiller att
50 +b=0 = 5a = —b.

Hér géller &ven den omvénda implikationen, sa vi hade kunnat skriva <= i
stallet for = . Vi har ocksa att

5a = —b = bac = —bc,

men hir &r omvéandningen inte noédvandigtvis sann. For att ga fran det vénstra
pastaendet till det hogra maste vi ndmligen dela med ¢, vilket vi inte vet Ar
tillatet om vi inte vet att ¢ # 0. Vi har dock att

5a = —b <= bHac = —bc och ¢ # 0. A
Exempel 1.3.7. Pastaendet
m>e — (Alla jimna tal &r delbara med 3)

ar falskt, eftersom det forsta pastaende dr sant medan det andra ar falskt.
Dock &r pastaendet

(Alla jamna tal &r delbara med 3) = 7w > e

lustigt nog sant enligt var definition av = . A

Exempel 1.3.8. For varje pastaende P giller att P = P, oavsett om P
ar sant eller inte. A

Definition 1.3.9. En logisk slutledning &r en sekvens av pastaenden
P17P27"'7Pn

med egenskapen att P, = P,y for alla .



Definition 1.3.10. Ett antagande &r ett pastaende som vi férutsitter ér sant.
Ibland kallas dessa synonymt for axziom eller postulat.

Vi vet nu alltsa vad ett bevis av ett pastaende @ ér: det &r en kedja av mindre,
enklare pastaenden som later oss dra slutsatsen att @) dr sant, endast utgaende
ifran en mindre uppsittning antaganden som vi i forvig har bestamt oss for
att starta med.

Nar vi skriver ett bevis brukar vi dock inte bara skriva en lang foljd av
pastaenden med = mellan — i stéillet brukar man férsoka uttrycka beviset i
vanliga ord och meningar. I stéllet for symbolen = anvinds konstruktioner
som ”vilket innebér att...” eller ”eftersom... sa...” eller ”fran vilket vi drar
slutsatsen att...”, och sa vidare.

Speciellt virt att ndmna dr begreppet motsdgelsebevis. Detta dr en speciell
bevisteknik dar man i stillet for att visa att ett pastaende P &r sant, sa
bevisar man att det inte kan vara falskt. Med detta menar vi att man borjar
med antagandet att P inte géller, och forsdker att hirleda ett pastaende som
man vet inte stimmer, som att 0 = 1. Enligt Tabell 1 sa kan bara ett falskt
pastaende implicera ett falskt pastaende, sa vart antagande att P inte géllde
maste ha varit falskt.

Om denna forklaring kéinns abstrakt, blir det férhoppningsvis mer konkret i det
bevis som kommer i slutet av detta kapitel, dir ett motségelsebevis anvands.

I detta kompendium kommer vi att forutsétta att lisaren kéanner till foljande:

(i) De olika sorternas tal: heltal, rationella, reella.

(ii) Hur man jamfor tal med varandra: relationerna <, > och = samt olika
varianter sasom <, > och #.

(iii) Operationerna addition, subtraktion, multiplikation och division, och
deras grundliggande rakneregler, sasom att a+b = b+a eller att 0-a =0
for alla a.

(iv) Inagra av exemplen och uppgifterna féorekommer funktioner som sin, cos,
exp och log och nagra av deras egenskaper, utan att dessa har definierats
formellt i texten. Vi vill dock betona att sjélva teorin (det vill siiga,
satserna och bevisen) inte forutsétter kinnedom om dessa funktioner.

I beviset i nésta delavsnitt anvinder vi oss ocksa av begreppet delbarhet for
heltal: att vid division av tva heltal blir resultatet inte alltid ett heltal (som
vid divisionen 2/5), och i det fall att resultatet blir det (som vid 14/7 = 2) sa
siger vi att 14 &r delbart med 7. Begreppet forekommer inte i senare kapitel.

I sa stor utstrickning vi bara kan kommer vi att forsoka papeka om vi i ett
bevis anvinder oss av ett antagande som inte star med pa denna lista. Det hér
dr inte sa latt som det later: ofta smyger det sig in ett antagande i ett bevis
man inte har tdnkt pa att man anvinder, eller sa tar man nagot for givet som
egentligen inte dr uppenbart.



Var lista pa antaganden &r inte sa precist formulerad: vi skriver bara ”grund-
ldggande rékneregler”, men ridknar inte upp alla dessa. Vi ber om l&sarens
overseende.

1.4 Ett bevis

For att inte denna forsta foreldsning endast skall bli till torrsim, kommer
vi nu att bevisa ett pastaende. Detta bevis &r en matematisk klassiker som
upptécktes av den pythagoreiska skolan i antiken Grekland, 500-talet f.Kr.

Sats 1.4.1. Talet \/2 dr irrationellt.

Bevis. Antag motsatsen, det vill siga /2 #r rationellt. I sa fall kan vi skriva
Vizt,
q

for heltal p och ¢. Vi kan dessutom anta att det inte finns nagot heltal k som

bade p och ¢ dr delbara med — vore det sa, skulle vi kunna forkorta braket

genom att dividera téljare och ndmnare med k. Kvadrera bégge sidor: vi finner

att )

2=

q

det vill siiga 2¢> = p?. Vi observerar nu att talet p maste vara jimnt: om

p vore udda, skulle #ven p? vara detta (produkten av tva udda tal &r udda),

vilket det uppenbarligen inte #r eftersom p? = 2¢2, ett jamnt tal. Vi kan dérfor
skriva p = 2p/, sa att

2q2 _ p2 _ (2pl)2 _ 4]7/2-

Dividerar vi denna ekvation med 2 finner vi att

och med samma argument som fér p kan man ur detta visa att ¢ maste vara
ett jamnt tal. Men vi antog att p och ¢ saknade gemensamma delare, vilket
motsiiger att biigge talen skulle vara jimna. Denna motsigelse visar att /2
inte &dr ett rationellt tal. O

Anmérkning 1.4.2. [En anmérkning som det &r OK att ignorera] En riktigt
samvetsgrann matematiker skulle kunna komma med nagra invéandningar mot
beviset ovan. I forsta paragrafen skriver vi till exempel att vi kan anta att p
och ¢ saknar gemensamma delare, eftersom om det existerade nagra sadana
skulle vi kunna dividera bort dem. Men &r detta uppenbart? Om vi dividerar
bort en gemensam faktor kanske vi far tva nya tal p’ och ¢/, som dven dessa
har nagon gemensam nédmnare. Dividerar vi bort denna far vi aterigen tal p”
och ¢”. Hur vet vi att denna process tar slut? Intuitivt dr detta uppenbart —
i varje steg minskar absolutbeloppen av talen, sa vi har att

Ip| > p'| > |p"| > >0,



och det kan inte finnas nagra oéndliga strikt avtagande foljder av positiva hel-
tal. Ar detta faktum da en av de ”grundliggande riknereglerna” for naturliga
talen? I princip, ja: detta pastaende, eller nagot ekvivalent med det (sasom den
sa kallade induktionsprincipen), bor tas som ett av axiomen for de naturliga
talen.

Ett annat problem &r vart pastaende att produkten av tva tal &r udda. Med
andra ord, om talet 2 varken delar a eller b, kan talet inte heller dela produkten
ab. Anledningen att detta stdmmer &r att talet 2 &r ett sa kallat primtal.
Den vanliga definitionen av ett primtal &r att det &r ett naturligt tal p med
egenskapen att dess enda positiva delare &r 1 och talet p sjilvt, men det gar
att visa att denna definition &r ekvivalent med egenskapen att om p varken
delar a eller b, kan p inte heller dela produkten ab. Pastaendet att dessa tva
definitioner &r ekvivalenta &r inte helt enkelt att visa, och utgor en stor del av
beviset av den sa kallade aritmetikens fundamentalsats: att varje naturligt tal
pa ett unikt sdtt kan skrivas som en produkt av primtal.

En sista invindning, som kanske dr seridsare dn de andra tva, ar att formule-
ringen av satsen forutsitter att det existerar ett reellt tal ”v/2”, det vill siga
att det existerar ett reellt tal vars kvadrat fir 2. Ar detta uppenbart? Nja,
kanske inte. I Kapitel 4 av detta kompendium kommer vi, som en konsekvens
av den sa kallade satsen om mellanliggande vdrden, att ge ett rigorost bevis
for pastaendet att varje icke-negativt reellt tal har en kvadratrot, eller mer
allmént, att varje icke-negativt reellt tal har en n:te rot fér varje heltal n > 0.

Tills vidare kan vi ndja oss med foljande alternativa formulering av satsen,
som inte forutsitter existensen av talet v/2:

Sats 1.4.3. Det finns inget rationellt tal o med egenskapen att a® = 2.

Vi (kompendieforfattarna) hoppas att foregaende anmérkning inte dr mer
forvirrande &n klargorande. Sensmoralen i kommentaren &r inte att det &r
tillatet att i ett bevis skriva att nagot &r sant, enbart for att det kénns up-
penbart att det &r sa. Snarare &dr sensmoralen att for att bevisa ett pastaende
om nagot matematiskt objekt, maste detta matematiska objekt ha en rigoros
definition. Eftersom vi inte har gett en riktig definition av heltalen (och att
ge en sadan skulle ta upp ett helt eget kompendium) finns det grundlidggande
egenskaper som vi inte kan bevisa, utan maste acceptera som axiom.

Till exempel kommer vi i detta kompendium aldrig att ge en definition av
vad ett reellt tal &r. Som en konsekvens av detta finns det vissa egenskaper vi
inte kan bevisa, utan endast acceptera som sanna: framfér allt tdnker vi nu
pa fullstindigheten hos de reella talen, som kommer att diskuteras i Kapitel 3.
Givet att vi accepterar dessa pastaenden, dr dock resultaten i kompendiet
rigorés matematik.



Ovningar

Ovning 1.1 (). Betrakta mingderna A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...},
C ={2,4,6,...} och D = {1,4,19,36,101}. Bestim

(i) BUC,

(i) BNC,

(i) DNC,

(iv) {x € D |z € B},

(v) {r € A|x =y+1 for nagot y € D},
(vi) {x+1 |z € D}.

Ovning 1.2 (). Betrakta mingderna A = {1, {m,x},a} och B = {a,x}.

(i) Rékna upp alla element i A.
(ii) Rdkna upp alla delméngder av A.
(iii) Vad & AU B och AN B?

Ovning 1.3 (%x). Lat N = {1,2,...} och B, = {1,2,...,n} forn = 1,2,3,.. ..
Visa att N= B UByUB3gU....

Ovning 1.4 (+*). Lat A och B vara mingder. Vart och ett av foljande
pastaenden &r ekvivalent till exakt ett annat. Vilka hor ihop?

(i) = € A,

(il) AC Boch B C A,
(i) AC AN B,

(iv) r€e A = z ¢ A,
(v) AuUB=A,
(vi) A
(vi) A
(viii)
(ix) {z} C A,
(x) zeé B = z € A

Ovning 1.5 (x). Ge ett exempel pa en funktion fran méngden {1,2,3,4} till
mingden {A, B,C}. Hur manga olika funktioner f:{1,2,3,4} — {A,B,C}
finns det?
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Ovning 1.6 (x). (i) Beskriver f(x) = /= en avbildning fran R till R?

(ii) Beskriver f(a) = 7, f(b) = * och f(0) = v/2 en avbildning fran miingden
{0,a,b,1} till méngden {7, *,/2}?

(iii) Beskriver f(a) = m, f(b) = * och f(a) = * en avbildning fran {a,b} till
{7, %,v/2}?

Om svaret ar nej, kan du réitta till det sa att det blir funktioner?

Ovning 1.7 (x). Avgor vilka av foljande utsagor som ér pastaenden enligt
var definition av ett pastaende. Vilka av dessa #r sanna, vilka &r falska, och
vilka behover vi mer information for att avgora?

(i) Méngden av de naturliga talen.

(ii) x ar ett positivt heltal.

(iv) Varje méngd innehaller minst ett element.

(v

8

)
)
(iii) Talet  &ir jéimnt.
)
)
i)

x &r 16sningen till ekvationen 3z + 5 = 11.

(v

Ovning 1.8 (x). Anviind pastdenden fran foregaende 6vning och bilda oli-
ka sammansatta pastaenden pa formen P =— (). Hitta minst tva sadana
pastaenden som &r sanna respektive falska.

Ovning 1.9 (xx*). Visa att v/3 inte ar rationellt. Varfor fungerar beviset av
Sats 1.4.1 inte for v/4?
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2 Talfoljder

I detta kapitel introducerar vi begreppet talféljd, och definierar vad det betyder
for en talfoljd att konvergera. Lost talat ar en talfoljd helt enkelt en odndlig
sekvens av reella tal, till exempel

n+1

5
T,

— DN
N W

4
) ) 3
och att en sadan konvergerar betyder ungefir att nidr man ror sig framat
i talfoljden sa stabiliserar sig dess virden kring ett sa kallat gransvérde. I
exemplet hir konvergerar talféljden, med gransvirde 1. Att ge precisa defini-
tioner av detta visar sig vara lite komplicerat, som ldsaren sikert kommer att
mérka under kapitlets gang.

Innan vi kan ge rigordsa definitioner av talféljder och konvergens introducerar
vi lite notation och terminologi kring intervall och absolutbelopp. Darefter
ger vi definitionerna av foljder och konvergens och visar nagra grundliggande
egenskaper. Slutligen bevisar vi nagra rdaknelagar for hur man rdknar med
grinsvirden for talfoljder. Bevisen av dessa rékneregler ar inte helt ldtta och
dr det matematiskt tyngsta innehallet i detta kapitel.

2.1 Intervalli R

Vi kommer ofta i detta kompendium att behéva tala om olika sorters inter-
vall pa den reella linjen. Det dr darfor bekvamt att infora viss notation och
terminologi for sadana.

Definition 2.1.1. Lat a och b vara tva reella tal. Vi infér beteckningarna

Ett intervall pa formen (i) kallas slutet, och ett intervall pa formen (iv) kallas
oppet.

Lat I vara ett av intervallen (i) till (iv), och antag att I = &. Talet |I| =b—a
kallas for intervallets ldngd.

Ibland kallas intervall pa formen (ii) eller (iii) for halvoppna intervall.

Exempel 2.1.2. Det 6ppna intervallet (0,1) bestar av alla tal pa tallinjen
mellan 0 och 1. I det slutna intervallet [0, 1] tar vi ocksa med &ndpunkterna 0
och 1. A

12



Exempel 2.1.3. Det slutna intervallet [0,0] bestar av ett enda element,
néamligen 0.

Det 6ppna intervallet (0, 0) innehaller inga element 6verhuvudtaget, med andra
ord, (0,0) = @. Aven méngderna (0, 1] och [0,1) &r tomma. A

Exempel 2.1.4. Om b < a &r alla fyra sorternas intervall likadana — alla &r
lika med den tomma méngden &. A

Det dr ocksa bekvamt att infora notation for odndligt langa intervall, genom
att tillata att @ = —oo eller b = co. I detta fall &r det brukligt att anvinda
parentes och inte klammer fér denna édndpunkt: vi vill inte ge intrycket av att
det finns ett tal oo som ingar i intervallet. Alltsa skriver man till exempel

[7,00) och inte [7, 00].

2.2 Absolutbeloppet

Definition 2.2.1. Lat z € R. Absolutbeloppet |x| av = dr definerat som

T om x > 0,
|z| =

—x omzxz <O0.

Observera att |z| > 0 for all z € R, det vill séiga att absolutbeloppet alltid &r
icke-negativt. Dessutom géller att |x| = 0 om och endast om x = 0.

Tolkningen av talet |x| &r att det dr avstandet mellan punkten x pa tallinjen
och punkten 0. Mer allmént kan man tolka uttrycket

|z — |

som avstandet mellan punkterna x och y. Detta &r den viktigaste anledningen
till att introducera absolutbeloppet, och denna tolkning bor sitta i ryggmérgen:
ndr man ser |z — y| ska man direkt tdnka ”avstandet mellan de hér tva punk-
terna”, och inte borja fundera pa vad som hénder nir x och y ar positiva och
negativa, och sa vidare.

I detta kompendium #r vi ofta intresserade av méangden {y € R | |z —y| < r},
det vill sidga alla tal y som har avstand mindre &n r till en given punkt zx.
Observera att denna méngd dr precis det éppna intervallet (z — r,x +r). Pa
samma sétt giller att {y e R | |z —y| < r} =[z —r,z+ 7).

Anméirkning 2.2.2. Vi kan ocksa ténka pa absolutbeloppet som funktionen
|-]:R — RT som avbildar z — |z|. Funktionsgrafen visas i Figur 2.1.

Hjilpsats 2.2.3 (Egenskaper av absolutbeloppet). Lat x,y € R.
(i) Vi har att x < |x|.

13



f(x)=|x]|

= N w b 6]
T

1 1 1 1 1 s X

-5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4

Figur 2.1: Grafen till absolutbeloppsfunktionen.

(ii) Det galler att |xy| = |z||ly|. Speciellt ar |x| = | — z|.
Bevis. (1) Antag forst att x > 0. I detta fall géller |z| = z. Annars har vi
<0< —z =]z

(ii) Vi sérskiljer tre olika fall. Om z,y > 0 &r ocksa xy > 0 och pastaendet
dr sant. Om z,y < 0 géller zy > 0 och |z|ly| = (—z)(—y) = zy = |zy|. I
tredje fallet &r bara ett av talen negativt, sig x < 0 och y > 0. Da géller
|z[ly| = (—2)y = —(zy) = |zyl.

Med y = —1 foljer | — z| = | — 1||z| = |z|.
]

Anmirkning 2.2.4. Olikheter pa formen |z| < R forekommer ofta inom
matematisk analys. Notera att detta &r ekvivalent med tva olikheter samtidigt:

|lr) <R <— —R<z<R.

Sats 2.2.5. Lat z,y € R. Vi har foljande tva olikheter:

Triangelolikheten: |z +y| < |z| + [yl

Omvinda triangelolikheten: |z| — |y| < |z —y|.

Bevis. (Triangelolikheten). Vi anvénder oss av Anmérkning 2.2.4. Enligt Sats
2.2.3 (i) har vi
—lz| <@ <l

och
—lyl <y <yl

Adderar vi dessa olikheter finner vi att

—lz| =yl <z +y < |z[+ |yl
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som ér, enligt Anmiérkning 2.2.4, ekvivalent med att |z + y| < |z] + |y|, alltsa
triangelolikheten.

(Omviinda triangelolikheten). Detta #r Ovning 2.5. O

Anmirkning 2.2.6. Om vi ersétter y med —y i triangelolikheten och anvén-
der Hjalpsats 2.2.3(ii) finner vi att det ocksa géller att

[ =yl <lel+1lyl  och 2| =yl <z +yl.
Ofta skrivs olikheterna pa en form som kombinerar bigge dessa fall: vi har att
[yl <lel+1lyl  och 2| -yl <z +yl.

Anmirkning 2.2.7. Det #r ingen slump att denna olikhet kallas just for
triangelolikheten. Namnet kommer av foljande beridkning, dér vi anvénder
triangelolikheten i andra steget:

[z —yl=lr—z+z—y[<|z—z[+]z -yl

Denna utridkning siger att avstandet fran punkt z till punkt y alltid &r mindre
én eller lika med summan av avstanden fran x till z och fran z till y. Detta
dr motsvarigheten pa reella tallinjen till foljande pastaende om geometri i
planet: i en triangel &r varje sida kortare &n de resterande tva sidlingderna
sammanlagt.

2.3 Talf6ljder och deras grinsvirden

Definition 2.3.1. En talféljd eller foljd av reella tal &r en funktion z: N — R.
Vi skriver oftast z,, for funktionsvirdet z(n), och vi skriver oftast (z,) eller
r1,%2,x3, ... istdllet for z: N — R. De reella talen x,, kallas for foljdens termer.

Exempel 2.3.2. (i) Funktionen z:N — R, z(n) = L &r alltsé foljden

L,

PR

=

1
737

N —

(ii) Foljden (z,)=1,0,1,0,1,0,... ges av funktionen

1 om n &r udda,
(n) =

0 om n ir jAmnt.
A

En f6ljd vars virden nédrmar sig ett givet virde x kallas for konvergent, vilket
vi nu ska precisera.
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Definition 2.3.3. En foljd (z,) &r konvergent om det finns ett tal x € R
med foljande egenskap: for alla ¢ > 0 finns det nagot heltal N € N sa att
|z, — x| < e om n > N. Talet x kallas i detta fall for f6ljdens grinsvdrde och
vi skriver lim,, o x,, = x eller z,, — x for n — oo.

Med andra ord, for alla ¢ > 0 kommer alla termer z,, (forutom nagra undantag
i borjan av foljden da n < N) att ligga i intervallet (x — e, x + ¢).

Anmirkning 2.3.4. Inom matematiken brukar variabler fér sma siffror ofta
betecknas med den grekiska bokstaven e, som utléses ”epsilon”.

THE| O O

r—¢&

|
\ n

N

Figur 2.2: En talfoljd som konvergerar mot talet x. For varje vérde pa
e > 0, kommer alla utom &ndligt manga termer i foljden att ligga i interval-
let (x — e,z +¢). I figuren visas ett mojligt val av talet N for det givna talet ;
varje heltal storre &n det N som visas i figuren skulle ocksa fungera.

Definitionen av konvergens av en talfoljd &r ganska komplicerad, och bestar
alltsa av flera steg: for att bevisa att en talféljd konvergerar maste vi visa att
det existerar ett x, sadant att for alla € > 0, kan vi hitta nagot N, sadant att
en viss olikhet géller.

Med lite vana kan man dock ldra sig att bade ldsa och skriva bevis som handlar
om talfoljder. Nagot som underliattar dr att nir vi ska bevisa att en talfoljd
(z5,) konvergerar mot ett tal z, gor vi i princip alltid likadant. Vi maste visa
att oavsett vilket tal £ > 0 vi véljer, kan vi alltid hitta nagot IV sadant att en
olikhet géller. Beviset borjar diarfér med meningen ”Tag € > 0.7 Med detta
menar vi att vi har valt nagot tal €, och vi vet ingenting om detta tal annat &n
att det dr positivt. Om vi for detta € kan konstruera nagot tal N, dr beviset
fardigt, eftersom vi i sa fall kan upprepa proceduren oavsett vilket € som valts.

Lésaren uppmanas att notera hur manga av bevisen i detta kapitel som passar
in i denna struktur: vi bérjar med att ta ett € > 0, och vi slutar med att hitta
nagot N sa att en olikhet géller. Det enda svara ar att skriva ned vad som ska
in mellan dessa start- och slutpunkter.
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Exempel 2.3.5. Foljden (z,) med z, = 2 konvergerar mot 0. Notera forst

att 1
——0

n

1

n

Nu har nédmligen de reella talen den egenskapen att det for varje € > 0 finns
nagot positivt heltal N sa att ‘%‘ = % < g, och detta innebar alltsa att
gransvirdet dr 0. Vill man imponera pa sina vinner hénvisar man till detta

som den arkimediska egenskapen hos de reella talen. A

Exempel 2.3.6. Foljden 1,0,1,0,1,0,... fran Exempel 2.3.2(ii) konvergerar
inte. Ty lat € = % Om fo6ljden skulle konvergera skulle det finnas ett heltal N
och ett tal x sadant att |z, — x| < e om n > N. Véljer vi n till ett udda tal
ser vi ddrmed att

1
l—z|<e=z
1-al<e=3,

och om n véljs till ett jamnt tal ser vi att

1
0—z| <e=-.

2
Alltsé ligger z bade i intervallet (3,3) och i intervallet (—3,1). Men dessa tva
intervall ar disjunkta, vilket &r en motségelse. A

Argumentet i féregeande exempel leder till foljande hjilpsats.

Hjalpsats 2.3.7. Om en foljd (z,,) konvergerar mot x och mot y, sa gdller
x =1y. Med andra ord, en konvergent foljd har ett unikt grdansvdrde.

Bevis. Tag e > 0 och sitt £ = 5. Eftersom f6ljden konvergerar mot x finns det
Ny € N sa att |z, — x| < € for alla n > Nj. Pa samma sétt finns det No € N
sa att |z, —y| < € for alla n > Ny. Triangelolikheten ger

g &
2=yl = l(on — ) = (@0 — D) < [zn —yl+|za — 2| <E+E=S+5 =

for alla n > max(Nj, N2). I och med detta géller for alla ¢ > 0 ser vi att
|z —y| =0, det vill sédga x = y. O

Definition 2.3.8. En foljd (x,,) kallas for begrinsad om det finns nagot M € R
sa att |x,| < M for alla n € N.

Hjalpsats 2.3.9. En konvergent foljd (x,,) dr begrinsad.
Bevis. Lat x vara foljdens grinsvéirde och tag £ > 0. Det finns N € N sa att
|z, — x| < e for alla n > N. Speciellt betyder det att |z,| < |z| + ¢ for alla

n > N. Det foljer att M = max(|zi],...,|rn-1],|z|] + €) begransar foljden
(Tn)- O

Observera att en begrinsad foljd behover inte konvergera. Foljden fran Exem-
pel 2.3.2(ii) &r begrénsad och oscillerar mellan virdena —1 och 1.

En mycket anvéindbar sats dr foljande.
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Sats 2.3.10. Lat (x,) vara en konvergent talféljd. Antag att det existerar
nagot N sadant att olikheten x, < A gdller for varje n > N. I sa fall dr ocksa

lim z, < A.
n—oo

Motsvarande pastaende gdller med < utbytt mot >.

Bevis. Antag motsatsen, att lim,, .., z, = x > A. Lat ¢ = x — A. Vi vet nu att
alla utom dndligt manga termer av f6ljden ligger i intervallet (z—e, z+¢). Men
alla tal i detta interval &r strikt storre &n A = x—¢, vilket dr en motségelse. [

2.4 Raiknelagar for gransviarden

Sats 2.4.1. Antag att (xy) och (y,) dr talféljder som konvergerar mot x re-
spektive y. Lat a och b vara tva reella tal. Foljande gdller:

Linjiritet: lim,_ . (az, + by,) = azx + by.
Produkt: lim, . (2, - yn) = 2y.

Kvot: Om y # 0 dr limy, Z—: =

< |8

Speciellt dr alla dessa talfiljder konvergenta.

Bevis. (Linjéritet.) Tag ¢ > 0. Vi antar att a,b # 0, och lamnar det (enklare)
fallet att nagon av dem &r noll till ldsaren. Valj tal Vi och Ny sadana att

S £
— < —_—, — < -

om n > Nj respektive n > N. Sétter vi nu N = max(Ny, No) géller bigge
dessa olikheter om n > N, vilket ger att

laz, + by, — ax — by| < |ax, — az| + [by, — by| (triangelolikheten)

= |a||lzp — z| + |bl|yn — Y| (Hjalpsats 2.2.3)
€ €
<la|z=— + bl == >N
el + Il (om n > N)
= 5‘7

vilket skulle bevisas.

(Produkt.) Tag ¢ > 0. Forst gor vi ett litet trick: vi skriver om x,y, — zy =
TnYn — Tny + xpy — zy. Enligt triangelolikheten géller

|TnYn — Ty + Tny — 2Y| < |TpYn — Tuy| + |20y — 2y| = |20l |y — y| + 20 — 2[|y].

Eftersom (z,) &dr konvergent dr den begrinsad (Sats 2.3.9), sa tag ett tal
M > 0 sadant att |z, | < M for alla n. Vilj sedan ett tal Ny sadant att

9
— < [
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for alla n > Ni. Om y # 0, tag sedan ett tal Ny sadant att
|zy — 2| < =
I sa fall ar

‘xnyn - xy| < |xn|‘yn y‘ + ‘xn - xHy\ <M - ‘y|

2M 2\|

for alla n > N = max(N1, Na). Om y = 0 kan vi strunta i Na: vi har

an—MA<MMwn—m+hm—MWM<M'Eg+0<e

for alla n > Nj.

Kvot.) Tag ¢ > 0. Genom att géra omskrivningen xn = Tp - L s racker det att
g g g Yn
bevisa att

beviset foljer sedan av produktregeln vi precis visade. Nu ar

_ |y - yn|
Yl [yl

i_l‘:‘y_yn
Yn Y Y- Yn

Eftersom (y,,) konvergerar mot y, och ‘—g' > 0, finns ett tal N7 sadant att

lyl
2

om n > Ni. Men |y| — |yn| < |y — yn| enligt omvénda triangelolikheten
(Sats 2.2.5), sa

ly —yn| < =

||
[yl = lynl <
vilket ger |y,| > Iy\ . A andra sidan #r dven talet LE positivt, sa det finns ett
Ny for vilket
o lyl*e.
2

Om n > N = max(Ny, Ny) géller dérmed att
v =yl _ lylPe/2 _
lynllyl Tyl - lyl/2

Exempel 2.4.2. For att se hur praktiska de hir rdknelagarna ér ska vi rdkna
ut gransvérdet

O

T n

n—oo n? —4n + 3
Eftersom de individuella féljderna (3n? — 1) och (n? —4n + 3) inte konvergerar
(de &r ej begrinsade) kan vi inte direkt anvénda oss av kvotregeln. Istillet
forkortar vi braket med n? till

3n?-1 33—
- 4, 3
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Nu existerar gransvérdena till bade tdljaren och ndmnaren: i och med

1
lim — =0,
n—oo N

foljer ur produktregeln att ocksa

1 1
7 = ey =

Nu foljer med grénsvirdenas linjaritet att lim, o (3 — n%) =3—-0=3och
lim, oo(1 — 2 + n%) =1—0+0 = 1. Slutligen leder kvotregeln till

I 3n2—1 3 3 A
im —————— =2 =3,
nsoon?—4An+3 1

Ovningar

Ovning 2.1 (). Beskriv foljande méngder. Vilka av de forekommande inter-
vallen dr 6ppna och vilka ar slutna? (Ledning: Markera gidrna méngderna pa
tallinjen.)

(i) [=1,2] U (1,5],

(ii) [-1,2]n(1,5],
(iii) [3,10]\ (5,7),
(iv) ((3,10]\ [5,7)) U[5,6),

(v) ([4,6]\ (4,6)) N (=2,5].
Ovning 2.2 (% — ). For vilka tal = € R giller

(i) |lz—5[=2,

(ii) |z —5|=—

(iii) ||z — 5| — 3| = 2.
Ovning 2.3 (+x). Vilka tal z € R uppfyller |z — 1| — |z + 1| = 1?

Ovning 2.4 (). Vilka tal € R uppfyller |z — 3| < 57 Markera dem pa
tallinjen.

Ovning 2.5 (%x). Visa omvinda triangelolikheten |z| — |y| < |z — y| for
alla z,y € R. (Ledning: Du kan anvéinda faktumet att © =  — y + y och
triangelolikheten.)

Ovning 2.6 (). Berikna foljande grinsvirden.
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on® —11n?2 +4
14n3 +3n2 —b5n =7’
3n2 — 12

n-+ 2

(i) limy,—eo

(i) limy, oo ,

4An3 + 5n + 13
3nt —n24+Tn -2

(iii) limp oo

Vad dr skillnaden mellan (i), (ii) och (iii)?
Ovning 2.7 (x%+). Anvind att limy, oo (14 2)™ = € och limy o0 (1 — l)n =1

n €
(dér e = 2.71828. .. &r Eulertalet) for att berdkna gransvardet

2_1n
N )

n—00 n2n

Ovning 2.8 (). Lat (z,,) vara en talféljd som konvergerar mot x, och antag
att foljden (y,,) uppfyller x,, = y,, for alla utom dndligt manga véirden pa n.
Visa att dven y,, konvergerar mot x.

Ovning 2.9 (). Ar Sats 2.3.10 sann om man ersétter > med >?

Ovning 2.10 (x%*). (i) Ge ett exempel pa oindligt manga Gppna inter-
vall I1, I, I3, ... sa att deras snitt [y N IosNI3N... ar ett slutet intervall.

(ii) Ge ett exempel pa oéndligt manga slutna intervall Iy, Io, I3, ... sa att
deras union I1 U I, U I3 U... &r ett Oppet intervall.

Ovning 2.11 (x%). Lat (x,), (yn) och (z,) vara talféljder, och antag att
olikheterna
Tn < Yn S Zn

giilller for varje n. Antag att lim,, .o x, = lim, . 2z, = a. Visa att dven (y,)
konvergerar, och att y,, konvergerar mot a.
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3 Fullstandighet hos de reella talen

Den reella tallinjen har en viktig egenskap som kallas for fullstindighet. Detta
beskriver (vagt formulerat) att det inte finns "luckor” mellan de reella talen,
att den reella tallinjen faktiskt &r en sammanhéngande linje utan nagra hal.
Definitionen av fullstindighet kan vara lite svarsmélt vid en forsta anblick. I
detta kapitel kommer vi darfor forst att ge ett motiverande exempel pa nagot
som inte ar fullsténdigt, ndmligen de rationella talen. Efter detta ger vi tre
olika sétt att formulera fullstdndigheten av de reella talen: genom sa kallade
monotona talféljder, ndstlade intervall eller supremum. Vi visar att dessa tre
satt att formulera fullstdndigheten av de reella talen ar ekvivalenta.

3.1 De rationella talen ar inte fullstidndiga

Ett sétt att tdnka pa fullstindighet &r att denna egenskap uttrycker skillnaden
mellan till exempel de rationella talen, @, och de reella talen, R. Vid forsta
anblick kan ett sadant pastaende verka markligt — det &r val klart att det &r
skillnad pa de rationella talen och de reella? Vi vet ju att det finns flera reella
tal som inte r rationella — i denna kurs har vi redan diskuterat v/2, och flera
av lasarna kanske kénner till att exempelvis talen 7 och e inte &r rationella,
sa uppenbarligen dr Q # R.

Det vi menar ér att de rationella talen delar énda manga grundldggande egen-
skaper med de reella talen. De rationella talen kan adderas, subtraheras, mul-
tipliceras och divideras; de kan sorteras enligt <, och alla dessa saker uppfyller
samma riknelagar bade for rationella och reella tal. Samtidigt vet vi ocksa att
det finns stora skillnader mellan de rationella och de reella talen. Ett exempel
ges av foljande sats (som vi kommer att se bevisad i niista kapitel):

Sats 3.1.1. Lat n vara ett positivt heltal. Varje reellt tal a > 0 har en unik
reell n:te root, det vill sdga ett tal y > 0 sa att y"™ = a. Detta tal beticknas

med /a.

Ovanstaende sats dr falsk om vi ersétter ordet reell med ordet rationell, ef-
tersom Sats 1.4.1 visar att det rationella talet a = 2 inte har en rationell
kvadratrot. Diskussionen i foregaende paragraf visar alltsa att om vi ska kun-
na bevisa ett pastaende som Sats 3.1.1, kan vi omdjligt anvéinda oss enbart av
rikning och de vanliga rdknelagarna: vi maste dessutom anvénda nagon slags
egenskap som &r sann for de reella talen men inte de rationella talen (ty annars
skulle beviset fungera &dven om ordet "reell” i satsen ersattes med "rationell”).

Denna extra egenskap som krivs ér precis fullstindigheten av de reella talen.
De rationella talen &r namligen, till skillnad fran de reella, inte fullstindiga.
Om de reella talen &r en obruten och heltéckande linje, sa lacker de rationella
talen som ett sall. Aven om varje litet intervall pa den reella linjen innehaller
oéndligt manga rationella tal (Ovning 3.9), sa innehaller ocksa varje intervall
oéindligt manga irrationella tal (Ovning 3.10), som &r som sma ”luckor” i den
rationella tallinjen.
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3.2 Formuleringar av fullstéindigheten hos de reella talen

Det finns flera sétt att formulera fullstindigheten hos de reella talen. Alla
kréver en del inledande definitioner.

Definition 3.2.1. En talfoljd (x,,) kallas monoton om det antingen géller att
1 <Ly .. elleratt oy > a0 > 23 > ...

Det forsta sdttet att formulera fullstéindigheten av de reella talen &r foljande.

Varje monoton och begréansad talféljd konvergerar.

Denna egenskap kénns forhoppningsvis naturlig. Den uttrycker att om en foljd
av tal &r, sig, vixande, sa finns endast tva mdojligheter: antingen vixer sig
termerna av foljden obegrénsat stora, eller sa ndrmar de sig ett gransvérde.

Ett andra sétt att formulera fullstdndighetsegenskapen ér med hjilp av sa
kallade ndstlade intervall.

Definition 3.2.2. En fioljd av ndstlade intervall dr en sekvens av oéndligt
manga icke-tomma slutna intervall I,, = [ay, by] sadant att I, 41 C I,,, det vill
séiga an < ant1 < bpy1 < by

Man kan nu formulera fullstdndigheten av de reella talen pa foljande sétt:

For varje foljd av néstlade intervall finns det minst
ett reellt tal = som ligger i varje intervall.

Aven denna egenskap kinns forhoppningsvis ganska naturlig. Antag att nagot
intervall [a,,b,] har lingd noll, det vill siga, att a, = b,. I sa fall maste
[@m,, bm] = [an, by] for alla m > n, och talet a,, = b, kan véljas som z. Om alla
intervall har positiv lingd borde detta enbart gora det ldttare att hitta ett tal
z. (Argumentet i denna paragraf bor dock tas med en nypa salt — se Ovning
3.4.)

Ett tredje sdatt att beskriva fullstdndigheten &r genom 6vre och ldgre grinser.
Definition 3.2.3. Lat X C R vara en delméngd av R. Talet y € R &r en dure
grdns till X om y > x for alla x € X. Pa samma sétt dr y en ldgre grdns till
X om y < x for alla x € X. En méngd som har en 6vre grins kallas uppat

begrdnsad; en méngd som har en ldgre grans kallas nedat begrinsad; en méangd
som ar bade uppat och nedat begréinsad kallas helt enkelt begrinsad.

Definition 3.2.4. Lat X C R vara en delmingd av R. Ett supremum for X
ar ett tal y € R sa att

(i) y ar en 6vre gréns till X och

(ii) y &r den minsta 6vre griansen till X, det vill sdga, for alla 6vre grianser
z av X géller att y < z.
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Pa samma sétt kallas en storsta ldgre grins for infimum.

Ett sista sétt att formulera fullstandigheten av de reella talen &r foljande:

Varje icke-tom begrinsad delméngd av R har ett
supremum och ett infimum.

Exempel 3.2.5. Talet 2 &r en 6vre gréns till intervallet (0,1) och 1 &r ett
supremum. A

Exempel 3.2.6. Mingden {% |n e N} har alla icke-positiva tal som ldgre
granser och 0 som infimum. A

Exempel 3.2.7. Om méngden X har ett storsta element (ett mazimum), det
vill sidga ett element x € X sadant att y < z for alla x € X, sa ar detta ett
supremum. Tydligen &r ndmligen x en 6vre grins. Om z r nagon annan &vre
grans till X, maste speciellt x < z eftersom = € X. Alltsa &r x ocksa en minsta
ovre grins. Det dr dock inte sant att varje méngd har ett maximum: méngden
(0,1) har till exempel inget storsta element, sa supremum for denna méngd
(talet 1) &r ett element som ligger utanfor méngden sjélvt. A

Anmirkning 3.2.8. Definitionen av supremum och infimum &r nagot ab-
strakt. Senare i detta kapitel kommer vi att se en alternativ definition som
eventuellt &r mer intuitiv, se Sats 3.2.13.

Definition 3.2.9. Om méangden X har ett supremum, respektive ett infimum,
betecknar vi detta tal med sup X, respektive inf X. Enligt Ovning 3.5 &r detta
tal unikt, sa var notation &r otvetydig.

Definition 3.2.10. Lat X C R vara en delmingd. Vi séger att € R &r
en randpunkt till X om varje intervall pa formen (z — e,z + ¢), dér € > 0,
innehaller minst en punkt ur X och minst en punkt ur R\ X. Vi betecknar
méngden av randpunkter till X med 0X.

Exempel 3.2.11. For varje intervall I = [a,b] eller I = (a,b) &r a och b
randpunkterna, det vill séga, 0 = {a,b}. A

Sats 3.2.12. Antag att mdangden X har ett supremum (respektive infimum).
I sa fall maste sup X (respektive inf X ) ligga i 0X.

Bewvis. Vi behandlar endast pastaendet rorande supremum, infimum visas li-
kadant. Antag motsatsen, det vill sdga x = sup X ¢ 0X. I sa fall existerar ett
intervall (z—¢e, z4¢) som antingen dr en delméingd av X, eller som &r disjunkt
fran X. I det forsta fallet dr exempelvis x 4+ /2 — som ju ligger i intervallet
(r—e,x+¢e) — ett element av X, vilket motséger att x skulle vara ett supre-
mum. I det andra fallet ser vi att till exempel x—¢/2 dr storre &n varje element
av X, vilket dven detta sédger emot att x skulle vara ett supremum. U

24



Sats 3.2.13. Lat X wara en icke-tom uppat begrinsad delmdingd av R. Da
gdller att sup X dr det storsta talet som kan skrivas som lim, . x, for en
talfoljd (xy,) av element av X . (Speciellt existerar ett stérsta sadant tal, nagot
som inte dr uppenbart.) Motsvarande gdller for infimum.

Bevis. Lat forst (z,,) vara en konvergent f6ljd av tal ur X. Eftersom vi har
Ty, <sup X for varje n, ger Sats 2.3.10 att &ven gransvérdet lim, .., z, ar
mindre &n sup X for varje sadan talfoljd. For att avsluta beviset krivs endast
att det existerar en talféljd som konvergerar mot sup X.

Vi vet enligt Sats 3.2.12 att sup X &r en randpunkt till X, sa for varje n finns
ett element av X i intervallet (sup X — 1, sup X + 1). Lat z,, vara ett av dessa
element. For varje € > 0 finns ett N med % < g; om n > N maste i sa fall
|z, —sup X| < I < & < g, vilket visar att foljden (z,,) konvergerar mot
sup X. O

Lat oss nu i en serie exempel se konkret varfor de rationella talen Q inte Ar
fullsténdiga. Vi visar med tre sinsemellan ganska likartade exempel att inget
av de tre pastaenden vi givit géller for de rationella talen. I vara exempel
nedan anvéinder vi oss av det irrationella talet

7 = 3.14159265...,

men exemplen hade fungerat likadant med ett godtyckligt irrationellt tal.

Exempel 3.2.14. Betrakta talfoljden
Tl = 3, Tro = 3.1, T3 = 3.14, Ty = 3.141, e

Med andra ord, i varje steg ldgger vi till ytterligare en decimal av 7. Denna

talfoljd dr monotont vixande och uppat begransad (till exempel blir inget

av talen storre &n 4). Vart och ett av talen z,, &r rationellt (till exempel &r
3141

1y = 3.141 = i555), men dess grénsvirde — som #r talet 7 — dr irrationellt.
A

Exempel 3.2.15. Betrakta denna f6ljd av néstlade intervall:
I =[3,4], I, =1[3.1,3.2], I3 =[3.14,3.15], I, = [3.141,3.142],...

Med andra ord, I,, har som lidgre grins talet @ avrundat nedat efter den n:te
decimalen, och som 6vre grans talet m avrundat uppat efter den n:te decimalen.
Ett tal z ligger ddrmed i intervallet I, om de forsta n decimalerna till x &r
desamma som de forsta n decimalerna till 7. Om ett tal x ligger i varje intervall
I, maste darfor alla decimaler till x vara desamma som decimalerna till 7, sa
det finns ett unikt reellt tal x som ligger i varje intervall, namligen x = 7. Dock
finns inget rationellt tal som ligger i varje intervall, trots att intervallgranserna
ar rationella tal for varje n, och att varje intervall innehaller odndligt manga
rationella tal. A
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Exempel 3.2.16. Betrakta méngden
X={qeQ|0<g<}

Tydligen dr X begrédnsad, och alla element av X &r rationella tal. Dock &r
inte dess supremum sup X ett rationellt tal: om sa vore fallet, och vi later
r = sup X, sa skulle antingen r < 7 eller r > 7 gélla. (Annars skulle r = T,
vilket dr omojligt eftersom r antogs rationellt.) I det foregaende fallet kan inte
r vara en ovre grans for X, eftersom intervallet (r,7) innehaller minst ett
rationellt tal enligt Ovning 3.9 (som alltsa ligger i X men ér storre &n r). I det
andra fallet kan r inte vara en minsta 6vre grins, eftersom intervallet (7,r)
innehaller minst ett rationellt tal (som alltsa &r en mindre 6vre gréns for X).
A

3.3 Ekvivalens av de tre formuleringarna

Lat oss nu bevisa det vi pastatt flera ganger redan i detta kapitel: att alla
tre formuleringarna vi givit for fullstindigheten av de reella talen faktiskt &ar
ekvivalenta med varandra.

Sats 3.3.1. Fdljande tre pastaenden dr ekvivalenta.

(i) Varje monoton och begrinsad talféljd konvergerar.

(ii) For varje foljd av ndstlade intervall i R existerar minst ett tal x som
ligger i samtliga intervall.

(iii) Varje icke-tom begrinsad delmdingd av R har ett supremum och ett infi-
mum.

Bevis. (i) = (ii): Antag att I,, = [a,,b,] &r en foljd av néstlade intervall.
Vi har alltsa de oéndligt manga olikheterna

a; <ap <az <o < b3 <by < by

Men detta innebér att (a,) och (b,) bada dr monotona talféljder. Dessutom &r
de begrinsade, eftersom alla termer ligger i intervallet [aq,b1]. Alltsa existerar
a = lim,_, a, och b =lim,_, b,. Vi hiivdar nu att a < b. Ty for alla n och
m géller att

an < by

For n — oo far vi enligt Sats 2.3.10 att lim, . a, = a < by,. Later vi sedan
m — oo ger ytterligare en tillimpning av Sats 2.3.10 att a < lim,,—o by, = b.
Men nu géller

ap <a<b<b,

for alla n, vilket innebédr att varje tal i det icke-tomma intervallet [a,b] kan
véljas som x.
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(i) == (iii): Lat X vara en icke-tom uppat begridnsad delmingd. Lat ay
vara ett godtyckligt element av X, och lat b; vara nagon 6vre grins for X.
Vi konstruerar nu en foljd av néstlade intervall. Vi borjar med intervallet
Iy = [a1,b1]. For att fa intervallet I,,y; fran intervallet I,, = [ay,b,] borjar
vi med att dela intervallet i tva hélfter. Notera att punkten % dr precis
mittpunkten pa intervallet. Vi delar in i tva fall:

—a";rb"] om

% ar en ovre gréins for X

Qn,
[an+17bn+1] = {[ "

[%, bn] annars.

Denna definition &r vald for att foljande tva egenskaper skall gilla: for alla n
ar b, en ovre grians for X, och varje intervall I,, innehaller minst ett element
av X. Regeln illustreras i Figur 3.1. Vi noterar att I,, D I, 41, sa att vi har en
foljd av néstlade intervall, och att intervallingderna |I,,| blir obegrinsat sma.

In+1

"

—0® 00— 0 0 0 00: S_SS

L,
In+1
00 O ® =000 00 —

Figur 3.1: De tva olika fallen i konstruktionen av féljden (1,,). Om méngden X
(vars element representeras av svarta prickar) innehaller ett element fran inter-
vallets andra hélft, later vi denna andra halft vara nésta intervall i foljden. Om
alla element ligger i forsta hélften, blir denna i stéllet nésta intervall.

Enligt antagandet finns det ett tal z som ligger i samtliga intervall I,. Vi
pastar att x ar ett supremum till X. Antag forst att det finns ett tal y € X
med y > z. Eftersom léngden av intervallen I, blir obegrénsat liten finns det
ett heltal n sa att || < y — z. Detta medfor att y > b, vilket dr omojligt
eftersom b,, dr en 6vre grins for X. For att visa att x dr en minsta 6vre gréns
antar vi att z &r en Ovre grians for X som dr mindre &n x. Da finns det ett
heltal n sa att lingden av intervallet I,, = [ay, b,] &r mindre &n x — z. Men da
ar varje element av I,, storre dn z, vilket sédger emot att det finns ett element
av X i I,,.

(ili) = (i): Lat (z,,) vara en monoton och begrinsad talfljd. Vi kan utan
inskrénkning anta att z,, ir vixande; det andra fallet hanteras likadant. Infor
méngden

X ={zn | n e N},

och l1at x = sup X. Vi hdvdar nu att lim,, .., x, = z. Ty tag ¢ > 0. Eftersom
x &r en randpunkt till X enligt Sats 3.2.12, existerar det ett element zy av
X iintervallet (z — e,z + ¢). Men z &r storre &n alla element i X, sa vi har
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r —e < xy < x. Men eftersom foljden dr monoton géller nu ocksa att
T—e<INSTp ST

for allan > N, sa |z, — x| < e om n > N, vilket visar pastaendet. O

Ovningar

Ovning 3.1 (%). Ar foljande talféljder monotona?

() zn=1+5+5+... 472

(i) zn=1-3+3—...+ (-1
(iii) 2, = sin (%)

(iv) 2y = n* — 1000.

Ovning 3.2 (x). Vilka av fljande mingder har ett supremum eller ett infi-
mum? For de som har ett supremum/infimum, bestdm vérdet pa detta. (En-
dast svar réicker.)

() X ={%|neN}.

(ii)) X = {exp(z) | x € R}.

(iii) Méngden av alla heltal delbara med 9.
(iv) (%*) den tomma méngden X = &7

Ovning 3.3 (). Visa att foljande tre pastaenden dr ekvivalenta:

(i) Varje monoton och begrinsad f6ljd konvergerar.
(ii) Varje monotont vixande och uppat begrinsad f6ljd konvergerar.

(iii) Varje monotont avtagande och nedat begrinsad f6ljd konvergerar.

Vi kunde alltsa ha anvént antingen (ii) eller (iii) ocksa som formuleringar av
de reella talens fullstdndighet.

Anmdrkning: Pa samma sétt dr det ekvivalent att varje begrénsad icke-tom
delméngd har bade ett supremum och ett infimum, att varje uppat begriansad
icke-tom delméngd har ett supremum, och att varje nedat begriansad icke-tom
delméngd har ett infimum.

Ovning 3.4 (xx). Vi vet att om I,, = [a,, b,] ér en foljd av nistlade intervall,
finns det ett tal som ligger i varje intervall [,,. Visa att detta pastaende &r
falskt om:
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(i) vi i stéillet anvéinder 6ppna intervall, det vill sdga néstlade intervall pa
formen (ay, by);

(i) vi i stéllet tillater odndligt langa intervall, det vill siga intervall pa
formen [a,, c0) eller (—oo, by,].

(Ledning: Observera att det ricker att ange var sitt motexempel.)

Ovning 3.5 (x%). Visa att varje delmingd av R har hogst ett supremum och
hogst ett infimum.

Ovning 3.6 (xx). Lat A, B C R. Visa att sup(A U B) = max(sup 4,sup B)
och sup(A N B) < min(sup A, sup B), forutsatt att supremum av alla dessa
méngder existerar. Ge ett exempel dér olikheten for snitt &r strikt.

Ovning 3.7 (x+). Lat a; vara ett godtyckligt reellt tal, och definiera en talfsljd

genom

an + 3
Ant1 = 5 n > 1.

Visa att om a; < 3, sa dr (a,) monotont vixande och uppat begrinsad av 3,
medan om ay > 3, sa dr (a,) monotont avtagande och nedat begrinsad av 3.
(Anmdrkning: Om z och y dr tva godtyckliga tal, sa &r ‘BTH talet som ligger
precis mitt emellan x och y pa tallinjen. Vad ger detta for geometrisk tolkning
av foljden (ay,)?)

Ovning 3.8 (). Visa att foljden (a,) i féregaende 6vning konvergerar mot

3. (Ledning: Lat n — oo i ekvationen a,411 = a”2+ 3 och anviind att vi vet

enligt foregaende 6vning att lim,,_,o a, = a, for nagot a.)

Ovning 3.9 (x % *). Visa att varje icke-tomt 6ppet intervall pa den reella
linjen innehaller minst ett rationellt tal. For bonuspoéng, visa att varje dppet
intervall innehaller odndligt manga rationella tal.

Ovning 3.10 (x x*). Visa att varje icke-tomt Gppet intervall innehaller ett
irrationellt tal. (Léttast dr att anvinda sig av resultatet fran féregaende upp-
gift.)

Ovning 3.11 (x%x). For n € N lat

2.4---6-...-(2n)
1-3:5-...-2n—1)

Ay =

(i) Berékna aq, as och ag.

(ii) Berikna 2L,
n

Tn

2
iii) Nu definerar vi en ny foljd genom z,, := 4. Visa att ( £z ) < 1. Dra
y 1olja g Jn

slutsatsen att foljden (x,) 4r monotont avtagande.
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2
. . . e Qan, . . y”l+1
(iv) Dessutom sitter vi y,, := 72 for alla n € N. Visa att (—yn ) > 1 och

att detta innebér att foljden (y,) dr monotont vixande.

(v) Konvergerar foljderna (x,) och (y,)? (Ledning: Det kan vara bra att
jamfora talen x,, och y,.)
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4 Kontinuitet

I detta kapitel infor vi begreppen kontinuerlig funktion, och grinsvdrdet av en
funktion. Bada dessa kan ses som generaliseringar av talfoljdsbegreppet som
introducerades i Kapitel 2. Att en funktion &r kontinuerlig betyder ungefir
att en tillrdckligt liten forédndring i funktionens indata inte kan ge en alltfor
stor fordndring i funktionens utdata. Grénsvirdet av en funktion i en punkt
xg ar ett matt pa hur funktionen beter sig for indata som ligger néra zg, men
gransvirdet beror inte pa funktionsvérdet i sjidlva punkten xg. Funktionen
behover inte ens vara definierad i punkten xq, sa gransvirdet kan anvindas
for att studera en funktion i ett intervall kring en punkt dér funktionen ej &r
véldefinierad.

I kapitlet ger vi forst definitionen av kontinuitet, och visar att kontinuitet
av en funktion kan uttryckas helt och hallet med hjélp av talfoljder. Nar vi
visat detta kan vi anvinda egenskaper for talfoljder fran Kapitel 2 for att
bevisa liknande egenskaper for kontinuerliga funktioner. Efter detta infor vi
gransvirdesbegreppet, och visar att detta kan uttryckas bade i termer av kon-
tinuitet och i termer av talféljder.

Vi avslutar kapitlet med att visa en viktig sats om kontinuerliga funktioner,
den sa kallade satsen om mellanliggande vdrden. Har behover vi for forsta
gangen i kompendiet anvinda att de reella talen &r fullstindiga. Som ett ex-
empel pa kraftfullheten i denna sats ger vi ett bevis att varje positivt reellt
tal har en n:te rot.

I hela kapitlet lat X vara en delméngd av R, till exempel ett intervall [a, b]
med reella tal a,b € R.

4.1 Definition och exempel

I vardagslivet betyder ordet ”kontinuerligt” ungefir ”oavbrutet” eller ”sam-
manhéngande”. Detta dr ocksa idéen bakom begreppet kontinuitet inom ma-
tematiken. Ett naivt sitt att séiga att en funktion f:R — R &r kontinuerlig ar
att dess graf kan ritas utan att lyfta pennan. Denna beskrivning duger som in-
tuitiv bild men inte som matematisk definition. Att funktionen ”gér ett hopp”
i punkten = betyder att i varje litet intervall kring punkten x kan vi hitta ett
virde y sadant att funktionsvirdena f(xz) och f(y) skiljer sig ” ganska mycket”.
Med andra ord, for en kontinuerlig funktion géller att om vi ar tillréckligt néra
punkten z kommer funktionsvirdena inte skilja sig mycket fran virdet f(x).
Vi formalisera detta pa foljande sétt:

Definition 4.1.1 (e-0-definitionen). Lat X vara en delméingd av R. En funk-
tion f: X — R &r kontinuerlig © punkten x¢g € X om det for varje e > 0 existerar
nagot 6 > 0 sa att |z — xo| < § och x € X medfor |f(z) — f(xo)| < e. Funk-
tionen f &ar kontinuerlig om den &r kontinuerlig i samtliga punkter zo € X.
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Definitionen illustreras i Figur 4.1.

(zo, f(w0))

e
)

Figur 4.1: For varje val av ¢ existerar det ett val av § sadant att f(x) ligger i
intervallet (f(zo) — ¢, f(x0) + ¢) om z ligger i intervallet (zg — 0, xo + 0).

For att battre forsta den hiar mycket abstrakta definitionen ska vi titta pa flera
exempel och icke-exempel.

Exempel 4.1.2. Identitetsavbildningen id: R — R, z + x ar kontinuerlig. Vi
kan nédmligen vélja 6 = € i definitionen. A

Exempel 4.1.3. Trappstegsfunktionen f:R — R med

f(x):{o for x <0

1 forx>0

ar inte kontinuerlig i punkten z¢ = 0.

-2 -1 1

Figur 4.2: Grafen till funktionen f(z) =1 for > 0 och f(z) =0 for = < 0.
Observera att det riacker att hitta ett € > 0 som inte har nagot § > 0 med
de onskade egenskaperna. Vi kan till exempel ta ¢ = % For alla § > 0 upp-

fyller namligen punkten x = —36 att |z — 29| = | — % - 0] = % < 6 men
(@) = fao) = [0—1] = 1>« A
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Exempel 4.1.4. Antag att X bestar av en enda punkt zy. Da &r varje funktion
f: X — R kontinuerlig: for varje € > 0 kan vi ndmligen lata ¢ vara vilket tal
som helst! Ty om |z — z9| < 6 och x € X maste vi ha z = x( oavsett J, och i

sa fall ar |f(z) — f(zo)| = |f(x0) — f(xo)| =0 < e. A

Exempel 4.1.5. Funktionen f:R\ {0} - R, z % ar kontinuerlig.

Figur 4.3: Grafen till funktionen f(z) = 1 for z € R\ {0}.

Tag nimligen 7o € R\ {0} och lat ¢ > 0. Lat § = min (3|zo|, 3e23) och
observera att detta tal &r storre &n 0. Med |zo| = |x0 — x + 2| < |zo — 2| + ||
far vi|z| > |2o|—|z—z0| > |20|—3|z0| = F|z0| for alla x sddana att |z—mzo| < 4.
Detta ger

11 To— 1ead
S €.
xr @ TxQ |zolzo
Hir anviinde vi att [z| > 3|zo| medfor att ‘—916‘ < ﬁ (Det kan vara in-
2
struktivt att jimfora detta exempel med det mycket liknande beviset av kvot-
egenskapen i Sats 2.4.1.) A

Exempel 4.1.6. Varje rationellt tal x € Q kan pa ett unikt séitt skrivas som
x = L2 dérp € Z och ¢ € N och p och ¢ inte har nagon gemensam faktor. (Vi har
redan anvint detta faktum i beviset av Sats 1.4.1. Se ocksa den efterféljande
diskussionen i Anmérkning 1.4.2.) Vi definerar en funktion f:[0,1] — R genom

B L omz=2eQ
f(x)_{(‘)l om:z:EH%\Q.

Denna funktion kallas for Thomaes funktion men ocksa popcornfunktionen.
Anledningen till detta funktionsnamn ses bist i funktionsgrafen nedan.

Den har funktionen &r kontinuerlig i alla irrationella tal men inte i de rationella
talen, det vill siga for ¢ € R\ Q men inte for xg € Q. Béigge pastaenden beror
pa att det i varje oppet interval I # @ finns bade rationella och irrationella
tal, se Ovning 3.9 och 3.10.
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Figur 4.4: Grafen till Thomaes funktion.

Lat forst x¢ = % vara ett rationallt tal dér p och ¢ saknar gemensama faktorer.

Vi later € = %. For alla 6 > 0 finns det ett irrationallt tal = i det 6ppna
intervallet (zg — 0,29 + 6) och vi har |f(x) — f(xo)| = 1[0 — %\ = % £ 2—1q =c.

I det andra fallet, lat xg € R\ Q vara irrationellt. Lat ¢ > 0 och vélj ¢o € N
sa att qio < e. Méngden X av alla rationella tal z i [0, 1] som kan skrivas som

T = 75’ dar p och ¢ saknar gemensama faktorer och g < qg ér éndlig. Den &r
namligen en delméngd av den &ndliga mingden

{§€Q|t€{1,...,q0} ochse{l,...,t}}.

Speciellt finns det ett helt intervall (ag, bp) som innehaller zp men inget av de
rationella talen i X (ty méngden (0,1)\ X &r unionen av dndligt manga 6ppna
intervall och vi kan vilja det som innehaller z(). Med 6 = min(xz — ag, by — )
har vi (xg—0,20+9) C (ag, bp). Dessutom géller for alla z € (xg—J, 9+ 9) att
f(z) =0eller f(z)= % med g > go och dérmed |f(z) — f(0)] < % < qio =e.
A

Talfoljder kan anviandas for att ge en alternativ karaktérisering av kontinuer-
liga funktioner.

Sats 4.1.7. En funktion f: X — R dr kontinuerlig © punkten xog om och endast
om

lim f(zn) = f(z0)

n—oo

for varje foljd (x,) av element av X som konvergerar mot xg.
Bevis. Antag forst att f ar kontinuerlig i punkten zy och lat € > 0. Det finns

d > 0saatt |f(x) — f(xo)| < € for |z — zo| < § och x € X. Lat (x,) vara
en foljd som konvergerar mot xg, och tag N € N sa att |z, — xo| < ¢ for alla
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n = N. Det foljer att |f(z,) — f(zo)| < € for alla n > N. Detta visar att
limy, 00 f(xn) = f(Q:O)

Antag nu att lim, o f(z,) = f(zo) for alla foljder (z,) som konvergerar
mot xg. Vi behover visa att f uppfyller (e-0)-definitionen for kontinuitet i
xg. Lat alltsd € > 0. Antag att det inte finns nagot § > 0 som uppfyller
kraven. Speciellt finns det for alla n € N nagot x,, € X med |z, — zo| < %
och |f(xn) — f(z0)| = €. Foljden (z,,) konvergerar mot x men foljden (f(z,)
konvergerar inte mot f(zg), en motsigelse. O

En anledning att visa denna ekvivalens &r att vi nu kan hérleda flera viktiga
egenskaper for kontinuerliga funktioner fran réknereglerna for grénsvirden av
talfoljder.

Sats 4.1.8 (Egenskaper hos kontinuerliga funktioner). Lat X wara en del-
mdangd av R, lat f: X — R och g: X — R funktioner som dr kontinuerliga i en
punkt xo € X, och a,b reella tal.
(i) Funktionen (af + bg)(z) = af(x) 4+ bg(z) dr kontinuerlig i punkten x.
(ii) Funktionen (fg)(z) = f(x)g(x) dr kontinuerlig i punkten x.
(=)

) ar kontinuerlig i xo om den dr definerad ddr,

(iii) Funktionen (g) () ;
det vill saga om g(zo) #

x

0

Bevis. Alla egenskaperna (i), (ii) och (iii) foljer fran de motsvarande egenska-
perna for grinsvirden av talfoljder som vi visat i Sats 2.4.1. Lat oss dérfor
endast bevisa (i); bade (ii) och (iii) bevisas nédstan identiskt. Lat

h(z) = af(x) + bg(x).

Vi vill visa att h dr kontinuerlig i punkten xy € X. Tag en talfoljd (x,) som
konvergerar mot xg. Det récker enligt Sats 4.1.7 att visa att h(x,) konvergerar
mot h(xg). Men h(x,) = af(z,)+bg(x,), och eftersom f och g dr kontinuerliga
funktioner ger en till tillimpning av Sats 4.1.7 att f(x,) och g(z,) konvergerar
mot f(zg) och g(zg). Enligt Sats 2.4.1 géller ddrfor att da n — oo har vi att

hzn) = af (zn) + bg(zn) — af (z0) + bg(zo) = h(wo),
vilket bevisar pastaendet. O

Exempel 4.1.9. Funktionen f:R — R, x +— 22 #r kontinuerlig. Den kan
namligen skrivas som produkt av den kontinuerliga identitetsfunktion id med
sig sjalv. Genom att upprepa detta argument visas att alla potensfunktioner
x — x™ ar kontinuerliga. A

Sats 4.1.10. Lat g: X — R wvara kontinuerlig i en punkt xg € X, och lat f
vara en funktion som dr kontinuerlig © punkten g(xo). Da dr kompositionen

(fog)(x)= f(g9(x)) kontinuerlig i xg.
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Bevis. Lat xg € X och € > 0. Eftersom f &r kontinuerlig i punkten g(z)
finns det 01 sa att |f(y) — f(g(xo))| < € om |y — g(zo)| < 61. Funktionen g
ar kontinuerlig i punkten xo. Alltsa finns det dy sa att |g(z) — g(xp)| < §1 om
|z — 20| < 62. Detta visar att | f(g(z)) — f(g(z0))| < € om |z — x| < 2.

O

4.2 Gransviarden av funktioner

Begreppet grinsvirde spelar en viktig roll i samband med kontinuerliga och
deriverbara funktioner. Gransvirdet av en funktion i en punkt ¢ beskriver hur
funktionen f beter sig i punkter som ligger néra xy, men beror inte pa funk-
tionens faktiska vérde i zg. Dérfor gor vi i nésta definition inte ens antagandet
att funktionen ar definierad i punkten x.

Definition 4.2.1. Lat f: X — R vara en funktion, och lat 2y € R. Vi antar att
det existerar ett 6ppet intervall I kring punkten xg sadant att alla punkter av
I utom mojligen xg sjilvt ligger i méngden X. Funktionen f har gransvdrdet
a da z gar mot xo om det till varje € > 0 finns nagot § > 0 med |f(z) —a| < e
om 0 < |x —zg| < och z € X. I detta fall skriver vi lim,_.,, f(z) = a.

Anmirkning 4.2.2. Antagandet att det existerar ett 6ppet intervall I kring
punkten X sadant att alla punkter av I utom mojligen z( sjélvt ligger i
méangden X innebar att om § véljs tillrackligt litet sa kommer x € X sa
fort 0 < |z — x| < 6.

Man kan ocksa tala om grénsvérde i co och —oo. Vi gor foljande definition.

Definition 4.2.3. Lat f: X — R vara en funktion. Vi antar att det existerar
ett tal N sadant att det oéndliga intervallet [N, oc0) helt ligger i méngden X.
Funktionen f har grinsvdrdet a da r gar mot co om det till varje € > 0 finns
nagot M > 0 med |f(z) —a| <eom x> M och z € X. I detta fall skriver vi
lim, ,~ f(z) = a. Pa liknande sitt definieras gransvérdet lim,_,_ o f(z).

Innan vi visar nagra praktiska egenskaper av gransvirden ska vi titta pa nagra
exempel.

Exempel 4.2.4. (i) Lat X = R och funktionen f:R — R vara absol-
utbeloppsfunktionen, det vill séga funktionen f(x) = |z|. Da har f
gransvardet 0 da x gar mot 0. Vi kan ndmligen vélja § = ¢.

(ii) Betrakta funktionen f:R — R definerad som
x| omx#0
s =11
1 omz =0

Eftersom vi kriaver 0 < |z — xql, det vill sdga = # x¢, i definitionen
av gransvirdet spelar funktionsvérdet av f i 0 ingen roll och vi har
lim, ¢ f(z) = 0 som ovan.

A
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Alternativt kan vi definera grinsvirde genom att anvénda kontinuitetsbegrep-
pet.

Sats 4.2.5. Lat f vara definierad i ett intervall kring xo, men inte nédvindigt-
vis i xg, som tidigare. Da gdiller att

lim f(z)=1L

T—x0

om och endast om funktionen

ar kontinuerlig i xg.

Bevis. Antag att griansvérdet dr lika med L, och tag € > 0. Enligt grinsvérdets
definition finns ett 0 > 0 sadant att |f(z) — L] < e om 0 < |z — x| < 0. Men i
detta intervall dr |f(z) — L| = |F(z) — F(x0)|, sa vi har att |F(z) — F(x0)| < ¢
om |z — xg| < 0. (I punkten = = x( &r pastaendet uppenbart sant.)

Antag att F' &r kontinuerlig i g, och tag € > 0. Enligt definition av kontinuitet
finns ett § > 0 sadant att |F(x) — F(xo)| < € om |z — xg| < §. Men speciellt
drda|f(z) — L] <eom0 < |z — x| <. O

Ur foregaende sats kan vi dra foljande tva slutsatser:

Foljdsats 4.2.6. Antag att en funktion f dr definierad pa ett oppet intervall
1. Da dr f kontinuerlig i en punkt xq om och endast om

lim f(z) = f(xo)-

T—x0

Bevis. Lat L = f(xg) 1 Sats 4.2.5, vilket gor att F(z) = f(z). O

Foljdsats 4.2.7. Antag att en funktion f dr definierad pa ett oppet intervall
kring xo, men inte nodvindigtvis i xo sjilvt. Da dar

lim f(z)=1L
T—x0
om och endast om
lim f(xz,) =1L
n—oo

for varje talféljd (z,) som konvergerar mot xo med x,, # xo for alla n.

Beuvis. Enligt Sats 4.2.5 &r forsta gransvérdet lika med L om och endast om
funktionen F' som definieras i satsen &r kontinuerlig i xg. Enligt Sats 4.1.7
giiller detta om och endast om lim,,_,o F'(x,) = F(z9) = L for alla talfljder
som konvergerar mot xg. Det récker nu att begrinsa sig till talfoljder med
xn # x0 for alla n, eftersom da x,, = xo dr ocksa F(z,) = F(zo). O
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4.3 Satsen om mellanliggande virden

Hjalpsats 4.3.1. Lat f wvara en kontinuerlig funktion X — R, ddr X dr
nagon delméngd av R. Lat zg € X, A € R, och antag att f(x¢) > A. Da finns
det ett 6 > 0 sadant att f(x) > A om x € X och |x — xo| <.

Bevis. Lat e = f(x9)—A > 0. Enligt definitionen av kontinuitet finns ett § > 0
sadant att |f(x) — f(xo)| < e om |z — xo| < d. Vi hdvdar att detta § fungerar.
Antag motsatsen, att f(z) < A < f(xg) for nagot z med |r — zg| < 6. Da
maste vi ha att

|f(x) = f(@o)l = flxo) = f(x) = fzo) —A=¢,
vilket dr en motséigelse. 0

Sats 4.3.2 (Satsen om mellanliggande véarden). Lat f: [a,b] — R vara en
kontinuerlig funktion. For varje tal y som ligger mellan f(a) och f(b) finns
ett tal ¢ € [a,b] sadant att f(c) =y.

Bevis. Antag for enkelhetens skull att f(a) <y < f(b) — fallet att olikheterna
dr vinda at andra hallet bevisas likadant. Lat oss inféra méngden

S={zelab]| f(z) <y}
Méngden S &r icke-tom (ty a € S) och begrinsad, sa vi kan definiera
c=sups.

(Detta &r det enda steget i beviset dér vi anvénder att de reella talen &r
fullsténdiga.) Eftersom S C [a,b] maste a < ¢ < b. Vi hévdar nu att f(c) = y.
Ty antag forst att f(c) < y. Enligt Hjélpsats 4.3.1 existerar da ett intervall
kring ¢ pa vilket funktionen f &r mindre &n y. Men da &r detta intervall en
delméngd av S, vilket sidger emot att ¢ #r en randpunkt till S (Sats 3.2.12).
Om f(c) > y hittar vi i stéllet ett oppet intervall kring ¢ pa vilket funktio-
nen ar storre an y, vilket ocksa séiger emot att ¢ dr en randpunkt. Det enda
alternativet som aterstar dr att f(c) = y. O

4.4 Exempel: kvadratrotsfunktionen

Som en tillimpning av foregaende sats kommer vi att definiera kvadratrots-
funktionen, eller mer allmént, n:te rots-funktionen. Fixera ett heltal n > 0, och
lat f: R>o — R vara funktionen x +— 2. Denna funktion &r kontinuerlig
enligt Exempel 4.1.9.

Sats 4.4.1. For varje v € Ry finns det ett unikt tal c € Ryg sd att " = x.
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Bevis. Lat x € Ryo. Det finns uppenbarligen ett tal b som uppfyller b" > z.
Talet = och restriktionen av funktionen f till intervallet [0, b] uppfyller villkoren
i satsen om mellanliggande vérden, ty f(0) =0 < z < b = f(b). Alltsa finns
det nagot tal ¢ € [0,b] som uppfyller f(c) = x, det vill séga, ¢" = z.

Antag nu att det finns tva sadana tal ¢; och ¢o. Vi kan dessutom anta att
0 < ¢1 < c2. Men detta innebér ¢ < ¢, en motségelse. O

Definition 4.4.2. Lat x € Ry och lat n vara ett heltal. Vi definierar n:te
roten av a, och betecknar denna med /z, som det unika icke-negativa reella

tal som uppfyller
(va)" ==

Anmirkning 4.4.3. Sats 4.4.1 &dr vad som brukar kallas icke-konstruktiv:
vi har endast bevisat existensen av nagonting, men satsen séger inget om
hur man faktiskt gor for att berdkna detta. For att till exempel rdkna ut en
decimalutveckling av {/x krivs nagot starkare dn vad vi har bevisat.

Ovningar
Ovning 4.1. Lat f:R — R vara funktionen

(i) flz) =22 -1,

. 20 —1 forax >0

i T) =
(i) /() {—m—l for x < 0,
20— 1 for x > 0
(iii) f(z) =K —2—1 forz <0
1 for x = 0.

Rita funktionsgrafen. Vad ér lim,_q f(x)? Ar funktionen kontinuerlig i punk-
ten xg = 07
Ovning 4.2 (). Ett polynom &r en funktion p: R — R med

p(z) = ag + a1z + agx® + - + ap_ 12" + apa”

med ag, . ..,a, € R. Visa att polynom &r kontinuerliga. (Ledning: Forsok inte
att gora det direkt ur (e-6)-definitionen! Anvénd satser som visats i detta
kapitel.)

Ovning 4.3 (x). Lat f:R — R vara funktionen f(x) = 2® — 52 + 18. Visa att
f har ett nollstélle. (Ledning: Forsok inte att rikna ut ett nollstéille for hand!
Anvénd resultatet av foregaende 6vning.)

Ovning 4.4 (x+). Antag att f &r kontinuerlig pa ett intervall, och att f(z) € Q
for alla x i intervallet. Visa att f dr konstant. (Ledning: anvénd resultatet av
Ovning 3.10 och satsen om mellanliggande virden.)
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Ovning 4.5 (x%). Antag att f och g #r funktioner definierade i ett intervall
kring xp, men inte nédvéandigtvis i zo sjédlvt. Antag att lim, .., f(x) = A,
lim, ., g(z) = B. Lat a,b € R. Visa foljande egenskaper for gransvirden:

(i) limg—z, af(z) + bg(x) = aA + bB;

(i) limg—y, f(z)g(x) = AB;

f(z)
g(z)

(Ledning: Anvénd dig av motsvarande resultat for talfoljder, eller motsvarande
resultat for kontinuerliga funktioner.)

(i) limg_ gz, = &, om B #0.

Ovning 4.6 (). Berikna grinsvirdet

. 3+ 1
lim 5 .
z——172°—1

(Ledning: faktorisera téljaren och ndmnaren.)
Ovning 4.7 (). Visa att funktionen f:R — R med

1 omze@
€T —
0 omzeR\Q

inte dr kontinuerlig nagonstans. (Ledning: Jimfor med Exempel 4.4.)

Ovning 4.8 (%x). (i) Visa att absolutbeloppet | - |: R — R, z + |2| &ir en
kontinuerlig funktion.

(ii) Lat f vara en kontinuerlig funktion. Visa att funktionen |f|, = — |f(z)],
ar kontinuerlig.

Ovning 4.9 (). Lat f och g vara kontinuerliga funktioner pa intervallet
[a,b]. Antag att f(a) > g(a) och f(b) < g(b). Visa att det finns en punkt c i
intervallet med f(c) = g(c).

Ovning 4.10 (x x %). Lat f:[0,2] — R vara en kontinuerlig funktion med
f(0) = f(2). Visa att det finns ¢ € [0,1] sa att f(c) = f(c+ 1). (Ledning:
Betrakta en ldmplig hjélpfunktion.)
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5 Kompakthet

I detta kapitel definierar vi vad det betyder for en delméngd av de reella talen
att vara kompakt. Typexemplet pa en kompakt méngd ar ett slutet intervall
[a,b], men manga satser man kan visa for en kontinuerlig funktion pa ett
intervall [a, b] géller pa en godtycklig kompakt méngd och det &r darfor vért
att studera detta begrepp separat.

Innan vi gor detta maste vi dock tala om delfdljder av en talfoljd. En delfoljd av
en talfoljd ar precis vad det later som: det ar en ny talfoljd som fas genom att
ta bort en del av termerna i en annan talféljd. Vi inleder med den viktigaste
satsen om delfoljder, som kallas Bolzano—Weierstrass sats, och séger att en
begransad talfoljd har en konvergent delféljd. Med hjélp av denna sats visar
vi sedan att varje sa kallad Cauchyfiljd &r konvergent.

Till sist kommer vi fram till kompakthet. Vi definierar vad en kompakt méangd
ar for nagot, och med hjilp av de satser om delféljder vi har visat kan vi visa
foljande centrala resultat: en kontinuerlig funktion pa en kompakt méngd antar
ett storsta och ett minsta vérde.

5.1 Delfoljder och Bolzano—Weierstrass sats

Genom att plocka nagra, men oédndligt manga, termer av en foljd far vi en
delfoljd:

Definition 5.1.1. Lat (z,,) vara en f6ljd och 0:N — N en avbildning med
o(n) < o(n+1) for alla n € N. Foljden (24,(,)) = To(1); To(2)s To(3), - - - 4T €n
delfoljd av foljden (zy,).

Egenskapen o(n) < o(n + 1) for alla n € N, det vill sdga att funktionen o &r
strikt vixande, betyder att termerna i delféljden inte upprepar sig och kommer
i samma ordning som i (z,,).

Exempel 5.1.2. Med avbildningen 0: N — N, o(n) = 2n, det vill siga genom
att vilja bara varannan term av den oscillerande f6ljden i Exempel 2.3.2(ii)
far vi delfoljden 0, 0,0, .. .. A

Exempel 5.1.3. Betrakta talfoljden
1,3,5,7,9,11,13, ...,

bestaende av alla udda positiva heltal. En delf6ljd till denna skulle kunna
inledas med
1,7,9,11,17,21,25, ...

eller
7,9,11,13,19,16789,. ...

Dock ar till exempel inte
1,3,9,7,13,15,...

en delfoljd — talen 7 och 9 &r listade i fel ordning. A
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Sats 5.1.4 (Bolzano—Weierstrass sats). Varja begrinsad foljd har en konver-
gent delfoljd.

Bevis. Lat (x,) vara en foljd med |z,| < M for alla n € N, det vill siga
samtliga termer x,, ligger i intervallet Iy = [-M, M| som har ldangd 2M. Vi
konstruerar rekursivt en foljd av néstlade intervall (7,,) sadant att varje inter-
vall I,, innehaller oéndligt manga termer av foljden (z;,). Dessutom konstruerar
vi en delf6ljd (7)) sa att x,,) € I, for alla n € N.

Till att borja med delar vi upp intervallet [— M, M] i tva lika stora intervaller. I
och med att foljden har oéndligt manga termer ligger oéndligt manga termer i
ett av intervallen [—M, 0] och [0, M]. Vi kallar detta intervall for I; och viljer
en term x,, € I;. Sedan halverar vi I; och kaller den halva som innehaller
odndligt manga termer av foéljden fér I5. Speciellt finns det en term x,, € I»
med ny > ny. Observera att [I1| = 1[Io| = M och |Io] = §|I;| = §|lo| = 3M.
Vi konstruerar alltsa intervallet I,; genom att vilja en halva av [ som
innehaller ofindligt ménga termer av féljden (z,,) och vi har |I1| = 1[I;| =

(%)nM Dessutom véljer vi zy, € Ixy1 med ngi1 > ng.

Eftersom de reella talen dr fullstéindiga (se Kapitel 3) finns det ett tal a som
ligger i samtliga intervall I,,. Funktionen 0:N — N med o(k) = nj ger en
delféljde (74(,)) och vi hivdar att den konvergerar mot a. Lat némligen ¢ > 0.
Det finns N € Nsa att € > |Iy]| = (%)Nfl M. For n > N ligger a och z,, i I,
och dérfor galler |z, — a| < || < |In| < e. O

5.2 Cauchyfoljder och fullstindighet

Definition 5.2.1. En f6ljd (x,,) dr en Cauchyfoljd om det for alla € > 0 finns
nagot N € N sa att |z, — x| < € for alla n,m > N.

Hjilpsats 5.2.2. Varje konvergent filjd dr en Cauchyfoljd.

Bevis. Detta pastaende dr en konsekvens av triangelolikheten. Lat (x,) vara
en foljd som konvergerar mot z, och lat € > 0. Det finns N sa att |z, — 2| < §
for allan > N. For n,m > N giller pa grund av triangelolikheten det féljande:

|Tp — | = |2n — 2+ 2 — 20| = [(Tp — @) + (T — 24| <
€
2

5
<|$n—m|+|xm—x\<§+ =ec.

Hjalpsats 5.2.3. Varje Cauchyfoljd (xy,) dr begrinsad.

Bevis. Lat ¢ > 0. Det finns nagot N € N sa att |z, — x| < ¢ for alla
n,m > N. Speciellt giller |z, — xy| < ¢ fér n > N. Triangelolikheten ger
|zn| = |zn — 2N +2n| < |zp —2N| + |2N] < e+ |zN]| for n > N. Detta visar
att x, < max{|zi|,...,|zn|,e + |zn|} fOr alla n € N. O
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Sambandet mellan fullstéindigheten och féljder &r foljande sats

Sats 5.2.4. Varje Cauchyfiljd av reella tal konvergerar.

Bevis. Lat (x,) vara en Cauchyfoljd av reella tal. Enligt Hjélpsats 5.2.3 &r
foljden begrénsad och har enligt Bolzano—Weierstrass sats en konvergent del-
foljd (,(n)) som har ett grénsvirde x € R. Vi pastar att hela foljden (z.,)
konvergerar mot x. Lat ndmligen € > 0 och lat N € N sa att |z, — 2., < §
och |25,y — x| < § for alla n,m > N. Lat N € N vara sa att o(N) > N. Ett
sadant tal N finns eftersom funktionen ¢ &r monotont vixande. Med hjilp av
triangelolikheten far vi for n > N foljande uppskattning

£ €
|xn—$\:\mn—xN+xN—x\<|xn—xN|+\mN—m|<§+§:5

som visar att foljden konvergerar mot x. U

Detta sa kallade Cauchykriteriet ger ett mojlighet att avgora om en f6ljd kon-
vergerar utan att behova kanna till gréansviardet.

5.3 Kompakta mingder

Lat oss borja med foljande definition.

Definition 5.3.1. En delmingd X C R &r sluten om det for varje konver-
gent talfoljd (x,) vars element ligger i X ocksa géller att lim, .~ =, ligger i
méangden X.

Exempel 5.3.2. Kom ihag att ett slutet intervall &r ett intervall pa formen
[a, b] for nagra tal a och b. Vi hivdar att ett slutet intervall &r en sluten méngd
(vilket &r tur: annars skulle terminologin vara ganska férvirrande.) Ty antag
att X = [a,b], och att (z,,) &r en konvergent foljd av element av X. Eftersom
T, > a for varje n, visar Sats 2.3.10 att dven lim, .o x, > a. P4 samma sétt
ses att lim, oo x, < b, sa att lim,,_., z, € X. A

Exempel 5.3.3. Intervallet (0, 1) &r inte sluten. Den konvergenta foljden (1)
har ndmligen grénsvirdet 0 som inte &r med i intervallet. A

Sats 5.3.4. Foljande tva egenskaper dr ekvivalenta for en delmingd X C R.

(i) X dr sluten och begrinsad.

(ii) Varje foljd () av element av X har en delféljd som konvergerar mot
ett element av X.

Om detta gdller siger vi att mdngden X dr kompakt.
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Bevis. Lat forst X vara en mingd som har egenskapen i (ii). Antag att X
inte dr begrénsad. Da finns det for alla n € N ett tal z, € X med |z,| > n.
Foljden () har ingen konvergent delféljd, en motséglese. Detta visar att X
behover vara begransad. Dessutom har varje delféljd av en konvergent foljd
samma grinsvirde som foljden (Ovning!). Alltsa dr X dessutom sluten.

Den motsatta slutsatsen ér en konsekvens av Bolzano- Weierstrass satsen 5.1.4.
Antag ndmligen att X &r begransad och sluten. Varje f6ljd i X &r begriansad
och har darfor en konvergent delfoljd. Eftersom X &r sluten ligger gransvirdet
iX. O

Exempel 5.3.5. Varje slutet intervall [a, b] & bade slutet och begrénsat, och
dérmed kompakt. A

Sats 5.3.6. Lat K C R wara en icke-tom kompakt mdngd. Da har K ett
mazimum och ett minumum, det vill siga ett storsta och ett minsta element.

Bevis. Eftersom méngden K &r icke-tom och begrinsad, existerar sup K. En-
ligt Sats 3.2.13 existerar en f6ljd av element av K som konvergerar mot sup K.
Eftersom K &r sluten innebér detta att sup K € K, sa da maste sup K vara ett
maximum till méngden K. Existensen av minimum visas pa samma sétt. [

Sats 5.3.7. Antag att K C R dr kompakt, och att f: K — R dr en kontinuerlig
funktion. Da dr dven f(K)={f(x) |z € K} en kompakt mdngd.

Bevis. Lat (yy) vara en godtycklig foljd av element i f(K). Enligt definitionen
av f(K) kan vi for varje n vilja ett tal x,, € K med f(z,) = y,. Eftersom K
dr kompakt har talféljden (x,) en delféljd (z4(,)), som konvergerar mot ett
element z € K.

Vi hivdar nu att (f(z4(,))) &r en delfoljd av (y,) som konvergerar mot ett
element i f(K). Att detta &r en delf6ljd dr klart, eftersom (2,(,)) dr en delfoljd
av (x,) och f(x,) = y,. Funktionen f antogs vara kontinuerlig. Alltsa giller
pa grund av Sats 4.1.7 att lim, o f(Zy(n)) = f(z). Dessutom &r € K och
diarmed f(z) € f(K). Beviset ar klart. O

Definition 5.3.8. Lat f: 5 — R vara en funktion, dar S &r en godtycklig
mingd. Visiger att s € S ar ett minimum (resp. maximum) till f om olikheten

f(x) = f(s)
(resp. f(z) < f(s)) géller for alla z € S.

Sats 5.3.9. Lat K wvara en icke-tom kompakt delmingd av R, och f: K — R
en kontinuerlig funktion. Da har f bade ett minimum och ett mazximum.

Bevis. Enligt Sats 5.3.7 dr méngden f(K) kompakt. Alltsa existerar enligt
Sats 5.3.6 ett minsta och ett storsta element, sig Ymin 0ch Ymax, 1 f(K). Vilj
element T, och X, 1 K sadana att

f(®min) = Ymin och f(Tmax) = Ymax-
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Nu géller att @y, dr ett minimum till f, och xpax dr ett maximum. Ol

Ovningar

Ovning 5.1 (). Vilka av foljande mingder r slutna? Vilka dr begrinsade?
Vilka &r kompakta? Ge ett bevis eller ett motexempel.

(i) intervallet [0,7)
(ii) Q,

(iii) [0,1] U (1,3],
(iv) [0,1] U [2,3]

Ovning 5.2 (x). Vi har sett i texten att om f: X — R ir en kontinuerlig
funktion, dér X &r en sluten och begrinsad delmingd av R, sa antar f ett
storsta och ett minsta virde. Visa att pastaendet dr falskt om man tar bort
ordet:

(i) kontinuerlig,
(ii) sluten,
(iii) begrénsad.

Ovning 5.3 (x). Antag att X och Y #r slutna mingder. Visa att X NY &r
sluten.

Ovning 5.4 (). Antag att talfoljden (x,) konvergerar mot z. Visa att varje
delfoljd till (z,,) ocksa konvergerar mot x.

Ovning 5.5 (%+). Antag att X och Y ér slutna mingder. Visa att X UY ér
sluten. (Ledning: resultatet fran férra 6vningen kan vara anvindbart.)

Ovning 5.6 (x+). Antag att K1, Ky, ..., Ky #r kompakta méingder. Visa att
unionen
K=KiUKyU...UKy

dr kompakt. Vad hénder om vi har en union av oéndligt manga kompakta
méngder?

Ovning 5.7 (). Varje reellt tal  kan skrivas pa formen a + 7, dir a &r ett
heltal och r ligger i intervallet [0, 1). Till exempel har vi

m =3+ 0.1415...,
eller . )
— =2+ —.
3 + 3

Vi kallar a for heltalsdelen av x, och r for brakdelen av x. Definiera nu en
talfoljd genom att lata x,, vara brakdelen av y/n. Eftersom z,, € [0, 1) for alla
n ar foljden begrdnsad och har en konvergent delféljd. Ge ett exempel pa en
sadan delfoljd.
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Ovning 5.8 (x%). Lat f vara en funktion som #r kontinuerlig pa ett slutet
intervall 1. Visa att f(I) &r ett slutet intervall.

Ovning 5.9 (). Denna 6vning visar att resultatet fran foregaende évning
ar falskt om ordet ”sluten” ersitts med ordet "oppet”. Lat I = (0,1). Ge ett
exempel pa kontinuerliga funktioner f: I — R sadana att

(i) f(I) =R.

(ii) f(I) = [0,1].

Ovning 5.10 (x% ). Lat f: R — R vara en kontinuerlig funktion sadan att
f(z) > 0 for alla x, men med

lim f(z)= lim f(z)=0.

T—r00 T——00

Visa att f inte antar ett minsta virde, men att f nddvindigtvis antar ett
storsta virde. Ge ett exempel pa en sadan funktion.
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6 Derivator

I detta kapitel introducerar vi nagot som de flesta ldsare kanske redan har
sett, namligen derivatan av en deriverbar funktion. Derivatan av en funktion
f dr en ny funktion f’. Forhallandet mellan de béigge dr att talet f/(zg) dr ett
matt pa hur snabbt funktionen f fordndras i punkten xg: om f till exempel
miiter positionen av ett féremal, kommer f’ att vara ett matt pa féremalets
hastighet. Grafiskt kan derivatan beskrivas som lutningen av funktionsgrafen.

Efter den formella definitionen av derivata visar vi nagra grundliggande egen-
skaper. Speciellt visar vi produktregeln och kedjeregeln. Sarskilt beviset av ked-
jeregeln &r inte sa enkelt som man kanske kan forvinta sig.

Slutligen visar vi en koppling till resultatet fran féregaende kapitel, att en
kontinuerlig funktion pa en kompakt méingd har ett storsta och ett minsta
virde. Om funktionen dessutom &r deriverbar, kan man ofta anvéinda derivatan
som en praktisk metod for att hitta dessa storsta och minsta varden.

6.1 Derivatans definition

Definition 6.1.1. En delméngd U C R kallas dppen om det for varje x € U
existerar ett € > 0 sadant att

(x—e,x+¢e) CU.

Exempel 6.1.2. Oberservera att varje 6ppet intervall (a,b) &r ocksa dppet
enligt en hér definitionen. A

Definition 6.1.3. Lat U vara en 6ppen méngd, f: U — R en funktion, och
xo € U. Vi séiger att funktionen f &r deriverbar i punkten ro om grinsvirdet

o L@ = fwo)

T—x0 T — X0

existerar. Om sa ir fallet, betecknas virdet av grinsvirdet ovan med f'(x¢)
och kallas derivatan av f i punkten xg. Om f &r deriverbar i punkten xq for
alla zg € U kallas f deriverbar, och funktionen

z— f'(x)
ar derivatan av f.

Anmirkning 6.1.4. Ett sitt att tédnka pa derivata ar foljande. Infor funk-
tionen

= R oma 2
0 1 (o) om x = x.
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Att f dr deriverbar i punkten xg (med derivata f’(xp)) dr nu ekvivalent
med att Fj, dr kontinuerlig i punkten z(: detta &r ett allmént pastaende
om grinsvarden, som vi bevisade i Sats 4.2.5.

Hur kan man da ténka pa funktionen F, 7 Den geometriska tolkningen &r att
nér x # xg returnerar funktionen Fy, lutningen pa den rita linjen mellan de
tva punkterna (xg, f(xg)) och (z, f(x)), som i Figur 6.1. Kontinuitet i punkten
o sdger da att nir x ndrmar sig xg kommer dessa lutningar att stabilisera sig
kring nagot virde f’(x(), som vi tinker pa som lutningen till en tangentlinje
till grafen av f i punkten (xg, f(xo))-

——

T — X0

Figur 6.1: Lutningen av en linje mellan tva punkter pa en funktionsgraf ges av
fx)—f(@o)

T—XTo

kvoten

Funktionen F, som infordes i foregaende anmérkning kan anvéndas for att
bevisa att en deriverbar funktion alltid &r kontinuerlig. (Detta kan ocksa visas
direkt ur definitionen.) Ty lat f vara deriverbar i punkten z¢, och lat F,, vara
definierad som ovan. Vi hévdar nu att

Foo(2)(x = 20) = f(2) = f(20). (6.1)

Ty om x # x( dr vénsterledet lika med %ﬁffo) (x—x0) = f(x)— f(xg). Om

€T
x = x¢ ar bade vénster- och hogerledet lika med noll. Vi skriver detta som

f(@) = Fyo (z)(x = x0) + f(20)-

Hogerledet dr nu kontinuerligt (sett som en funktion av x) i punkten zg:
bade F,,(x) och (xg — z) &r kontinuerliga, sa deras produkt dr kontinuerlig
(Hjélpsats 4.1.8), och att addera konstanten f(xg) paverkar inte kontinuitet.
Alltsa &r dven vénsterledet kontinuerligt i punkten xy — men vénsterledet
ar helt enkelt funktionen f vi startade med! Vi formulerar denna observation
som en sats:

Sats 6.1.5. Antag att en funktion f dr deriverbar i punkten xq. Da dr f dven
kontinuerlig v punkten xg.
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Omvéndningen av satsen ovan &r dock falsk: det existerar kontinuerliga funk-
tioner som inte ar deriverbara. Ett exempel ges i en 6vning i slutet av detta
kapitel, att absolutbeloppsfunktionen = + |x| €j &r deriverbar i origo. Det
gar till och med att konstruera exempel pa funktioner R — R som &r konti-
nuerliga i varje punkt, men inte deriverbara nagonstans — dock skulle dessa
konstruktioner ta oss for langt utanfor kursen. Grafen till en sadan funktion
ser ut ungefiar som en borskurva: oavsett hur mycket man zoomar in ser linjen
fortfarande ”"hackig” ut, sa att man inte kan tala om dess lutning.

Anmirkning 6.1.6. Manga texter ger derivatans definition som

Fa) — i L) @)

h—0 h

Denna definition ar ekvivalent med varan. Ett sitt att se detta &r till exempel
med talféljder: om (h,,) dr en talféljd som konvergerar mot 0 med h,, # 0 for
alla n, kan vi lata xz,, = x¢ + hy, och (x,) dr en talféljd som konvergerar mot
xg. For varje n géller nu att

f(wn) = f(wo)  flwo+ hy) — f(l“o)‘

Tp — Lo I,

Later vi n — oo finner vi enligt Foljdsats 4.2.7 att

lim flzo) = flx) _ lim f(xo+h) — f(l“o)'
r—x0 o — T h—0 h

6.2 Raéiknelagar for derivata

I detta avsnitt kommer vi att bevisa nagra (féorhoppningsvis) vilbekanta regler
for hur man réknar med derivator. For att inte komplicera formuleringarna av
satserna nedan allt for mycket, kommer vi inte explicit att skriva ut defini-
tionsméngderna till funktionerna f, g och h; vi kommer inte heller att skriva ut
exakt var funktionerna ar deriverbara, utan endast séiga att de &r deriverbara
funktioner.

Sats 6.2.1 (Linjéritet av derivata). Lat f och g vara deriverbara funktioner,
och lat a och b vara reella tal. Om vi sitter h(x) = af(z) + bg(x), sa dr h
deriverbar med derivata

W(z) = af'(x) + by'(z).
Bevis. Lamnas som Ovning 6.1 i slutet av kapitlet. U

Sats 6.2.2 (Produktregeln). Antag att f och g dr deriverbara funktioner. Da
ar funktionen h(x) = f(x)g(x) deriverbar och

W(x) = f(2)g () + f'(x)g(x)-
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Bevis. Lat xg vara en punkt i definitionsméngden. Vi berdknar:

o) = Jim M =
_ i J@g(@) — f(wo)g(wo) _
T—XT0 T — I
_ i L ®)9(@) = f(@)g(z0) + f(2)g(z0) — f(z0)9(x0) _
T—x0 Tr — X0
= Jim (o) St SO S

I det tredje steget av utrdkningen gjorde vi ett litet trick: vi subtraherade
f(x)g(xg), och adderade sedan omedelbart f(xz)g(zg) igen. Anledningen till
detta trick ar att vi vill kunna gora faktoriseringen i fjarde steget. Men nér
r — xo giller att

~—~—~ T — o T —Zo N~
—f(zo) —g(zo)

—g'(z0) —f"(z0)

I det forsta griansvéirdet i ekvationen ovan anvinder vi att f &r kontinuer-
lig, i det andra och tredje anvénder vi derivatans definition, och det fjdrde
grinsvirdet dr uppenbart. Med hjédlp av ridknereglerna for gréansvérden, se
Sats 2.4.1, finner vi dérur att

lim f(z) 20 79@0) | J@) = 7@0) oy ag)g! (o) + F/(z0)g(xo),

T—x0 r — X T — X0

vilket skulle bevisas. U

Nista sats, den sa kallade kedjeregeln, ar okéant kranglig att bevisa. Trots vara
bésta forsok att stromlinjeforma beviset nedan &r det helt enkelt lite struligt.

Sats 6.2.3 (Kedjeregeln). Antag att f och g dr deriverbara funktioner, och
lat h(z) = f(g(x)). Da dr h deriverbar med

() = f'(g(x))g' (z).

Anmirkning 6.2.4. Beviset blir nagot enklare om man gor antagandet att
g(x) # g(xp) om x ligger i ett tillréickligt litet intervall kring xg och = # x.
Vi borjar med att berdkna:

h(z) — h( 0)

(o) = :vh—gclo T — B wli_}n;lo T — X
(C: )~ Slotan)) 9(@) ~ o(xo)
v g(x) — glao) o~ a0
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Det sista steget &r tillatet tack vara vart antagande att g(x) # g(xg) — utan
detta antagande skulle vi ha utfort division med 0 ovan! Vi hdvdar nu att nér
r — xo giller att

flg(x)) = f(g(xo)) g(x) — g(xo)

g(x) — g(o) T — 2o

—f'(g(z0)) —g'(z0)

)

vilket enligt Hjélpsats 2.4.1 skulle avsluta beviset. Gréansvérdet for den hogra
faktorn ar helt enkelt derivatans definition, sa endast den vénstra kriver ett
argument. Vi ldmnar detta argument at ldsaren som en G6vning i slutet av
kapitlet, och bevisar i stéllet nu det allménna fallet (dir vi inte antar att
g(x) # g(xg) for x i ett intervall runt xg.)

Bevis av kedjeregeln. Som i Anmérkning 6.1.4 infér vi funktionen
B f(y):f(g(ﬂﬂo)) om y # g(z0),
Fg(xo)(y) _ ,y g(wo)
f'(y) om y = g(xo).

Kom ihdg att vi visat att Fy(,,) &r kontinuerlig. Sétter vi in g(x) respektive
g(xo) 1 stéllet for = respektive g i ekvation (6.1) finner vi att

flg(x)) = f(9(20)) = Fyap)(9(x)) - (9(x) — g(z0))-

Vi kan alltsa skriva

_ F . _
e tim T a0 _ ey 0(0) - (0(0) = o)
T—T0 Tr — xq T—2x0 T — o
: 9(x) — g(xo)
= xhjglo Fyao)(9()) - T r—z
Men ndr & — o har vi att %ﬁf}xo) — ¢'(x0), enligt derivatans definition,
och
lim Fy0)(9(7)) = Fyao)(9(0)) eftersom Fy(, ) ér kontinuerlig
T—x0
= f'(g(0)) enligt definitionen av Fy .
Beviset dr ddrmed klart. O

Anmirkning 6.2.5. Det ér litt att gora misstaget att anta att g(z) # g(xo),
som i Anmérkning 6.2.4. Ett exempel finns i boken A Course in Pure Mathe-
matics av G.H. Hardy, forsta utgavan 1908. Hardy anses som en av de stora
matematikerna genom tiderna, och boken ndmns ofta som den forsta rigorost
skrivna liroboken i reell analys. Anda dréjde det flera upplagor innan nagon
papekade att bokens bevis av kedjeregeln var felaktigt — dér gors just det
forenklande antagandet att g(z) # g(zg) for x kring xg.
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6.3 Extrempunkter

Antagligen har de flesta av eleverna som foljer denna kurs inte bara sett deri-
vator forut, utan dven deriverat funktioner manga ganger: de flesta av er kan
kanske derivera ett komplicerat uttryck som

exp(cos z) - sin(z® 4 log x).

En viktig anledning att fokusera sa mycket pa derivator som gymmnasiemate-
matiken faktiskt gor dr kopplingen mellan derivator och extrempunkter: deri-
vatan kan anvéndas for att detektera eventuella maximum och minimum till
en funktion.

De relevanta definitionerna &r féljande.

Definition 6.3.1. Lat f: X — R vara en funktion, dar X &r en delméingd av
R. Vi séiger att x9p € X &r ett lokalt mazimum (respektive ett lokalt minimum)
om det existerar ett ¢ > 0 sadant att

f(xo) 2 f(x)  (respektive f(zo) < f(x))

for alla € X med |z9 — x| < . En punkt som &r ett lokalt minimum eller
maximum kallas en extrempunkt.

Exempel 6.3.2. Om funktionen f har ett maximum (respektive ett mini-
mum), se Definition 5.3.8, sa &r denna punkt ocksa ett lokal maximum (re-
spektive ett lokalt minimum). A

Sats 6.3.3. Lat f vara en deriverbar funktion pa en &ppen mdngd U, och
antag att xg € U dr en extrempunkt for f. Da dr f'(xg) = 0.

Bevis. Vi antar att zo dr ett lokalt maximum (beviset fér minimum &r lika-
dant). Tag ¢ > 0 sadant att f(z) < f(xg) om |z — x| < e. Lat (z,,) vara en
godtycklig foljd av element i intervallet (xg,xo + €) som konvergerar mot z.
Da ar

f(@) — f(zo) f(@n) — f(x0)

lim = lim ——————~,
T—10 T — T n—00 Tpn — X0

Men nu dr z, —zo > 0 och f(x,) — f(xg) < 0 for varje n, eftersom varje
x, ligger i intervallet (zg,zo + €). Alltsa dr varje term %:igzo) mindre dn
eller lika med noll, och enligt Sats 2.3.10 &r dven gransvirdet hogst lika med
noll. Pa samma sétt kan vi nu vélja en f6ljd (x,,) i intervallet (zg — ¢, zg) som

konvergerar mot xg, och

lim f(@) = flzo) _ lim f@n) = f(zo)

T—10 T — T n—00 )

Men nu ér x,, — o i stéllet negativt for alla n, medan f(z,) — f(xo) < 0 for
alla n. Alltsa ar varje term w storre dn eller lika med noll. Det féljer

att gransvirdet L uppfyller bade L <0och L >0,sa L=0. O
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Med hjélp av resultaten fran detta kapitel kan vi nu formulera en algoritm
for att hitta det minsta och storsta virdet av en deriverbar funktion pa ett
intervall. Antag att f &r en funktion som &r kontinuerlig pa det slutna inter-
vallet [a,b], och deriverbar pa (a,b). Enligt Sats 5.3.9 maste det existera ett
storsta och ett minsta véirde pa intervallet [a,b], och problemet dr att hitta
dessa. Ett minimum och ett maximum maste speciellt vara en extrempunkt,
sa enligt Sats 6.3.3 kan en punkt x( i det inre av intervallet endast vara ett
minimum eller ett maximum om f/(xo) = 0. Alltsa ligger bade minimum och
maximum till funktionen f i méngden

{a,b} U{zg € (a,b) | f'(xo) = 0}.

For en given funktion f kommer i allménhet méngden ovan att vara dndlig.
Det racker darfor att rdkna ut funktionsvéirdet i var och en av dessa éndligt
manga punkter: det storsta av dessa virden &r funktionens maximum (som
vi vet existerar), och det minsta dr funktionens minimum (som vi ocksa vet
existerar).

Ovningar

Ovning 6.1 (). Visa linjériteten for derivatan (Sats 6.2.1): Fér deriverbara
funktioner f och g och a,b € R dr funktionen h(z) = af(x)+ bg(x) deriverbar
med derivata

B (z) = af'(z) + by (z).

Ovning 6.2 (x). Anviind produkt- och kedjeregel for att derivera funktionen
f(z) = exp(cos z) - sin(z® + log x).

Vi forutsétter i den hér 6vningen ként vad derivatan av funktionerna exp, sin,
log, ... &r.

Ovning 6.3 (x). Anviind derivatans definition for att visa att f(z) = |z| ej
ar deriverbar i origo.

Ovning 6.4 (x). En funktion kallas vizande om a < b innebér att f(a) < f(b).
Visa att om f dr vixande och deriverbar pa ett dppet intervall, giller f'(x) > 0
pa intervallet. (Ledning: anvéand ett argument liknande det i Sats 6.3.3.

Ovning 6.5 (x). En funktion kallas strikt vizande om a < b innebér att
fla) < f(b). Om f &r strikt vixande och deriverbar pa ett 6ppet intervall,
giiller det da att f'(x) > 0 pa intervallet?

Ovning 6.6 (xx). Anviind derivatans definition for att visa att om f(z) = +

X
for x # 0, sa &r



Ovning 6.7 (%%). Anviind produktregeln, kedjeregeln och resultatet fran fore-
gaende 6vning for att visa den sa kallade kvotregeln: om f och g &r deriverbara
funktioner, sa ér h(x) = % deriverbar med derivata

for alla = sadana att g(z) # 0.

Ovning 6.8 (xx). En funktion kallas jimn om f(—z) = f(z) for alla x.
Visa att om f dr jimn och deriverbar i origo, sa dr f/(0) = 0. (Anmdrkning:
Villkoret att f &r jamn sdger att grafen till f inte fordndras om man speglar
den i y-axeln.)

Ovning 6.9 (x). I Sats 6.3.3 visade vi att om en deriverbar funktion har
ett lokalt minimum eller maximum, &r derivatan noll i denna punkt. Visa att
omvandningen inte géller: derivatan kan vara noll i ndgon punkt, utan att
funktionen har ett minimum eller maximum dér.

Ovning 6.10 (xx). Lat n > 1 vara ett positivt heltal. Forklara varfor identi-
teten

(z— )@ a2y + "y ey ) =2y

géller for alla reella tal x # y.

Ovning 6.11 (x%). Anvind identiten i féregaende 6vning for att bevisa att
om f(z) = 2", sa #r f'(r) = na""!, direkt ur derivatans definition.
Anmdrkning: Det finns flera sitt att visa att f/(x) = naz" . Ett annat stt

dr att anvinda sa kallad induktion dver n, och produktregeln. Ett tredje sitt
ar att skriva derivatan som

n_ ,.n
lim (x+h)" -z
h—0 h

och utveckla (z + h)™ med hjilp av binomialsatsen. Lisare som kinner till
induktion och/eller binomialsatsen uppmuntras att forsoka sjélval

Ovning 6.12 (x%). Slutfér beviset som paborjades i Anmérkning 6.2.4. Med
andra ord, visa foljande: antag att f och g &r deriverbara funktioner, och antag
att g(z) # g(zp) for alla = i ett intervall kring xy. Da giller att

lim 1 9(@)) = f(g(20))

) = oo = f'(g(x0)).

Ovning 6.13 (x% ). Lat exp: R — R vara exponentialfunktionen. Forutsitt
ként endast dessa tva egenskaper:

(i) exp(x +y) = exp(z) exp(y) for alla reella = och y;

(ii) exp ér deriverbar i origo, med exp’(0) = 1.

Visa att exp ér deriverbar éverallt, och att exp’(z) = exp(x) for alla x.
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7 Medelviardessatsen

I detta kapitel bevisar vi den sa kallade medelvirdessatsen. Denna sats uttryc-
ker matematiskt nagot som kan tyckas intuitivt uppenbart, och som illustreras
i foljande exempel.

Exempel 7.0.4. Antag att Stina tar bilen fran Stockholm till Eskilstuna
(110 km) och &r framme efter exakt 1 timme. Nagon gang under sin bilresa
har da hennes hastighet varit exakt 110 km/h. A

Den matematiska formuleringen handlar om derivator: f6r en funktion f som
ar deriverbar pa ett intervall mellan punkterna a och b, maste det existera
en punkt ¢ i det inre av intervallet dar derivatan till f &r densamma som
lutningen av en linje mellan &ndpunkterna, som i Figur 7.1.

Figur 7.1: Ett exempel pa medelvirdessatsen. I exemplet finns tva mojligheter
for punkten c; biagge dr markerade i grafen.

I detta kapitel bevisar vi forst medelviardessatsen. Beviset anvander manga
av de egenskaper hos de reella talen som vi har sett tidigare i kompendiet.
Slutligen ger vi nagra intressanta tillimpningar av satsen: speciellt visar vi den
sa kallade Darbouzxs sats, som séger att derivatan av en deriverbar funktion
alltid har mellanliggande vérde-egenskapen, och vi visar I’Hopitals regel, som
kan anvindas for att berdkna en viss sorts grinsvirden.

Satsens kanske viktigaste tillimpning tar vi dock inte upp — medelvéirdes-
satsen ar namligen oumbaérlig for att bevisa integralkalkylens fundamentalsats,
att

b
/ f'(@)de = £(b) — f(a)

(givet vissa villkor pa f som gor att funktionen f’ dr integrerbar). Att ge en
definition av integralen av en funktion, lika rigortst som vi har varit hittills
i detta kompendium, dr dock oméjligt av utrymmesskél, och vi hanvisar den
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intresserade lédsaren till forslagen till vidare l&sning i slutet av detta kompen-
dium.

7.1 Bevis av medelviardessatsen
Lat i detta kapitel a < b vara tva reella tal.

Sats 7.1.1 (Medelvirdessatsen). Antag att f: [a,b] — R dr en kontinuerlig
funktion, deriverbar pa (a,b). Da existerar ett tal ¢ € (a,b) sadant att

Vi borjar med att bevisa specialfallet att f(a) = f(b) = 0, som brukar kallas
for Rolles sats.

Sats 7.1.2 (Rolles sats). Antag att f: [a,b] — R dr en kontinuerlig funktion,
deriverbar pa (a,b), och att f(a) = f(b) = 0. Da existerar ett tal ¢ € (a,b)
sadant att f'(c) = 0.

Bevis. Méngden [a,b] dr sluten och begrinsad, och ddrmed kompakt. Alltsa
foljer fran Sats 5.3.9 att f har ett maximum och ett minimum pa [a, b]. Minst
ett av dessa maste ligga i det inre av intervallet, alltsa i (a,b): om inte, sa
antar f bade sitt minsta och sitt storsta virde pa randen. Men pa randen ar f
noll, sa i detta fall &r f(x) = 0 for alla x i intervallet. Da dr #ven varje punkt
i det inre av intervallet ett minimum (och ett maximum).

Lat dérfor ¢ € (a,b) vara ett minimum (eller maximum). Da &r ¢ ocksa ett
lokalt minimum (eller maximum), sa enligt Sats 6.3.3 maste nu f'(¢c) =0. O

Vi ér nu klara att bevisa det allménna fallet. Idén &r att man med endast en
liten modifikation av funktionen f kan vi skapa en ny funktion g som uppfyller
att g(a) = g(b) = 0 — Rolles sats f6r funktionen g kan sedan anvindas for att
héarleda medelvardessatsen for funktionen f. Med en ”liten” modifikation av
f menar vi en funktion pa formen g(x) = f(x) 4 dz + e, fér nagra konstanter
d och e. Villkoret att g(a) = g(b) = 0 bestdmmer virdena pa konstanterna
unikt, men i vart bevis kommer vi inte att hirleda de korrekta virdena utan
endast skriva ned ett allmént uttryck for g och verifiera att detta stimmer.

Bevis av Sats 7.1.1. Infor funktionen g¢: [a,b] — R med

ola) = fa) - LU W) —afb)
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Den ér deriverbar enligt Sats 6.2.1 och vi hivdar att dessutom g(a) = g(b) = 0:
inséttning av x = a ger

f®) — fla) _ bfa) —af(b)

gla) = fla) - H9—1 .
_ (b=a)f(a) —a(f(b) = fla)) = bf(a) + af(b)
b—a
_ bf(a) — af(a) — af(b) + af(a) - bf(a) + af (D)
b—a
= 0.

Att g(b) = 0 verifieras likadant. Enligt Rolles sats existerar nu en punkt
¢ € [a,b] med ¢'(¢) = 0. Men

f(6) — f(a)

b—a

g'(x)=f'(z) -

som man ser genom att derivera uttrycket for g med avseende pa z. Sa

b) — f(a
Ozg/(c):f/(c)_f(l))_i( )7
det vill siga, f'(c) = £ (bz:a(a). Beviset ér ddrmed klart. O

7.2 Tillampningar av medelvirdessatsen

Ett exempel pa en tillimpning av medelvirdessatsen ér foljande.

Sats 7.2.1. Lat U wvara ett oppet intervall. Antag att en funktion f: U — R
dr deriverbar pa U, med f'(x) # 0 pa hela intervallet. Da gdller f(x) # f(y)
for alla z,y € U med x # y.

Bevis. Antag motsatsen. I sa fall finns tva tal a < b1 U med f(a) = f(b).
Enligt medelvérdessatsen finns da ett tal ¢ mellan a och b sadant att

fla) — f(b)

7o) = BU—2E o,

en motséagelse. O

En annan tillimpning &r foljande sats, som vid en forsta anblick kanske inte
tycks sérskilt forvanande.

Sats 7.2.2 (Darbouxs sats). Lat f vara deriverbar pa ett oppet intervall som
innehaller punkterna a < b. For varje tal y som ligger mellan f'(a) och f'(b),
existerar det ett tal ¢ mellan a och b sadant att f'(c) = y.
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Med andra ord, funktionen f’ har samma egenskap som vi bevisade for konti-
nuerliga funktioner i satsen om mellanliggande virden, Sats 4.3.2. Anledning-
en att detta dr anmérkningsvirt ar att derivatan av en deriverbar funktion
behover inte alls vara kontinuerlig! Trots detta uppfyller alltsa varje funktion
som &r derivatan av en annan funktion slutsatsen av satsen om mellanliggande
vérden, trots att den inte nodvandigtvis uppfyller hypoteserna.

Bevis av Darbouzs sats. Som i Anmérkning 6.1.4 later vi for alla zg € U

f(@)—f (o)
e s
1 (x0) om x = x,

och noterar att funktionen F,, &r kontinuerlig. Observera att
Fu(a) = f'(a),  Fy(a) = Fa(b),  och Fy(b) = f'(b).

Eftersom talet y ligger mellan f’(a) och f’(b) vet vi dérfor att talet y anting-
en ligger mellan Fj,(a) och F,(b), eller mellan Fy(a) och Fy(b). Lat oss anta
det foregaende fallet (det andra fallet hanteras likadant). Eftersom F, &r en
kontinuerlig funktion, ger den vanliga satsen om mellanliggande vérden for
kontinuerliga funktioner (Sats 4.3.2) att det existerar ett tal d i intervallet
(a,b) med
f(d) = f(a)

d—a
Men nu anvénder vi i stillet medelvirdessatsen, som vi nyss bevisade: denna
innebér att det finns ett tal ¢ i intervallet (a,d) sadant att

y:Fa(d):

Beviset ar darmed klart. O

Exempel 7.2.3. Ett standardexempel pa en funktion som &r deriverbar men
vars derivata ar diskontinuerlig &r funktionen

z2sin (L) om z
f(x)z{ (&) omzz0

0 om z = 0.

Man kan beridkna att

) = 22 sin (%) — oS (%) om x # 0

0 om x = 0.
Grafer for f och dess derivata visas nedan i Figur 7.2 och Figur 7.3. Speciellt
ser det i bilden ut som att f’ inte ér kontinuerlig i origo, men att f’ fortfarande

har mellanliggande véirde-egenskapen. Dessa pastaenden kommer att bevisas
rigorost i Ovningarna i slutet av detta kapitel. A
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0.014

0.005f

-0.1 —
—~0.005]
-0.01f
Figur 7.2: Funktionsgraf till f Figur 7.3: Funktionsgraf till f’
fran Exempel 7.2.3. fran Exempel 7.2.3.

7.3 Cauchys form av medelviardessatsen, och I’Hopitals regel

En lite starkare version av medelvirdessatsen, som vi nu kommer att bevisa,
brukar kallas for Cauchys form av medelviardessatsen. Med hjilp av denna
kommer vi nu att bevisa den sa kallade [’Hopitals regel.

Sats 7.3.1. Lat f och g vara tva funktioner som dr kontinuerliga pa [a,b] och
deriverbara pa (a,b). Det existerar ett tal ¢ i intervallet sadant att

Bevis. Infor funktionen F:[a,b] — R enligt
Fx) = f(x) (9(b) — g(a)) — g(z) (f(b) = f(a))-

Man kan beridkna att F'(b) — F'(a) = 0: om man sétter in x = b och x = a och
multiplicerar ut allting, kommer alla termer att ta ut varandra. Vidare ar F
kontinuerlig pa [a,b] och deriverbar pa (a,b), eftersom f och g &r det. Alltsa
finns enligt medelvirdessatsen ett tal ¢ i intervallet med F’(¢) = 0. Men

F'(z) = f'(z) (9(b) — g(a)) — g'(x) (£ (b) = f(a)),

sa om F'(c) =0 &r

vilket skulle bevisas. O

Foljdsats 7.3.2. Lat f,g:[a,b] — R vara tva kontinuerliga funktioner som dr
deriverbara pa det dppna intervallet (a,b). Antag dessutom att ¢'(x) # 0 for
alla x € (a,b). Da finns nagot ¢ € (a,b) sa att

(Speciellt dr bada dessa brak definierade, sa vi har inte utfort division med

noll.)
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Bevis. Detta &r Ovning 7.5. O

Sats 7.3.3 (I'Hopitals regel). Antag att f,g:[a,b] — R dr tva deriverbara
funktioner. Lat xg € (a,b) vara en punkt med f(xg) = g(xg) =0 och ¢'(x) # 0
for alla x € (a,b) \ {zo}. I sa fall ar

lim @ = lim I(z)
e—ao g(x) =0 g'(2)

)

sa fort gransvdrdet till hdger existerar.

Bevis. Tag en talfoljd (x,) som konvergerar mot xy, med x,, # ¢ for alla n.
Antag forst att x,, > z(. Restriktionerna av f och ¢ till intervallet [z, z;,]
uppfyller kraven i Foljdsats 7.3.2 och didrmed finns det ett tal ¢, € (xg,x,) sa

att
f(djn) o f(xn) - f(Q:O) - f/(cn)

g(xn)  glen) —glzo) — ¢'(cn)’

Pa samma sitt visar man att det dven for x,, < xo finns nagot ¢, € (z,,xo)
f@n) _ f'(en)
glzn) = g'(cen)”

Enligt var konstruktion av talfoljden (¢, ) géller |z, — xo| = |c, — xo| for alla
n; speciellt maste lim,, o, ¢, = xg. Det foljer att

lim f () — lim f/(cn) — lim f/(x)

n—oo g(an)  n—o0 g'cn)  w—w0 g ()’

med

Den sista likheten dr en konsekvens av Foljdsats 4.2.7, eftersom vi antagit att
gransvérdet limg_, 4, % existerar och visat att (¢, ) konvergerar mot xy. Men

en till tillimpning av Foljdsats 4.2.7 visar nu (eftersom (z,,) valdes godtyckligt)

att
lim f(2) = lim f'(z)

w0 g(z)  wom (@)

O

Anmirkning 7.3.4. En variant av regeln ovan existerar ocksa i fallet da f
och g gar mot odndligheten i punkten zy, men detta krdver en aning mer
arbete att bevisa.

Ovningar

Ovning 7.1 (x). Visa foljande pastaende: om en funktion #r deriverbar pa
ett oppet intervall och dess derivata dr noll 6verallt, &r funktionen konstant.

Ovning 7.2 (x). Antag att en funktion f #r deriverbar pa ett intervall U,
och har minst n nollstéllen i intervallet. Visa att dess derivata har minst n — 1
nollstéllen. (Ledning: Vad maste héinda mellan tva nollstéllen till f7?)
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Ovning 7.3 (x+). Anviind resultatet fran foregaende 6vning for att visa att
ett polynom av grad n kan inte ha mer &n n nollstillen. (Ledning: Du kan
anvéanda dig av foljande faktum: om

f(x) = ax™ + ldgre ordnings termer
dr ett polynom av grad n, sa dr dess n:te derivata lika med
@) =nn-1)n-2)--2-1-a,
d.v.s. en konstant funktion.)

Ovning 7.4 (x%). I Ovning 6.13 visades att exponentialfunktionen &r sin egen
derivata. Antag att f: R — R ér en deriverbar funktion med f(z) = f'(x) for
alla x. Visa att f dr en konstant multipel av exponentialfunktionen, det vill
siga, f(x) = c-exp(z) for nagot ¢ € R. (Ledning: det récker att bevisa att

h(z) = % ar en konstant funktion. Anvind Ovning 7.1.)

Ovning 7.5 (x). Lat f,g: [a,b] — R vara tva kontinuerliga funktioner som ér
deriverbara pa det éppna intervallet (a,b). Dessutom giiller ¢’'(z) # 0 for alla
x € (a,b). Visa att det finns nagot ¢ € (a,b) sa att

fO)—fla) _ f'(¢)

g(b) —g(a)  g'(c)
Ovning 7.6 (). Berikna foljande grinsvirden med hjilp av resultat fran
denna kapitel.

(i) lim,_,, S2&)
XT—T T — Y

341 ,
(i) limg— 1 1:2——'_1 (Jamfor med Ovning 4.6.)
x —_

Ovning 7.7 (). Visa att funktionen

f(2) x2sin(%) om x # 0
€Tr) =

0 omx =0
som ndmndes i texten &r deriverbar, och att dess derivata &r som angivet i
texten. Vi forutsétter att ldsaren kénner till de trigonometriska funktionerna
och deras egenskaper, dven om de inte gatts igenom i denna text. (Ledning:
For att berdkna derivatan i origo ar det lédttast att direkt anvinda derivatans
definition, och definitionen av griansvérde.)

Ovning 7.8 (x  x). Visa att derivatan f’ av funktionen fran foregaende
uppgift antar varje virde i [—1,1] oéindligt manga ganger i varje intervall
(—4,0) och varje intervall (0,0) dér § > 0. (Ledning: Vad hinder om x = 517

1 2mn *
— ?
Om z = 7rJr2m.)

Ovning 7.9 (x%*). Anviind resultatet fran foregaende 6vning for att dra slut-
ledningen att derivatan f’ som férekom i foregaende uppgift inte dr kontinuer-
lig i origo och har mellanliggande virde-egenskapen. (Anvind inte Darbouxs
sats.)

61



62



Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 1.1.

(i) BUC = A.
(i) BNC = @.

(iv) {zeD|ze B} =DnB=1{1,19,101}.

)
)

(iii) DNC = {4, 36}.
)

(v) {r € A|z=y+1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
)

(vi) {z+ 1|z € D} = {2,5,20,37,102}.

Ovning 1.3. Tag = € N, det vill séiga att = dr nagot av talen 1,2,3,.... T
synnerhet géller z € {1,2,...,z} = B, och ddrmed = € BiUBsU. ... Eftersom
x var godtycklig visar detta att NC By U By U. ...

Omvént, antag att x € BjUBsU. ... Det betyder att det finns ett heltal n > 1
sa att © € B, = {1,2,...,n}. I synnerhet géller z € {1,2,...} = N. Detta
visar att B UByU... C N.

Eftersom bada inklusioner N C By U By U... och BiUByU... C N giller kan
vi dra slutsatsen att N= B UByUB3U....

Ovning 1.5. Ett exempel ges av funktionen f definierad genom f(1) = A,
f(2) =B, f(3) =C, f(4) = B. Vi kan vilja f(k) fritt bland A, B och C for
k= 1,2,3,4. Alltsa ska vi vélja ett av tre alternativ fyra ganger, sa vi far
totalt 3* = 81 mojliga funktioner.

Ovning 1.7. Alla utom "Mingden av de naturliga talen” &r pastaenden. Det
enda pastaendet for vilket vi kan avgdra om det dr sant eller falskt &r ” Varje
méngd innehaller minst ett element”, och detta pastaende ar falskt eftersom
den tomma méngden inte innehaller nagot element.

Ovning 1.9. Eftersom 3 #r ett primtal precis som 2 kan vi resonera som i
beviset till Sats 1.4.1: Vi antar att v/3 dr ett rationellt tal och skriver /3 =
g med heltal p och ¢ som inte har nagon gemensam delare. Vi kvadrerar

ekvationen och finner 3 = Z—z, som skrivs om till 3¢> = p?. Eftersom p? = p-p ér
en produkt som &r delbar med primtalet 3 maste d&ven 3 dela en av faktorerna
p och p (pa samma sétt som produkten av tva udda tal dr udda géller ocksa
att produkten av tva tal som inte &r delbara med 3 inte &r delbar med 3, se
Anmérkning 1.4.2). Alltsa kan vi skriva p = 3p’ och 3¢% = (3p/)? = 9p/. Vi
delar med 3 och finner att ¢> = 3p och drar pa samma siitt som ovan slutsatsen
att ¢ = 3¢’. Detta visar att bade p och ¢ dr delbara med 3, en motsigelse.
Antagandet att /3 € Q var alltsa fel.

Vad héander nu om vi gér samma sak med V/4? Som ovan leder likheten v/4 = g
till ekvationen 4¢®> = p?. Men fran detta kan vi inte dra slutsatsen att p &r
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delbart med 4. Talet 4 &r ndmligen inget primtal, och att 4 delar en produkt ab
betyder inte att 4 delar a eller b. Betrakta till exempel produkten 12 = 2-6 som
dr delbar med 4, men ingen av faktorerna 2 eller 6 &r delbar med 4. Inte ens
i den speciella situationen att a = b kan vi dra nagra slutsatser. Till exempel
delar 4 talet 62 = 36 men det delar inte faktorn 6.

Ovning 2.1. (i) [~1,2] U (1,5] = [~1, 5], som ér ett slutet intervall.
(ii) [-1,2] N(1,5] = (1,2], som &r varken &ppet eller slutet.
(iii) [3,10]\(5,7) = [3,5]U[7,10] &r unionen av tva disjunkta slutna intervall.

(iv) Vi ser att (3,10] \ [5,7) = (3,5) U [7,10] och ((3,5) U [7,10]) U [5,6) =
(3,6) U [7,10]. Intervallet (3,6) &r 6ppet och [7,10] &r slutet.

(v) Forst har vi [4,6]\ (4,6) = {4,6}. Svaret ar alltsa {4,6} N (—2,5] = {4}.
Vi kan ocksa skriva {4} = [4,4] som alltsa #r ett slutet intervall.

Ovning 2.3. Vi har att [ — 1| =2 — 1 for x > 1 och |z — 1| = —(z — 1) for
x < 1. Dessutom géller |z + 1| =z + 1 f6r z > —1 och [z + 1] = —(x + 1)
for z < —1. Vi behover alltsa sérskilja tre olika fall: x < —1, —1 < 2z < 1 och
x> 1.

Om z < —1 soker vi alltsa losningen till ekvationen —(z —1) — (—(x+1)) =1,
som kan skrivas om till 0 = 1 och tydligen inte har nagon 16sning.

Sedan tittar vi pa fallet —1 < x < 1. Ekvationen blir da —(z—1)— (z+1) =1,
som &r ekvivalent med z = —1. Eftersom « = —1 ligger i intervallet [—1,1)
ger detta en 16sning till vart problem.

Lat slutligen = > 2 och vi soker 16sningen till ekvationen (z — 1) — (z + 1) = 1.
Denna ekvation kan skrivas om till 0 = 1 och har inte heller nagon 16sning.

Den enda losningen till ekvationen ar alltsa x = —%.

Ovning 2.5. Triangeloliketen (Sats 2.2.5) innebir att x| = |z —y + y| <
|z — y| + |y|. Genom att flytta 6ver |y| till andra sidan olikheten ser vi att
2] = |y < |z —yl.
Ovning 2.7. Med hjilp av konjugatregeln n?> —1 = (n—1)(n+1) kan vi skriva
om

(-1 ((n-D@n+1))" @-1)"n+1)"

n2n n2n nnnm
n n n n
() (57) - 0=3) ()
n n n n
Eftersom grinsvirdena for bada faktorerna (1 — %)n och (1 + %)n existerar,
géller enligt Sats 2.4.1:

(=D)L <1_1>”<H;>”:

n—oo n2” n—oo n n
1\" 1\" 1
:<lim (1——) )-(lim <1+—> >:—-6:1.
n—o00 n n—oo n (&
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Ovning 2.9. Nej. Tag till exempel foljden x, = % Vi har z,, > 0 {or alla n,
men det géller inte att lim, ooz, > 0 (ty lim,— o0 x, = 0).

Ovning 2.11. Tag ¢ > 0. Vilj ett Ny sadant att |z, —a| < € om n > Ny, och
ett Ny sadant att |z, —a| < e om n > No. Om n > N = max (N, Ny) géller
nu att

a—e< Ty SYn < 2p<a-te.

Alltsa ligger y,, i intervallet (a — e,a 4+ €) om n > N, vilket skulle visas.
Ovning 3.1. (i) Ja. Vi har z,,,1 — z,, = n+_1 > 0, vilket gor att z,11 > z,
for alla n.
(ii) Nej. Foljden inleds med

L,

S| Ot

5 PRI

=N |

Alltsa &r x1 > x9 men xo < x3 och foljden &r inte monoton.

(iii) Nej. Foljden inleds med
1 1
272777 27277

Alltsa &r den forst stigande, sedan avtagande, och inte monoton.

S
S

L

(iv) Ja. Om n < m dr n? < m?, sa n? — 1000 < m? — 1000, s& x, < Tp,.

Ovning 3.3. Vi bérjar med att visa att (i) medfor (ii). Antag alltsa att (i)
géiller och lat (x,) vara en monotont vixande och uppat begrinsad f6ljd. Da
ar (x,) ocksa nedat begrinsad, eftersom x, > x1 for varje n. Alltsa &r den
monoton och begriansad, sa den konvergerar.

Nést visar vi att (i) och (iii) &r ekvivalenta. Om (x,) dr monotont vixande
och uppat begrinsad (sig av ett tal M), sa kommer foljden (—z,) att va-
ra monotont avtagande och nedat begrinsad (av —M). Aven omvindningen
giller. Men (x,) konvergerar om och endast om (—z,) konvergerar, enligt
raknereglerna for grénsvérden.

(ii) och (iii) tillsammans implicerar (i): Lat (x,) vara en monoton och be-
gransad talfoljd. Om den &r monotont vixande, sa ger (ii) att (x,) konverge-
rar. Om den dr monotont avtagande, ger (iii) att (x,) konvergerar. Oavsett dr
vi klara.

Ovning 3.5. Vi gor endast fallet med supremum. Lat X vara en delmingd av
R, och antag att  och y &dr supremum till X. Vi vill visa att x = y. Eftersom y
dr ett supremum, &dr det ocksa en ovre grans. Eftersom x &r ett supremum, &r
x mindre an eller lika med varje 6vre grans till X. Alltsa ar x < y. Pa samma
sitt visas att y < x. Det foljer att x = y.

Ovning 3.7. Antag att a; < 3. Da &r

a1 +ay <a1—|—3<3+3_

- S S 37
“ 2 2 2
——
=as
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sa a1 < a9 < 3. Pa samma sdtt far vi att

as + as <a2—|—3<3+3_

QTS T ST
~——
=as3

3,

sa ag < az < 3. Upprepar vi argumentet far vi for varje n att a, < apy1 < 3,
sa foljden dr monotont vixande och uppat begrinsad av 3. Om a; > 3 anvénds
exakt samma argument men med omvénd riktning pa olikhetstecknen.

Foljden (a,) ndrmar sig alltsa punkten 3 genom att alltid halvera avstandet
till 3.

Ovning 3.9. Antag att det Gppna intervallet #r (a,b). Tag ett positivt heltal
q for vilket

1
- <b-—a.
q

Multiplicerar vi denna olikhet med ¢ finner vi att
1 < qb — qa,

det vill sdga, avstandet mellan ¢gb och ga dr minst 1. 1 sa fall existerar ett
heltal p i intervallet (ga,gb), och vi har att

ga <p<qgb = a<? <o

q

Dessutom finns det N € N sa att % < b—E. Men sedan ir alla tal g + % med
n > N rationella och de ligger i intervallet (a,b).

Ovni ’ —2_ — 24 _38 _ 246 _ 16

Ovning 3.11. (i) a1 =7 =2,a2 = 73 =35 och a3 = {35 = ¥
YV _ 2(n+1) _ 2n+42 = ant1 _ 2n42
(ii) Vihar apy1 = ap Tt )—1 — 2nfiln och ddrmed == = 551,

(iii) Pastandet foljer av foljande utrdkning:

() = () = () () @
n <2n—|—2>2:( n(2n + 2)? dn(n + 1)

T+l \2n+1 nt)2n+12 (m+1)2n+1)2
An(n+1)  4n®+4n

C 2n+ 12 4AnZ+dn+1

2
Eftersom $;—“ > 0 medfor (%) < 1 att % < /1 =1 som kan
skrivas om till z,41 < x,. Detta visar att foljden x,, & monotont avta-
gande.
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(iv) Pa samma sétt riknar vi

() = () - () ()™
Yn N n+2-ay, N n + 2 an N
n+1 [(2n4+2\° (n+1)(2n+2)?

- '<2n+1> T n+2)@n+1)2
_ And 41202 + 120 + 4
o An3 4+ 1202+ 9n+ 27

n-+n

Téljaren dr storre &n ndmnaren (differensen 3n 4+ 2 ér stoérre én noll) och
darfor ar kvoten storre &n 1. Som i del (ii) kan vi dra slutsatsen att (y,)
4r monotont véxande.

(v) Med lite jobb foljer pastandet fran det vi redan visat. Som vi har sett
ar foljden (x,,) monotont avtagande, det vill siga vi har

T1>T92>...>Tp—1>Ty ...

Speciellt betyder det att x, < 1 = % = 2 for alla n. Pa samma

satt foljer att y, > y1 = % = % = /2. Dessutom giller olikheten

< A < g, Sammanfattningsvis har vi

Yn = In+1 vn
V2 <y < 2 <2

for alla n € N. Detta visar att foljderna (z,,) och (y,) dr begrinsade (alla
termer ligger i intervallet [v/2,2]). Bade foljder &r dessutom monotona
vilket innebér (tack vara fullstindigheten av R) att de konvergerar.

(i) (ii) (iii)

_2 —2F -2
-3 -3r -3
-4 —at -4
-5 -5F -5

Figur 4.4: Funktionsgraferna till Ovning 4.1

Ovning 4.1. (i) Vi pastar att lim, .o f(z) = —1. Lat némligen ¢ > 0.
Vi har |f(z) = (=1)| = 22 =1 — (=1)| = |2z — 1 + 1] = |2z| = 2|z|.
Med 0 = § giller alltsa |f(z) — (—1)] < € om |z — 0] < J. I och med
f(0) = —1 = limy, 0 f(x) dr funktionen kontinuerlig i 0.
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(i) Aven for den hir funktionen giller lim, o f(z) = —1. For att visa detta
betraktar vi funktionerna g(z) = 2x — 1 och h(x) = —z — 1. Lat € > 0.
Vi har redan sett i del (i) att |g(z) — (—1)| < € for |2 —0[ > 5. Dessutom
har vi |h(z) — (1) = | —2—1—(=1)] = | — z| = |z|. Det foljer att
|h(z) — (=1)] < e for [z — 0] < e. Eftersom § < ¢ giller med § = §
att savil |g(x) — (=1)] < € som |h(z) — (—1)] < € om |z — 0] < 4.
Speciellt giller ocksa |f(z) — (—1)] < e 1 detta fall. Detta visar att
lim, ¢ f(z) = —1 = f(0) och f &r kontinuerlig i 0.

(iii) I och med |f(x) — (—1)| < e endast behover uppfyllas for alla x med
0 < |z —0] < ser vi att lim,_,¢ f(z) = —1 som i del (ii). Men eftersom
f(0) =1 # —1 &r denna funktion ej kontinuerlig i 0.

Ovning 4.3. Enligt foregaende 6vning ér funktionen f kontinuerlig. Nu giiller
att
f(—4) = —64+20+ 18 = —26,

medan
f(=3)=-27+15+18 = 6.

Alltsa finns enligt satsen om mellanliggande viirden (Sats 4.3.2) en rot i inter-
vallet (—4, —3).

Ovning 4.5. Vi anviinder resultaten for kontinuerliga funktioner. Som vi har
visat 1 Sats 4.2.5 &r funktionerna

A om T = o

{f(x) om z #

och

Gle) = {g<x> om z #

B om r = xgp

kontinuerliga i xg. Alltsa dr dven aF + bG, FG och g (om B # 0) kontinu-
erliga i zg, enligt Sats 4.1.8. Enligt Foljdsats 4.2.6 innebér detta att dessa tre
funktioner har grinsviarden aA 4+ bB, AB och % i punkten xg, vilket avslutar
beviset.

Ovning 4.7. Lat 29 € [0,1], och tag 0 < ¢ < 1. Om x #r rationellt #r
f(zo) = 1. Oavsett hur litet 6 > 0 vi véljer kan vi hitta ett irrationellt tal
pa avstand mindre #n § fran xg, och for detta x giller att

|f(x) = f(zo)] =1 > e.

Om vi i stéllet har xg irrationellt kan vi fér varje d > 0 hitta ett rationellt x.
Aven i detta fall har vi

[f(2) = f(zo)| =1 >e.
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Ovning 4.9. Infor funktionen h(z) = f(z) — g(x). Enligt Sats 4.1.8 ar h
ocksa kontinuerlig pa intervallet. Vidare &r h(a) = f(a) — f(b) > 0 medan
h(b) = f(b) — g(b) < 0. Alltsa finns enligt mellanliggande virde-satsen ett tal
¢ 1 intervallet med h(c) = 0. Men da ar f(c) = g(c).

Ovning 5.1. (i) Miingden #r begrinsad men inte sluten: tag till exempel
talfljden (7w — %), vars alla element ligger i intervallet, men gransvirdet
dr 7, som ligger utanfér. Den dr dérfor inte heller kompakt.

(ii) Mé#ngden &r varken sluten eller begrénsad. For varje M finns ett ratio-
nellt tal r med r > M, vilket visar att den &r obegridnsad. For varje
reellt tal = finns en talfoljd av rationella tal som konvergerar mot x: en
sadan kan till exempel konstrueras som i Exempel 3.2.14. Viljer vi z
irrationellt ser vi att Q ej ar sluten.

(iii) Vi har [0,1] U (1,3] = [0, 3], ett slutet intervall. Mangden &r sluten och
begransad och darmed kompakt.

(iv) Denna méngd &r ocksa sluten och begrinsad, och dérmed kompakt.

Ovning 5.3. Antag att (z,) dr en konvergent talféljd med z, € X NY for
alla n, och antag att z,, — x. Eftersom vi ocksa har x,, € X, och X &r sluten,
maste vi ha x € X. Pa samma sétt ser vi att eftersom x,, € Y for alla n, och
Y ar sluten, maste x € Y. Men da ér x € X NY, sa X NY éar sluten.

Ovning 5.5. Antag att (z,) dr en konvergent talféljd med z, € X UY for
alla n, och antag att x,, — x. Eftersom foljden har oéndligt manga element,
och varje element ligger i nagon av méngderna X och Y, maste det existera en
delf6ljd (z4(,)) av (z,) sadan att alla 74, ligger i samma méngd, sig X. En-
ligt foregaende uppgift &r dven (z4(,)) en konvergent talf6ljd som konvergerar
mot x. Eftersom X &r sluten, har vi z € X. Det foljer att x € X UY.

Ovning 5.7. Den viktiga observationen #r att i denna talféljd finns det
oéndligt manga n dér x,, = 0, nfimligen alla n som &dr en jimn kvadrat! (Att
n 4r en jimn kvadrat innebér att n = k? for ett heltal k.)

Tag darfor till exempel delféljden som ges av o: N — N, o(n) = n?. D& r
Ty (n) lika med brakdelen av Vn? = n. Men n ér ett heltal, si dess brakdel ir
noll. Alltsa &r z,(,,) = 0 for alla n, sa delféljden x,,) konvergerar (mot noll).

Ovning 5.9. (i) Tag till exempel funktionen

)
1

318

cos(

f(x) = cot (£> sin

™

318

(ii) Det ar ldttare att rita en bild &n att skriva ned en formel for f. Se
illustrationen i Figur 5.5.
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Figur 5.5: En kontinuerlig funktion pa intervallet (0,1) med bild [0, 1].

Ovning 6.1. For varje z, giller

h’(a:o) = lim M =

T—z0 T — X

o (07@)+ b1 (@0)) = (af (@) + bf (2)

T—x0 T — X0
oy AU@) — F0) + blge) — glao)) _

T—x0 T — x
i (@) = o) () —glwo)\
_a:l—>:ro< T — X 0 T — X0 )
B . f(x) = f(z0) . g(@) —g(xo)\ _
—“(951;0795_% )+b<x1£207x_x0 )—

=af'(xg) + bg' (xg).

Ovning 6.3. Derivatan i origo ges av grinsvirdet

im L&) = SO ]
z—0 z—0 z—0 T
Menférx>0£ir%:%:1,ochf6r$<0£ir%z%z—l.Alltsékaninte

grinsvardet existera: beviset &dr snarlikt argumentet for att trappstegsfunktio-
nen i Exempel 4.2 ej édr kontinuerlig i origo.

Ovning 6.5. Nej. Tag till exempel funktionen f(x) = 3. Denna ir strikt
vixande, men dess derivata &r noll i origo.

Ovning 6.7. Lat ¢(z) = % Nu giller att

sa fort g(x) # 0. Enligt produkt- och kedjeregeln far vi att
W(z) = f'(z)a(g(@)) + f(2)d (9(x))g' (x).
Sétter vi nu in att ¢(z) = 1 och ¢'(z) = —%2 (enligt foregaende uppgift) fas

L @) @)
0= T e
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Sétter vi slutligen dessa pa ett gemensamt brakstreck fas

f'(@)g(x) — f(x)g'(x)

h(z) = (@)? :

vilket skulle bevisas.

Ovning 6.9. Tag till exempel funktionen f(x) = x3. Derivatan i origo &r noll,
men origo ar varken ett lokalt minimum eller maximum.

Ovning 6.11. Enligt derivatans definition har vi att

f'(z) = lim fO - fl@) .t —a"

t—z t—x t—z t—oa

Men enligt identiteten i foregaende uppgift géiller att

th — ™

- =" a2t
— X

sa vi maste beriakna

tlim(azn_1 + 2"t .

—x

For varje  #r funktionen g(t) = 2"~ ! + 2" 2t + ... + 2" 2 + "1 tydligen
kontinuerlig (se Sats 4.1.8), sa enligt Sats 4.2.6 giller att

tlim(gc”*1 + 2" 2t At ) = e e a2 2
—x

Hér har vi alltsa en summa av n termer (rékna dem!) som alla dr lika med
2" 1. Deras summa &r alltsa nz™ !, vilket skulle bevisas.

Ovning 6.13. Tag = € R. For att derivera exp i punkten z, stéller vi upp
derivatan enligt Anmérkning 6.1.6:

L exp(e + h) — expla)
h—0 h h—0 h
exp(h) — exp(0) (Ovn. 4.5)

lim exp(x + h) —exp(z +0) ()

= i .
Ay L) P
h) —
— expla) Jim exp(h) - exp(0) _

(@)

— exp(e) - exp/(0) &
= exp(x).

Ovning 7.1. Antag motsatsen, att f ej fr konstant. I sa fall finns a och b
med f(a) # f(b). Enligt medelvirdessatsen existerar da ett tal ¢ mellan a och

b med
f(b) — f(a)

flo =12

7 0,

en motséigelse.
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Ovning 7.3. Lat f vara ett polynom av grad n,
f(x) = ax™ + ldgre ordnings termer.

Antag att f har minst n+1 nollstdllen. Enligt foregaende uppgift har dess deri-
vata f’ minst n nollstéllen, dess andraderivata £ har minst n— 1 nollstéllen,
och sa vidare, fram tills att dess n:te derivata har minst ett nollstélle. Men
dess n:te derivata ar

@) =nn—1)n-2)---2-1-a,

som ar konstant. Sa det enda sittet den n:te derivatan kan ha ett nollstélle &r
om a = 0, vilket séger emot att f har grad n.

Ovning 7.5. Enligt Sats 7.3.1 finns det ¢ € (a,b) s att

F'(©)(g(b) = g(a)) = g'(e)(f(b) — f(a)) (7.1)

Att ¢'(x) # 0 pa hela intervallet innebir speciellt att ¢'(¢) # 0 men dven att
g(a) # g(b) pa grund av Sats 7.2.1. Nu aterstar bara att dela bada sidorna av
Ekvation (7.1) med de nollskilda termerna ¢'(c) och ¢g(b) — g(a).

Ovning 7.7. For z # 0 &r f deriverbar, givet att vi vet att sin &ir en deriverbar
funktion. Derivatan finner vi med hjéilp av produkt- och kedjeregeln, detaljerna
ldmnas at lasaren. I origo behdver vi anvianda definitionen av derivata:

/ _f@)—f0) L afsin(p) <1>
f(0) = lim ———— = lim ——** = limzsin | — | .

z—0 z—0 z—0 X z—0 x

Vi vill visa att detta griansvérde ar 0. Tag € > 0. Vi har att

s ()] 1 i (2] <
eftersom [sin (1)

2)| < 1 for alla . Om vi sétter § = ¢ giller dérfor att om

|z — 0| = |z| < 0 sa kommer
. (1
zsin | — || < |z| =e.
x

) -

Alltsa existerar gransvérdet och dr noll, sa funktionen &r deriverbar med den
derivata som vi angivit.

1

Ovning 7.9. Lat ¢ = % Vi har visat i foregaende uppgift att det i varje
intervall (—4,0) finns nagot x med f'(z) = 1. Detta x har alltsa egenskapen
att |z — 0| = |z| < 6 men |f'(z) — f(0)] = |1 -0 =1 > § = e. Ddrmed ar f
inte kontinuerlig.

For att visa egenskapen om mellanliggande virden, tag tva punkter a < b,
och ett tal y mellan f(a) och f(b). Vi ska visa att det existerar ett ¢ mellan a
och b, sadant att f(c) =y.

72



Antag forst att a < b < 0. I sa fall & f' kontinuerlig pa intervallet [a,b], sa
vi vet enligt satsen om mellanliggande virden att ett sadant c existerar. Pa
samma sitt hanteras 0 < a < b.

Antag sedan att @ < 0 < b. Om y ligger i intervallet [—1,1] sa &r vi klara
enligt foregaende uppgift. Antag att y > 1; fallet att y < —1 hanteras likadant.
Eftersom y ligger mellan f(a) och f(b) dr minst ett av dessa tal ocksa stérre dn
y. Lat oss anta att f(b) > y; fallet att f(a) > y hanteras likadant. Speciellt ser
vi att b # 0, eftersom f(0) = 0 inte &r storre dn y. Enligt foregaende uppgift
finns det ett element d i det icke-tomma intervallet (0,b) med f(d) = 1, sig.
Men da har vi

fd) <y < f(b),

och 0 < d < b, sa enligt satsen om mellanliggande virden finner vi ett element
i intervallet [d,b] (dér f" dr kontinuerlig) som avbildas pa y.
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Forslag till vidare lasning

Mattucks bok nedan &r en lite ovanlig och mycket trevlig bok, menad som
kurslitteratur i en forsta kurs i reell analys pa universitetsniva. Den dr nog-
grann och fullkomligt rigords, men skriven med en ldttsam och och humoristisk
ton, och pekar i detalj ut ”tankefallor” som ar vanliga bland analys-nyborjare.

Persson—Boiers ér en standardbok i analys for forstaarselever pa hogskolan,
som t.ex. anvinds hos oss pa KTH. Till skillnad fran var kurs dr denna mer
inriktad pa praktiska tillimpningar och att faktiskt kunna rikna ut saker.

Rudins bok &r en riktig matematisk klassiker (forsta upplagan 1953) som fort-
farande anvinds vérlden 6ver. Detta &r en kort och koncis bok som utan prat
bygger upp fundamentet for reell analys fran grunden. Ett exempel: 9 sidor
in i boken har Rudin definierat begreppet ordnad kropp, noggrant bevisat en
sadans grundliggande egenskaper, formulerat vad det betyder fér en ordnad
kropp att vara fullsténdig (motsvarande vart Kapitel 3), och formulerat satsen
att de reella talen dr en fullstdndig ordnad kropp.

[1] Arthur Mattuck: Introduction to Analysis. 1:a upplagan. Prentice Hall,
1999.

[2] Arne Persson & Lars-Christer Boiers: Analys i en variabel. Studentlitte-
ratur, 2001

[3] Walter Rudin:  Principles of Mathematical Analysis.  3:e upplagan.
McGraw-Hill, 1976.

Bockerna ovan, och manga andra bocker, finns att lana pa Matematikbiblio-
teket, Lindstedtsvigen 25 (bottenvaningen). Biblioteket &r dppet for alla.
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Sakregister

absolutbelopp, 13
antagande, 7
avbildning, 4

begrénsad foljd, 17
begrinsad méangd, 23

bevis, 5
Bolzano-Weierstrass sats, 42

Cauchyfoljd, 42
Cauchykriteriet, 43

Darbouxs sats, 57
delfoljd, 41

delméngd, 1
deriverbar funktion, 47
disjunkta méangder, 2

extrempunkt, 52

foljd, 15
av néstlade intervall, 23
begrénsad, 17
Cauchyfoljd, 42
delfoljd, 41
griansvérde, 16
konvergent, 16
monoton, 23

funktion, 4
deriverbar, 47
extrempunkt, 52
griansvérde, 36
kontinuerlig, 31
kvadratrot, 38
lokalt maximum, 52
lokalt minimum, 52
maximum, 44
minimum, 44
popcorn, 33

griansvérde, 16, 36

infimum, 24
intervall, 12
langd, 12

(0]

néstlade, 23
slutet, 12
oppet, 12

kedjeregeln, 50

kompakt méangd, 43
kontinuerlig funktion, 31
konvergent foljd, 16
kvadratrotsfunktionen, 38

I’Hopitals regel, 60

légre grans, 23

langd av ett intervall, 12
lokalt maximum, 52
lokalt minimum, 52

méngd, 1
begrénsad, 23
delméngd, 1
disjunkt, 2
kompakt, 43
nedat begransad, 23
sluten, 43
snitt, 2
union, 2
uppat begransad, 23
oppen, 47
maximum, 24, 44
lokalt, 52
medelvardessatsen, 56
Cauchys form, 59
mellanliggande varden, 38
minimum, 44
lokalt, 52
monoton foljd, 23

néstlade intervall, 23
naturliga tal, 2
nedat begransad méangd, 23

om och endast om, 5
omvénd triangelolikhet, 14

pastaende, 5
popcornfunktionen, 33



produktregeln, 49

randpunkt, 24
Rolles sats, 56

sats
Darbouxs, 57
mellanliggande varden, 38
Bolzano—Weierstrass, 42
medelvardessatsen, 56
Rolles sats, 56

sluten mangd, 43

slutet intervall, 12

snitt av méngder, 2

supremum, 24

tal
icke-negativt, 3
icke-positivt, 3
negativt, 3
positivt, 3
rationellt, 2
reellt, 2
talfoljd, se foljd
Thomaes funktion, 33
triangelolikhet, 14
omvind, 14

union av méngder, 2
uppat begrinsad méangd, 23

oppen méngd, 47
oppet intervall, 12
Ovre grans, 23
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