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Forelasning 1

Matrisaritmetik

1.1 Matriser

Vi skall definiera nagot som kallas (2 x 2)-matriser, och sedan utveckla ar-
itmetik pa dessa. Matriserna &r inte tal, men kan nastan behandlas som
tal.

Definition 1.1.1. En (2 x 2)-matris A = {CCL b] ar fyra reella tal a,b,c, d

d
ordnade i en rektangel.

1.1.2. Nér vi i detta kapitel skriver matris menar vi alltid en (2 x 2)-matris.

Exempel 1.1.3. Exempel pa matriser ar

e R}

Definition 1.1.4. Tva matriser A = [Z Z] och B = [i ﬂ adderas och

ger en ny matris

A+ B {a—l—a b+ﬂ}

c+vy d+9d
Exempel 1.1.5. Viser att A+ B =B + A.

1.2 Skalarprodukt

Vi har att

At A= {2@ 26}’

2¢ 2d

och detta vill vi skriva som 2A. Vi gor foljande definition.

1



Definition 1.2.1 (Skaldrmultiplikation). For varje tal k, och varje matris
A, definierar vi matrisen

b A— [ka kzb}.

ke kd
1.2.2. Av definition av skalarprodukt far vi att
A+A+---+A=n-A

n kopior

0 0
a1 .

Matrisen som bara bestar av nollor kallas noll-matrisen av uppenbara skal.

Vi har ocksa att

Vi skriver 0 = [8 8} for denna matris. Och vi har

0-A=0.

Mark att 0 i vanstreledet ovan &ar talen 0, medan 0 i hogerledet ovan ar
noll-matrisen. Vi har ocksa den trevliga identiteten av matriser

A+0=A

a= [ )

Mera notation. Vi har

—c —d

Vi vill i fortsatningen skriva —A for matrisen —1 - A. Detta betyder att vi
istallet for B + —1 - A skriver B — A. Mark ocksa att vi nu har

—A—A..—A=-n-A

n kopior

Exempel 1.2.3. Vi kan nu losa matrisekvationer pa formen
4X +2A =B,

dar A och B ér givna matriser. Vi adderar matrisen —2A pa bada sidor och
far att vansterledet blir

AX +2A —2A = 4X +0 = 4X,

medan hogerledet blir B—2A. Sedan multiplicerar vi ekvationen med skalaren
%, vilket ger

1
x=1ip_1y
472



1.3 Matrismultiplikation

Vi har definierat addition (och subtraktion) av matriser, samt skaldrmultiplikation.
Vi vill ocksa ha multiplikation, tva matriser skall multipliceras ihop och ge
en matris. Innan vi definierar detta vill vi skriva matriserna lite annorlunda.

En matris
A — aiyl Qai2
21 G271
bestar av tva rader och tva kolumner. Talen i matrisen kallas koefficienter och
ar indexerade efter vilken rad och kolumn dessa star placerad i. Koefficient
a1 2, t.ex. ar irad 1 och kolumn 2.

Definition 1.3.1. Lat A = @11 12 och B = R vara tva ma-
a21 A22 52,1 52,2

triser. Vi definerar produkten AB som matrisen

AB — [01,1 01,2}

Co1 C22

dar koefficienterna ges av foljande formler

ci,1 = a11b11 + aiban
12 = ai1bia+ aisbag
Ca1 = a21b11 + az2ba
Coo = Q21b1o+ azabss

1.3.2. Ser ni monstret i galenskapen, och specielt hur man kommer ihag
formlerna utan att lira dessa utantill? Om du inte ser monstret be nagon,
mig t.ex. att forklara hur man utfér matrismultiplikationen.

Exempel 1.3.3. Vi har att
1210 1] [4 -1
3 412 -1 |8 —1|°
Mark att AB inte alltid ar det samma som BA. T.ex, har vi att
0 17[1 2] [3 4
2 —1[ (3 4] |-1 0

vilket inte ar lika med produkten ovan. Vidare har vi att nollmatrisen mul-
tiplicerad med en godtycklig matris ger nollmatrisen A-0=0-A = 0.

Definition 1.3.4. Vi definierar identitetsmatrisen 1 = {(1) ﬂ
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1.3.5. Identitetsmatrisen fungerar som talet 1 med avseende pa matrismul-
tiplikation. Vi har namligen att

1 0f [a11 a1z _ @11 a1
0 1| |az1 a2: azy Q1|
Det vill sdga att 1- A = A {or varje matris A. Vi har ocksa att A-1 = A,

vilket lasaren uppmuntras kolla.

Sats 1.3.6. Lat A, B och C vara godtyckliga matriser. Vi har att matrispro-
dukten dr associativ, det vill sdga

(AB)C = A(BC).
Proof. See Uppgift 1.4.5. O

Definition 1.3.7. En matris A ar inverterbar om det finns nagon matris B
sadan att
AB=1 och BA=1.

En matris som inte ar inverterbar kallas singuljar.

3

ar inverterbar. Detta fordi matrisen

-2 1
2 2

har egenskapen att AB = BA =1 (Kollal).

Exempel 1.3.8. Matrisen

Exempel 1.3.9. Nollmatrisen ar uppenbarligen singuljar. Ett annat exem-

pel ar matrisen
10
-

Att matrisen A &r singuljar kan man visa pa foljande satt. Antaga att A

Z] sadan att AB = BA = 1.

el e

Om denna produkt skulle vara lik med identitetsmatrisen maste a = 1 och
2a = 0, och ¢ = 0 och 2¢ = 1. Detta ar omojligt. Detta betyder att matrisen
A inte kan vara inverterbar, vilket betyder att matrisen ar singuljar.

.. . . a
ar inverterbar. Da finns en matris B = [
c

Produkten AB ar
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Sats 1.3.10. Om matrisen A dr inverterbar da finns det enbart en matris B
sadan att AB = BA =1.

Proof. Lat B och C' vara tva matriser sadana att AB = BA =1 och AC =
CA =1. Viskall visa att B=C'". Vi har

B=B-1=B-(AC)=(BA)-C=1-C=C.
vilket var vad vi skulle visa. O]

1.3.11. Om en matris A ar invertebar da kallas matrisen B som ar sadan
att AB = BA =1 for inversen till A. Inversen till A betecknar vi med A~!.

Exempel 1.3.12. Om vi nu har en matrisekvation AX = B, diar A och B
ar givna matriser, och X &ar den sokta matrisen. Om vi har att matrisen A
ar inverterbar, da kan vi 16sa denna uppgift pa vanligt satt, det vill sdga som
om det handlade om vanliga tal. Ekvationen AX = B multiplicerar vi med
A~Y fran vinster, och vi far att

ATTAX =1-X=A"'B.

Det vill siga att X = A~!'B.

1.4 Uppgifter

Uppgift 1.4.1. Berdkna matriserna AB, BA och A? nar
1 -1 2 1
— 3
A—{ 2} och B_Ll 5}.

Uppgift 1.4.2. Lat A = {CCL b] vara en matris dar ad — bc # 0. Definiera

d

matrisen

d —b
_ d—b d—b
B = [acc a - c:| .
ad—bc  ad—bc

Anvand matrisen B for att visa att matrisen A ar inverterbar.

Uppgift 1.4.3. Anvand Uppgift 1.4.2 for att konstruera inversen till matris-

erna
1 2 3 2
A—[Q 11’ B—L 21'



Uppgift 1.4.4. Anvand matriserna i Uppgift 1.4.3 for att bestamma ma-
trisen X i foljande tre uttryck

a) AX=B b) XA=B och c¢) AXB=1.

Uppgift 1.4.5. Betrakta tre godtycklig matriser A, B och C'. Beriakna forst
AB och BC, och sedan (AB)C och A(BC'). Om du nu har réknat ratt har
du att de tva matriserna &r lika, det vill siga (AB)C = A(BC), och du har
visat Sats 1.3.6.



Forelasning 2

Matrisaritmetik 11

Vi definierada forra gangen (2 x 2)-matriser och multiplikation av sadana.
Idag skall vi definiera dessa begrepp mera allmant.

2.1 Matriser

Lat m och n vara tva fixerade positiva heltal. En (m x n)-matris A &r en
ordnad rektangel med m - n tal,

a1 Q12 - Qinp

Q21 Q22 - QG2n
A=

m,1 Qm2 *° Amn

Maérk att en (m X n)-matris bestar av m-rader och n-kolumner. Talen
i matrisen A kallas koefficienter och indexeringen av dessa ges vid rad och
kolumn. Koefficient a;; ar placerad pa rad i och kolumn j. En kompakt
notation for matrisen &r A = (a;;), var vi inte dns indikerar antalet rader
och kolonner i matrisen. Antalet rader och kolonner refereras till storleken
till matrisen.

Exempel 2.1.1. Exempler pa matriser ar

1
123, |1
0

N O

Den forsta matrisen ér en (1 x 3)-matris, och den andra &r (3 x 2).



Definition 2.1.2. Tva matriser A och B av samma storlek adderas koeffi-
cientvis, och ger en ny matris av samma storlek. Om £ ar ett tal, sa definieras
skalarmultiplikationenen k - A som matrisen av samma storlek som A, men
dar varje koefficient ar multiplicerad med k.

Exempel 2.1.3. Viser att A+ B =B+ A.

2.1.4. Innan vi definierar matrisprodukten vill vi innfora lite summationsno-
tation. Vi vill anvinda symbolen > for summa, och specielt vill vi anvianda
symbolen for att pa ett kompakt sitt beskriva summering. Om vi har givet
siffror aq, ..., a,, och vi vill summera dessa da skriver vi

n

Zai:a1+a2+---+an.
i=1

Mark att nedre index indikerar var summationen borjar, och 6ver index in-
dikerar var summationen slutar.
Exempel 2.1.5. Till exempel vill vi skriva

7

E ai:a3+a4+a5—|—a6+a7,
=3

och
5

D (13— )% =10° 4 9% 4 8'°,

=3

2.2 Matrismultiplikation

Vi har definierad addition (och subtraktion) av matriser, samt skalarmultiplikation.

Definition 2.2.1. Lat A vara en (m X p)-matris, och B en (p X n)-matris.
Vi definierar produkten AB som (m X n)-matrisen med koefficienter

dar 1 <7< m,och1<j5<n.

Exempel 2.2.2. Betrakta matriserna

1 2 3 4
A_[Ol—l O} och B=

N = O =
— =



Matrisen A ar (2 x 4) och B ar (4 x 2). Detta betyder att vi kan utféra
produkten

AB — 1+0+3+8 —1+2+3+4}:{m 8}

0+0—-1+0 O0+1-1+0 -1 0

men ocksa produkten

1+0 2—-1 3+1 440 11 4 4
BA— 0+0 041 0—-1 0+0 _ 01 -1 0
140 2+1 3—-1 4+0 1 3 2 4
2+0 441 6-1 8+0 25 5 8

2.2.3. Nollmatrisen som ar matrisen med enbart noll som koefficienter, skriver
vi fortfarande 0. Léasaren maste sjalv ha koll pa vilken storlek nollmatrisen
har. For varje positivt heltal n definierar vi identitetsmatrisen 1 som (n x n)-
matrisen

1 om 1=y

1= (5i,j) dar 51‘,]' = { 0 om i %j

Symbolen §;; kallas Kronecker deltaet. Inversen till en (n x n)-matris A
definieras som (n x n)-matrisen B som har egenskapen att AB = BA = 1,
dar 1 betyder identitetsmatrisen av storlek (n x n). Inte alla matriser har

invers, men om en matris A har en invers sa ar denna unik och vi skriver
A1 for denna matris.

Exempel 2.2.4. Betrakta matriserna

1 2 3 —40 16 9
A=12 5 3 och 13 -5 -3
1 0 8 5 —2 -1

Om vi utfér matrisprodukten AB korrekt far vi

—40+26+15 16—-10—-6 9—-6-—3 100
AB=|-80+65+15 32—25—-6 18—-15—-3| =1({0 1 O
—40 + 40 16 — 16 9-8 00 1

Och lisaren kollar sjilv att BA = 1. Detta betyder att B = A~!, men ocksa

att A= B
Exempel 2.2.5. Betrakta ekvationssystemet

rT+2y+3z =
2z 4+ 5y + 32
r+8z =

I
— N



Detta system kan skrivas som matrisekvationen

x 4
A Yyl = 2 )
z 1]
dar matrisen )
1 2 3
A=12 5 3
10 8
Vi sag 1 Exempel (2.2.4) att matrisen
—40 16 9
B=|13 -5 -3
5 =2 -1

ar inversen till A, det vill siga B = A~!. Multiplicerar vi matrisekvationen
med A~! fran vanster far vi

x x 4
ATA |y = |yl =471 |2
z z 1
Vi har vidare att
4 —119
AN 20 =] 39
1 15
Detta betyder att ekvationssystement har den unika losningen z = —119,y =

39 och z = 15.

2.3 Uppgifter

Uppgift 2.3.1. Berikna matrisprodukten
3 -1
1

1 1
0 —2

O = O =

-1 -1

Uppgift 2.3.2. Anvand informationen i Exemplet 2.2.4 for att 16sa ma-
trisekvationen

1 2 3 1
2 5 3 = |2
1 0 8 3

N e R
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Uppgift 2.3.3. Tva personer ar och dricker tva sorters lask (sic!). Den ena
personen konsumerar 15 glas av sort A och 10 glas av sort B. Detta kostar
63 SEK. Den andra personen konsumerar 25 glas av sort A, och 17 glas av
sort B, till en summa av 106 SEK. Hur mycket kostade sort A per glas? Los
denna uppgiften pa foljande satt. Forst skriver du ekvationerna som kommer
fran texten pa matrisform. Sedan inverterar du den givna (2 x 2)-matrisen
(anvénd formeln som gavs forra veckan), och multiplicerar med inversen fran
vanster.

Uppgift 2.3.4. Lat A vara en godtycklig (m x n)-matris, och lat 1 vara
identitetsmatrisen av ratt storlek. Visa att A-1 = A.
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Forelasning 3

Avbildningar av planet

3.1 Euklidiska planet
Vi kommer att behandla linjara avbildningar av planet i detalj. Det mera
allménna fallet &r behandlat i Appendix B.

Definition 3.1.1. Det Euklidiska planet ar mangden av alla ordnade par av
reella tal. Denna méngd skriver vi som R?. Med andra ord

R? = {(2,9) | reella tal z och y}.

Planet kanner vi oss fortroliga med. Vi skall nu borja titta pa en klass
av avbildningar fran planet till sig sjalv.

3.2 Matrisavbildningar

Lat A = [i 2] vara en fixerad (2 x 2)-matris. Vi anvinder denna for att

definiera en avbildning
Ty: R2 — R2
pa foljande satt. Lat (z,y) vara ett godtycklig element i R?. Vi definierar
Ta(z,y) = (az + by, cx + dy).

Detta anger vad elementet (z,y) skall skickas till, ndmligen elementet (ax -+
by, cx+dy). Sattet vi anvinder matrisen A ar som foljer. Vi tar det godtyck-
liga elementet (z,y) och skriver denna som en (2x 1)-matris, och multipliceras
sedan med matrisen A fran vénster

e I S A S e B R R )

12



Efter matrismultiplikation med A har vi en (2 x 1)-matris som vi ldgger ned
och betraktar som en punkt (ax + by, cx + dy) i planet.

2

Exempel 3.2.1. Lat A = [4 3

] . Denna matris ger avbildningen

T,: R? — R?

som skickar elementet (x,y) till (22 + y, 4z + 3y). Specielt ser vi att (1,0)
skickas till (2,4) och att (0,1) skickas till (1,3). Vi har att (1,1) skickas till
(3,7), och att (0,0) skickas till (0,0). Det kan vara instruktivt nu att rita
upp kvadraten med hérn i punkterna (0,0), (1,0),(0,1) och (1,1) och sedan
se vad denna kvadrat skickas till under avbildningen T'4.

3.3 Linjaritet

I Exemplet (3.2.1) ovan kan vi mérka oss att forsta kolumnen i matrisen A &r
precis koordinaterna for 7'(1, 0) och att andra kolumnen &r koordinaterna till
T(0,1). Dessa tva element kommer att spela en viktig roll i fortsdtningen,
och vi ger dessa egna namn.

Definition 3.3.1. Elementet (1,0) skriver vi som e; och elementet (0,1)
skriver vi som es. Dessa tva element kallas standardbasen for R2.

3.3.2. Lat oss aterga till Exemplet (3.2.1). Elementet (1,1) = e; + e, och vi
har att T4(1,1) ges som matrismultiplikation med matrisen A fran vénster.
Notera dock att vi har

1 1 0
il = lof + - )
Med andra ord har vi att Ta(1,1) = Ta(e1) + Ta(ez).

Lemma 3.3.3. Lat A wvara en (2 X 2)-matris, och betrakta avbildningen
Ta: R? — R2. For varje element (x,y) i R? har vi att

Ta(z,y) = xTa(er) + yTa(ez).

Proof. Vi har att (x,y) = (x,0) + (0,y) =« - (1,0) + y - (0,1). Matrismulti-
plikation ger nu

T A T PR P

Med andra ord att T(x,y) = xTa(e1) + yTa(e2). O
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Definition 3.3.4. En avbildning f: R? — R? kallas linjar om
f(l’,y) :x'f(el) +y'f(e2>7

for alla element (z,y) i R2.

3.3.5. Avbildningar i allménhet kan var obeskrivligt komplicerade, men
dessa skall vi inte fokusera pa. Vi skall enbart betrakta linjara avbildningar.
En linar avbildning ar bestamd av sitt varde pa tva element, namligen e; och
es. Vi har sett att en matrisavbildning T4, det vill saga en avbildning som
kommer fran multiplikation med en matris A, ar linjar. Detta dr namligen
kontentan av Lemma (B.1.6.1). Det omvénda géller ocksa.

Sats 3.3.6. Lat f: R*> — R? vara en linjar avbildning. Da finns en (2 2)-
matris A sadan att matrisavbildningen Tx dr den linjdra avbildningen f.
Mera precist har vi att om f(e1) = (a,b) och f(es) = (¢,d) da ges

a c
A= [b d} |
Proof. Se uppgifterna. O

3.3.7. Notera att koordinaterna till f(e;) kommer som férsta kolumn, ej rad
i matrisen A. Likadant ar koordinaterna till f(es) andra kolumn i matrisen.

Exempel 3.3.8. Lat f: R? — R? vara givet som spegling om y-axeln. Da
har vi att

flz,y) = (—2,y). (3.3.8.1)
Detta &r en linjar avbildning da f(x1 + 2o, y1 +y2) = (— (1 + 22), 91 + y2) =

f(z1,y1) + f(x2,92), och vi har att f(c(x,y)) = (—cz,cy) = cf (x,y).
Vi har vidare att f(e;) = —e; = (—1,0) och att f(ea) = ex = (0,1).

_01 (1)] . Detta betyder att

=E =)

Vilket sammanfaller med uttrycket (3.3.8.1).

Detta ger matrisen A = [

Exempel 3.3.9. Lat f: R®> — R? vara rotation med % radianer (eller
om du vill 60 grader) moturs, omkring elementet (0,0). Detta &r en linjar
avbildning, vilket betyder att det finns en matris A sadan att T4 = f. Om
man ritar en tydlig figur ser man att

flen) = (cos(Z).sin(D) = (5, 22)

14



Den triangel som forekommer i denna téankta figur vill ocksa forekomma i din
figur nér du vill beskriva f(ey). Du far att

fle2) = (= Sin(g),cos(g)) = (_§7%

1 _ﬁ]
2 2
ﬁ .
2
Specielt betyder detta att f(2,5) har koordinater
A2 = 2V3

5 V3+32

Definition 3.3.10. Bildrummet till en avbildning f: R?> — R? ér alla
punkt (y1,y2) som ar pa formen (y1,y2) = f(x1,x2), for nagon punkt (xq, xs).

).
Detta ger matrisen

A=

N[

3.4 Uppgifter

Uppgift 3.4.1. Lat f: R?> — R? vara rotation med 7 radianer omkring
origo (0,0), men medurs. Avbildningen ar linjar. Beskriv matrisen A som ar
sadan att f = T}y.

Uppgift 3.4.2. Avbildningen T4: R?> — R? ges av matrisen
1 =2
A= [_3 ; } |

Visa att punkten P = (—1,2) &r med i bildrummet till avbildningen T4.
Bestdm ocksa en punkt () som inte ar med i bildrummet till T'4.

Uppgift 3.4.3. Visa Sats (3.3.6). Lat f vara en avbildning fran planet
till planet, och konstruera matrisen A som Sats (3.3.6) anger. Anvénd nu
linjaritetet till f for att visa att f(z,y) = Ta(z,y) for alla (z,y) i R?, vilket
betyder att f = Tj.

Uppgift 3.4.4. Lat T4: R> — R? vara den linjara avbildning vi far vid
rotation med 6 grader, moturs, omkring origo. Anvand en bra figur for och
visa att matrisen A som beskriver avbildningen T4 ar

_ |cos(f) —sin(h)
~ |sin(f)  cos(h)
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Forelasning 4

Geometri i planet

Nar du laser denna text ar det bra om du ritar bilder for att exemplifiera
innehallet. Det ar lite komplicerad med i .tex, och déarfor avstar jag fran att
lagga vid illustrationer aven om dessa ar mycket hjalpsamma.

4.1 Vektorer och ortogonalitet

Det Euklidiska planet betecknas med R? och dr mingden av alla ordnade
reella tal,

R? = {(a,b) | reella tal a och b}.

Ett element (a,b) i R? kallas ibland for en punkt P = (a,b) och ibland for
en vektor v = (a,b). Aven om det anviinds olika namn for element i planet,
ar det viktigt att komma ihag att det alltid handlar om samma begrepp.
Anledningarna till de olika namnen &r mera av psykologisk art. Blant annat
ritar vi en punkt P = (a, b) som en prick i planet, medan en vektor v = (a, b)
ofta ritas som en pil som borjar i origo, och slutar i (a,b).

Definition 4.1.1. Langden till en vektor v = (a,b) ar definierad som talet
va? + b%, och vi skriver ||v|| for detta tal.

4.1.2. Det ar klart att det ar Pytagoras’ Sats som ligger till grunn for defi-
nitionen ovan. Ritar man upp vektor v = (a,b) som en pil ser vi att pilens
langd blir hypotenusan i en triangel dar kateterna har langd |a| och |b].

4.1.3. Vimérker att lingden till en vektor v = (a, b) alltid &r ett icke-negativt

tal, och att den enda vektor v = (a,b) med langd ||v|| = 0 &r noll-vektorn
v =(0,0).
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Definition 4.1.4. Betrakta tva vektorer u = (a,b) och v = (¢,d). Deras
skalarprodukt ar talet definierad som

< u,v >=ac+ bd.
Exempel 4.1.5. Om n = (a,b) ar en vektor har vi att
<n,n>=a*+b = |n|’.

Lemma 4.1.6. For alla vektorer u,v och w, och alla tal t har vi att foljande
wdentiteter galler

1) <utvw>=<u,w>+ <v,w>

2) <tu,w >=1t < u,w >.

Proof. Se uppgifterna. ]

Definition 4.1.7. Tva vektorer u och v ar wvinkelrdta (och ibland séger vi
ortogonala) om deras skaldrprodukt < u,v >= 0.

Exempel 4.1.8. Betrakta vektorn v = (2,5) och vektorn v = (—10,4).
Dessa tva vektorer ar vinkelrata da

<u,v>=2-(—10)+5-4=0.

4.2 Linjer

Lat P = (p1, p2) vara en punkt, och v = (¢, d) en vektor skilld fran nollvektorn
(0,0). Ritar du in vektorerna

3
P+v, P+4+2v, P+3v, P-—u, P+§v
sa inser du att alla dessa ligger pa linjen som gar genom punkten P och har
riktning v. Vi definierar linjen L genom punkten P och med riktningsvektor
v, som mangden

L={P+tv]|tal t}.

4.2.1. Mark att mangden som en linje L utgor, kan skrivas med en massa
olika riktningsvektorer och olika punkt. Om P’ 4r nagon punkter pa linjen
L och vektorn v’ dr nollskild, och sadan att v = s - v, for nagot tal s, da har
vi att

L={P+tv]| talt} ={P +t| tal t}.
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4.2.2. Med riktningsvektorn v till linjen L fixerad far vi parallella linjer
L'={Q+tv| tal t} till L ={P +tv| tal t}, nir vi varierar punkten som
riktningsvektoren utgar i fran.

Exempel 4.2.3. Linjen genom origo, och med riktningsvektor v = (3,4) ar
méngden {(3t,4¢t) | tal t}.

4.3 Normallinjer

Lat L vara en given linje i planet. Om v och v" ar tva riktningsvektorer
for linjen L da finns det tal s sadan att v’ = sv. Specielt har vi att om
en vektor n = (a,b) ér vinkelrdt med v sa foljer det av Lemma (4.1) att n
ocksa ar vinkelrdt med ¢’. En nollskild vektor n = (a,b) som ar vinkelrdt
med riktningsvektorerna till linjen L kallas en normalvektor till linjen L. En
normallinje N till linjen L, genom en punkt P &r linjen

N={P+tn]| tal t}

dér n = (a,b) # (0,0) &r nagon normalvektor till linjen L.

4.4 Ekvation for linjer
En linje i planet kan skrivas som losningarna till en ekvation pa formen
ar + by +c =0,

for nagra tal a,b och ¢, diar a och b inte bada kan vara noll. Detta betyder
att for en given linje L sa finns tal a, b och ¢ sadan att

L ={(z,y) | ax + by + ¢ = 0}.

4.4.1. Inte heller ekvationerna ar unika. En linje L som ges av ekvatationen
ar + by + ¢ = 0, ges ocksa av ekvationen atx = bty + ct = 0, dar talet ¢ #£ 0.

Lemma 4.4.2. Lat en linje L vara given som L = {P +tv | talt}, dér
P = (p1,pa2), och v = (v1,v2) # (0,0). Lat n = (a,b) vara en nollskild
normalvektor for linjen L. En ekvation for linjen L dar

ar + by +c =0,

dar ¢ = —ap; — bps.
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Proof. Betrakta linjen L = {P + tv | talt}, dar P = (p;,p2), coh med
riktningsvektor v = (vy,vy). Lat n = (a,b) vara nagon normalvektor till
linjen L, och betrakta en godtycklig punkt (z,y) i planet. Differansen

(x —p1,y — p2)

ar en vektor. Flyttar vi pilen som representerar vektorn (xr — pi,y — p2)
till att borja i punkten P, da vill pilen sluta i (z,y). Denna differansvektor
(x —p1,y — po) ligger pa linjen L om och endast om vektorn ar vinkelrét med
normalvektorn n = (a,b). Rita en bra bild hér. Vi har att (z — p1,y — p2)
ar vinkelrat med normalvektorn n om och endast om deras prickprodukt ar
noll. Vi anvénder Lemma (4.1) for att berdkna prickprodukten, och vi far
att
< (z —p1,y —p2); (a,b) >= ax — ap1 + by — bpx = 0.

Det vill saga att en ekvation for linjen L ges som ax + by + ¢ = 0, med
c= —ap; — bps. O

Lemma 4.4.3. Lat L vara en linje som ges som nollsstallemdngden till ek-
vationen ax + by + ¢ = 0. Lat P = (p1,p2) vara nagon punkt sadan att
apy + bps = —c. Da ges linjen av

L={P+t(—b,a)| talt}.
Proof. Se uppgifterna. O]

Exempel 4.4.4. Linjen L = {(3t,4t) | tal t} kan ocksa beskrivas som
losningarna till ekvationen —4x + 3y = 0.

4.5 Avstand fran en punkt till en linje

Lat @) vara en given punkt i planet, och L en given linje. For varje punkt P
pa linjen kan vi méata avstandet fran @ till punkten P. Avstandet ges som
langden av vektorn Q — P. Det finns en punkt R pa linjen dar avstandet till
@ ar det minsta, och detta avstand kallar vi avstandet fran @ till linjen L.
Vi vill berékna detta avstand (rita en forklarande bild hér).

Steg 1 Lat linjen L vara given av ekvationen
ar + by +c=0.

Vi vill berdkna avstandet fran linjen L till punkten @ = (q1,¢2). Vi later
P = (p1, p2) vara nagon punkt pa linjen, det vill sdga att

apy + bpy + ¢ = 0. (4.5.0.1)
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Lat v vara en riktningsvektor till linjen, och vi har att
L={P+tv]| tal t}.

Lat vidare n = (a,b) vara en normalvektor till linjen L, det vill sdga en
vektor sadan att < n,v >= 0.

Vi betraktar differansen () — P. Detta ar en vektor som vi kan tanka pa
som en pil som borjar i origo och slutar i koordinaterna ) — P. Denna vektor
kan vi skriva som

Q—P=w-+u,

dar w = tv och u = sn. Rita nu en forklarande bild. Vi har att

Q — P =tv+ sn.

Steg 2 Avstandet vi forsoker bestamma &r langden av vektorn s -n. Om
vi nu betraktar skaldrprodukten < @ — P,n > sa har vi fran Lemma (4.1)
att

<Q-Pn>=t<v,n>+s<nn>=0+s|n|>

Detta ér en ekvation bestaende av tal. Vektorn n = (a,b) antar vi ar nollskild,
och specielt har vi att ||n||* # 0. Darmed har vi ett uttryck for talet

H ||2 <Q—-Pn>. (4.5.0.2)
Sats 4.5.1. Lat L vara linjen som ges av ekvationen ax + by + ¢ = 0, och
lat Q = (q1, q2) vara en godtycklig punkt i planet. Avstandet fran punkten Q
till lingen L ar

|CLQ1 + bQQ + Cl

Vaz £z

Proof. Vi har ovan (4.5.0. 2) sett att avstandet ges som léngden av vektorn
sn, dér n = (a,b) och s = i H2 < @ — P,n >. Vi har att langden ||sn|| &r

V(as)? + (bs)2 = v/s2(a2 + b2) = |s|Va2 + b2 = |s| - ||n]]. (4.5.1.1)

Vi vill nu bestdmma ett uttryck fér beloppet |s| till talet s. Vi anvénder
Lemma (4.1) och far att

<Q—-—Pn>=<Q,n>—<Pn>.
Vi har vidare att < Q,n >=< (q1, @), (a,b) >= aq; + bga, och da ocksa att
< P,n >= ap; + bpy. Punkten P var pa linjen, och vi har fran (4.5.0.1) att
< P,n >= —c. Detta ger att

|| = 7l <@ —Pn>[=70ps

lagq1 + bgz — (—c)|.

|HP HW
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Anvénder vi nu slutligen (4.5.1.1) ser vi att avstandet fran punkten @ till
linjen L ges som

In||  lag: + bgs + |

nlE T V@R

l|sn|| = |agi + bgs + | |

4.6 Uppgifter

Uppgift 4.6.1. Berdkna avstandet fran punken @ = (1,2) till linjen L som
ges av ekvationen 3z + 4y = 5.

Uppgift 4.6.2. Anvand definitionen av skaldrprodukt for att visa bada
pastaendena i Lemma (4.1).

Uppgift 4.6.3. Visa Lemma (B.2.1.1), t.ex. pa foljande satt. Lat L vara
linjen som ges av ekvationen az + by + ¢ = 0, och lat L’ vara linjen

L'={P+tv| tal t},

dar P och v dr som i Lemmat. For att visa att L = L’ maste vi visa att varje
punkt i L' & med i L, och omvént. Lat @) vara en punkt i L'. Skriv ut vad
detta betyder, och kolla att koordinaterna till () satisfierar ekvationen som
bestammer L. Da har du visat att I/ C L. For att visa det omvanda kan du
anvianda Lemma (?7).
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Forelasning 5

Area och determinant

Forra gangen visade vi en formel for avstandet mellan en punkt P = (p,q)
och en linje L. Om linjen L var given som nollstallenméngden till ekvationen
ar + by + ¢ = 0, da var avstandet given av formeln

| ap+ bq + ¢ |

Va + b2
5.1 Area av parallellogram

Tva punkter P och @ i planet vill tillsammans med origo och punkten
P + @ bilda ett parallellogram. Och varje parallellogram bestams av tva
hornpunkter P och Q. Mark att vi tillater degenererade parallellogram. Om
P och @ ligger pa samma linje genom origo, vill de fyra hornen inte ge
ett parallellogram i ordets vanliga mening, men enbart ett linjesegment. Vi
tillater dock sadana fall.

Proposition 5.1.1. Lat P = (p1,p2) och Q = (q1,q2) vara tva punkter i
planet. Arean av det parallellogram som punkterna P,Q, P + Q och origo
spanner upp ar

| P1g2 — P2 |
Proof. Arean ges som bekant av héjden multiplicerad med bredden. Bredden
kan vi bestimma via Pytagoras Sats som ||Q|| = \/¢? + ¢5. Hojden ar precis
avstandet fran P till linjen L som gar genom origo och ). En ekvation for
linjen L genom @) och origo, ar

@pr—qy = 0.
Av Sats (4.5.1) far vi nu att hojden i parallellogrammet &r

| gap1 — 12 |

Vai+ 4
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Multiplicerar vi nu uttrycket for héjd med uttrycket for bredd erhalls det
onskade svaret. [

5.2 Area och avbildningar

Vi har att en linjar avbildning 7': R? — R? ges som matrismultiplikation
med en given (2 X 2)-matris A. Vi kommer ihag att matrisens tva kolumner
ges av koordinaterna till 7(1,0) och 7°(0,1). Om vi later (a,b) = T'(1,0),
och (¢,d) =T(0,1) har vi att matrisen

a ¢
=l
bestammer avbildningen 7. Determinanten till matrisen A ar talet
det(A) = ad — be, (5.2.0.1)

som vi bekantade oss med i Uppgift 1.4.2.

Proposition 5.2.1. Ldt T: R? — R? vara en linjdr avbildning, given som
matrismultiplikation med matrisen A. Ldt Q vara enhetskvadratet i R? med
horn (0,0), (1,0),(0,1) och (1,1). Bilden av Q under avbildningen T dr ett
parallellogram, och arean till parallellogrammet T(SY) dr | det(A) |.

Proof. Vi har att ) avbildas pa parallellogrammet med hérn 7(1,0) = (a, b)
och T(0,1) = (¢,d). Arean av parallellogramet ges av Proposition (5.2.1)
som beloppet av ad — be, vilket ocksa ar uttrycket for determinanten. O

5.3 Sammansatning

Om T: R?> — R? och U: R?> — R? ar tva funktioner fran planet till
planet, kan vi definiera deras komposition. Vi har kompositionsfunktionen
UoT: R* — R?
som ar funktionen vi far vid att forst anvianda T och sedan anvinda U. Med
andra ord, en godtycklig punkt (z,y) i planet skickas till punkten
(@,y) = T(z,y) — U(T(z,y)).

Lasaren bor lagga notationen pa minnet. Funktionssammanséatning lases fran
hoger mot vénster. Kompositionen U o T betyder att 1" anvands forst, och
sedan U. Kompositionen 7o U betyder at U anvands forst och sedan 7.

Om funktionerna U och T bada ar linjara ar dessa givna av matriser och
matrismultiplikation.
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Lemma 5.3.1. Om matrisen A ger avbildningen T och matrisen B ger av-
bildningen U, da ges sammansatningen U o T av matrisprodukten BA.

Proof. Se uppgifterna. ]

Exempel 5.3.2. Lat den linjira avbildningen 7: R?> — R? vara given av
a c
b d
lellogrammet som enhetskvadratet skickas till under 7', har area |ad — bc].
Antag nu att arean ar nollskild. Da har vi fran tidligare att matrisen A ar
inverterbar, och inversen ges av matrisen

1 d —c
B=—— .
ad — be {—b a ]
Betrakta nu den linjira avbildningen U: R? — R? som ges vid matrisen
B och matrismultiplikation med denna. Av Proposition (5.2.1) har vi att

enhetskvadratet skickas med U till ett parallellogram med area |det(B)].
Beraknar man determinanten till B far man att

B 1 1
~ad—bc  det(A)’

matrisen A = [ ] Vi har av Proposition (5.2.1) att arean av paral-

det(B)

Vad hander med enhetskvadraten under sammansatningen U o T'7 Forst
har vi en avbildning 7" som skickar enhetskvadratet till ett parallellogram
med hornpunkter P = (a,b) och @ = (c¢,d). Sedan har vi en avbild-
ning U som skickar enhetskvadratet till ett parallellogram med hornpunkt
P = —1-(d,—b) och Q = —4-(—c,a). Men sammansittningen ges av
Lemma (5.3.1) av matrisprodukten BA. Da B &r inversen till A har vi
att BA éar identitetsmatrisen, och det foljer att sammanséatningen U o T
ar identitetsavbildningen. Med andra ord skicka enhetskvadratet till enhet-

skvadratet.

5.4 Singuljara matriser

En matris A vars determinant ar noll, kallas singuljar. Hur ser dessa ut? Lat
A vara given, och betrakta den tillhérande linjéra avbildningen 74 : R?> —
R?. Forsta kolonnen i A ges av koordinaterna till T4(1,0) = (a,b). Om
(a,b) = (0,0) da &r det klart att determinanten till A &r noll. Antag darfor
att (a,b) # (0,0). Da finns det en unik linje L genom origo och punkten
(a,b). Om punkten 7'(0, 1) inte hamnar pa punkten L da vill enhetskvadratet
hamna pa ett dkta parallellogram med nollskild area. Darfor, om A skall bli
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singuljar sa maste punkten 7'(0, 1) hamna pa linjen L. Alla punkter pa linjen
L &r pa formen t(a,b), for nagon skaldr t. Med andra ord har vi att andra
kolonnen i matrisen A ar (at, bt). Detta betyder att de singuljéra matriserna

ar pa form
A a ta 1 A - 0 c
oo Y T o dl

5.5 Uppgifter

Uppgift 5.5.1. Betrakta den linjara avbildningen 7: R> — R? som ar
bestdmd av 7°(2,0) = (2,4) och T'(0,5) = (3,—7). Hitta matrisen A som
beskriver avbildningen 7.

Uppgift 5.5.2. Betrakta den linjara avbildningen 7: R?* — R? som é&r
bestdamd av T(2,1) = (2,4) och T'(2,3) = (3,—7). Hitta matrisen A som
beskriver avbildningen 7" (Skriv nu upp ett ekvationssystem som du loser vid
invertering av en matris).

Uppgift 5.5.3. Visa Lemma (5.3.1). Visa forst att sammansétningen U o T
ar linjar. Och visa sedan att sammanséatningen ges av matrisen BA.

Uppgift 5.5.4. Visa att matrisen A = [Z ccl] ar inverterbar om och endast
om det(A) # 0.

Uppgift 5.5.5. Visa att matrisen A = ar singuljar om och endast

a c
b d

om ena raden i matrisen ar en multipel av den andra raden.
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Forelasning 6

Losningar till ekvationssystem

6.1 Ekvationer

En linjar ekvation i n variabler 1, ..., x, ar en ekvation pa formen

a1r1 + asxy + - - - T, = b,

med givna tal aq,...,a, och b. Ett linjart ekvationssystem i n variabler
x1, ..., T, ar ett andligt antal linjara ekvationer i variablerna xy, ..., z,.

Exempel 6.1.1. Foljande tva linjara ekvationer

2 —y+2z =3
r+2y =0

ar ett ekvationssystem med tre varibler x,y och z. Systemet bestar av tva
ekvationer

6.1.2. Ett allmant linjart ekvationssystem skriver vi vanligtvis som

1,10 + 12T + -+ a1, = b
2121 + dooTo + -+ Aoy, = by

(x) = : (6.1.2.1)
Am, 171 + Am 22 +- AmnTn = bm

Med detta menas att vi har givna tal a;; for varje 1 < ¢ < m och varje

1 < j < n, samt talen by,...,b,. Variablerna ar xi,...,z,, och det ar n
stycken av dessa. Antalet linjara ekvationer i systemet ar m.

6.1.3. Losningsmangden till ett givet ekvationssystem ar alla ordnade n-
tupler av reella tal (¢, ..., t,) som satisfierar alla m ekvationer som férekommer
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i ekvationssystemet. Detta betyder att for varje ¢ = 1,...,m har vi att
(t1,...,t,) ar sadan att

aiity + aiots + -+ @ity = b

6.1.4. Kom ihag att méngden av alla ordnade n-tupler av reella tal bildar
det Euklidiska n-rummet R"™. Losningsmangden till ett ekvationssystem i n
variabler blir alltid en delmangd i R"™.

Exempel 6.1.5. Betrakta igen ekvationssystemet i Exemplet (6.1.1). Den
sista ekvationen ger att x = —2y, vilket insatt i den forsta ekvationen ger
att 2- (—2y) —y+ z = 3. Det vill sidga att z = 3+ 5y. Losningsméngden till
ekvationssystemet dr alla punkt i R® pa formen

(—2t,t,3+ by)

for godtyckliga tal ¢.

6.2 Systematisk losning av ekvationssystem

Nér man skall 16sa mera komplexa system an sadana enkla som i Exemplet
(6.1.1) l6nar det sig att vara mera systematisk. Vi borjar med att observera
tre enkla operationer som inte andrar losningsmangden till ett system.

Radbyte Givet ett ekvationssystem (x). Detta system bestar av m ekva-
tioner som vi vill referera till rader. Det ar klart att om vi byter plats pa
rader i ett ekvationssystem sa dndras inte l0sningsméangden.

Multiplikation med ett nollskild tal Givet ett ekvationssystem (x). Om
vi tar och multiplicerar en rad i ekvationssystemet med ett nollskild tal ¢ # 0,
da far vi ett nytt ekvationssystem. Men, det ar klart att 16sningsméngden
inte andrar sig. Eller?

Addera en rad med en annan Givet ett ekvationssystem (x). Multi-
plicera en given rad ¢ med ett tal ¢, och addera denna nya rad till raden j. I
det nya ekvationssystemet (*') har vi &ndrat enbart rad j, men 16sningsméangden
ar den samma. Denna operation pa ekvationsystemet ar inte lika uppenbar
som de tva foregaende. Notera nu att raden j i det nya ekvationssystemet &ar

(aji+cair)rr + (a2 + caio)rs + -+ - + (ajn + ca;n)x, = bj + cb;.

Kolla nu (se Uppgifterna) att en lésning (¢q,...,t,) till ekvationssystemet
(%) ocksa ar en 16sning till det nya ekvationssystemet (*'), och vice versa.
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Elementara radoperationer Vikan manipulera ett ekvationssystem med
de tre operationerna ovan, utan att andra losningsméngden. Dessa opera-
tioner kallas elementara radoperationer.

Exempel 6.2.1. Betrakta ekvationssystemet

T+3y+z =2
2v 4+ Ty =2 (6.2.1.1)
—r—4y+3z =1

Vi tar och adderar -2 ganger rad ett till rad tva. Den enda rad som andrar
sig blir rad tva . Ekvationssystemet blir nu

r+3y+z = 2
y—2z = =2
—r—4y+3z = 1

Sedan tar vi och adderar 1 ganger rad ett till rad tre. Ekvationssystemet blir
nu
r+3y+z =2
y— 2z =2
—y+4z =3

Ekvationssystemet har nu variabeln x enbart i den forsta raden. Lat oss nu
ta -3 ganger rad tva och addera till rad ett, och sedan tar vi och adderar 1
ganger rad tva till rad tre. Ekvationssystemet blir

r+7z = 8
y—22z = =2
2z = 1

Variabeln y forekommer nu enbart i rad tva. Vi multiplicerar rad tre med %,
och sedan tar vi 2 ganger rad tre och adderar till rad tva , och slutligen -7
ganger rad tre och adderar till rad 1. Detta ger ekvationssystemet

o= 2
y = -1 (6.2.1.2)
: = ]

Notera att vi enbart har anvant elementara radoperationer pa ekvationssys-
temet (6.2.1.1). Detta betyder att l6sningsméngden till (6.2.1.1) &r precis
den samma som lésningsméngden till (6.2.1.2). Men l6sningsméangden till
(6.2.1.2) ar latt att ldsa ut, . X

21,0,
27 7)

( 2
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6.3 Gauss-Jordan elimination

Tillvigagangssittet som anvéndes i Exemplet (6.2.1) kan appliceras pa alla
ekvationssystem, och kallas Gauss-Jordan elimination. Den allméanna algo-
ritmen ar som foljer. Betrakta ett givet ekvationssystem (x). Borja med
forsta kolumn. Om alla a1, ..., a1 ar lika med noll, fortsatt till kolumn
tva. Om inte, plocka ut en rad ¢ dar a;; # 0. Byt plats pa raderna 1 och <.
Mulitplicera nu den, nya , forsta raden med al_j. Detta betyder nu att den
forsta raden ar

!/ / /
T+ ay %o + - Ay, Ty = by,

dir ay ; = Zli och b} = ab—’l Sedan anvéander vi rad 1 for att eliminera all
forekomster av z; 1 de andra raderna. Dvs, multiplicera rad ett med —ag;
och addera tilll rad tva, multiplicera rad ett med —as; och addera till rad
tre, osv. Ekvationssystemet blir da pa formen

1 +@’172x2 44 a’lmxn = b
/ / /
Ag9T2 + -+ + Ay Tn

2

/ / _ /
am,2x2 +ooet am,nxn - bm

Nu ar vi klara med variabeln x;. Vi tittar nu pa kolumn tva, men inte pa
rad ett. Vi stryker bort rad ett for ett tag. Om alla siffror aj,, ..., ay, , ér
noll fortsétter vi till kolumn tre. Om det finns en siffra a;, som ar nollskild,
byt plats med rad 2 och j, multiplicera rad 2 med a;%. Rad tva blir nu pa
formen

" " /!
Ty + Ay 373+ - + g, Ty = b,

déar vi hela tiden byter namn pa koefficienterna. Men, vad koefficienterna
ar spelar inte nagon roll. Nu anvander vi rad tva for att eliminera alla
forekomster av variabeln x5 i raderna 3,...,m och i rad 1. Detta beskriver
Gauss-Jordan eliminationen, som vi avslutar efter ett andligt antal steg.

Exempel 6.3.1. Betrakta ekvationssystemet

T1 + 229 + x3 — 314 + D5 + T =
3x1 + 6x9 + 6x3 — 1524 + 2125 + X6
201 +4x9 + 3x3 — 84 + 1275 + x4

511 + 10z9 + Tx3 — 1924 + 2925 + 226 = 1

1
2
3 -

—_

Det ar lite trist och jobbigt att ta med alla variabler nar vi utfér Gauss-Jordan
eliminationen. Och darfor skippar vi just detta. Systemet ovan skriver vi
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istallet som matrisen

121 =3 5 1] 1
3 6 6 —15 21 1 | 2
2 4 3 -8 12 1| 3
5 10 7 =19 29 2 | 11

Vi utfor de elementéra radoperationerna som foljer. Vi har en ledande etta
i forsta raden, forsta kolumen. Denna anvéinder vi for att eleminera talen i
forsta kolumn, i raderna 2, 3 och 4. Detta ger

121 -35 1 | 1
003 66 —2 | —1
001 -22 1] 1
002 —44 -3/ 6

Vi ar nu klara med kolumn ett. I kolumn tva finns det enbart noll pa raderna
2, 3 och 4. Vi fortsatter darfor till kolumn tre. Vi byter plats pa rad 2 och
3. Och sedan fixar vi till att det blir noll 6ver och under den ledande ettan.
Nu borde ni fa fram matrisen

120 -13 2 ] 0
001 -22 -1 1
000 0 0 1 | —4
000 0 0 -1 4

Vi fortsatter till kolumn fyra, men i raderna tre och fyra finns bara nollor.
Vi fortsatter till kolumn fem, och héar finns det ocksa enbart nollor i raderna
tre och fyra. Vi fortsétter till kolumn sex, och hér har vi en ledande etta. Vi
fixar nollor 6ver och under den ledande ettan i rad tre, och erhaller

120 -130] 8
001 —220 ] -3
000 0 01] —4
000 0 00] 0

Har terminerar Gauss-Jordan algoritmen, och vi skall kunna lasa av losningsmangden.
Vi borjar med den sista ledanden ettan, den i rad tre. Rad tre betyder att

r¢ = —4. Det finns ingen ledande etta i kolumn fem, vilket betyder att

x5 = s kan valjas godtyckligt. Likadant kan x4 = ¢ valjas godtyckligt. I rad

tva har vi en ledande etta for kolumn tre, detta betyder

T3 — 224 + 205 = —3.
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Med andra ord att x3 = —3+42t—2s. Det finns inga ledande ettor for kolumn
tva, och detta betyder att xo = u ocksa kan véljas godtyckligt. Slutligen har
vi att

T1+ 229 — x4 + 325 = 8.

Detta betyder att l6sningsméngden till ekvationssystemet ar alla punkt i R®
pa formen
(8 =2u+1t—3s,u,—3+ 2t — 2s,t,s,—4),

med godtyckliga tal s,t och wu.

6.4 Uppgifter

Gauss-Jordan eliminationen ar inte svar att varken lara sig eller att forsta.
Om Gauss-Jordan eliminationen &ar oklar, prata med nagon for att genast fa
klarhet omkring detta.

Uppgift 6.4.1. Los ekvationssystemet

20 +3y+42 = 2
20 + 5y + 2 D.
dr+ 10y —2z = 1

Uppgift 6.4.2. Visa att radoperationen som beskrivs som addera en rad till
en annan i Sektion 6.2 inte dndrar losningsmangden.

Uppgift 6.4.3. Visa att de tre radoperationerna i Sektion 6.2 faktisk enbart
bestar av tva operationer.
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Forelasning 7

Elementara matriser

7.1 Elementara radoperationer och matriser

Vi paminner om att ett ekvationssystem &r ett &ndligt antal linjéra ekvationer
i ett andligt antal okanda. Vi skriver ett ekvationssystem som

1101 + a12T2 + - F a1, = by
a1 + dooxo + -+ agpnty, = bo

(%) :
121 + A 2X2 + -+ Amndn = bm

Losningsméngden till ekvationssystemet (x) &r en delméngd av R™. Vi har
att det Euklidiska n-rummet R™ ar mangden av alla ordnade n-tupler av
reella tal. Losningsméngden till (x) ar alla ordnade n-tupler (¢, ...,t,) som
satisfierar ekvationerna i ekvationssystemet.

7.1.1. Ekvationssystemen kan 16sas pa ett systematisk satt. Den algoritm
vi anvander kallas Gauss-Jordan elimination, och anvander sig av tre ele-
mentdra radoperationer. De elementéra radoperationerna var a) multiplicera
en rad med ett noll-skild tal b) byta plats pa tva rader och c) addera till en
given rad en multipel av en annan rad.

De elementara radoperationerna andrar inte losningsméangden till ekva-
tionssystemet, men sjalva ekvationssystemet. Vi anvander elementéara rad-
operationer for att fa fram ett ekvationssystem varifran vi latt kan lasa av
losningsmangden.

Exempel 7.1.2. Betrakta ekvationssystemet, i tre okanda z,y och z.

Tty = 3
y+22 = 1. (7.1.2.1)
20 +y+2z = 2
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Som brukligt skriver vi upp totalmatrisen till systemet for att inte behdva
skriva upp de okédnda varje gang. Totalmatrisen ar

I forsta kolonnen har vi en ledande 1, och vi vill astadkomma 0 under denna
ledande 1. Detta ordnar vi om vi adderar till den tredje raden -2 ganger den
forsta raden. Denna operation ger matrisen

(7.1.2.2)

N O =

1
1
1

NN O
N — W

1 1 0

o 1 2| 1]1. (7.1.2.3)
0 1

Nu ar vi klara med forsta kolumnen, och fortsatter med andra kolumn. Vi
andvéander 1 pa plats (2,2) som ledande etta. Vi skaffar oss noll ovan och
under denna ledande 1 i tva steg. Till den tredje raden adderar vi 1 ganger
av rad 2, och sedan tar vi och adderar till den forsta raden -1 ganger rad 2.
Detta ger matrisen

10 -2 | 2

o1 2 | 1]1. (7.1.2.4)
00 3 | -3

Slutligen arbetar vi med den tredje kolumnen. Vi multiplicerar rad 3 med %
och skaffar oss en ledande etta. Till den andra raden adderar vi -2 ganger
tredje raden, och till den forsta raden adderar vi 2 ganger tredje raden. Detta
ger matrisen

1001 O

010 ] 3]. (7.1.2.5)
001 | —1

Nu kan vi ldsa av 16sningsméngden till ekvationssystemet (7.1.2.1) som
(0,3,-1).
Losningsméangden ar en punkt i R3.

7.1.3. En viktig ingredient i linjar algebran ar matrismultiplikation. Lat

a Qg - any,
A by by --- b,
1 Co e Cn
dy dy --- d,
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vara en given (4 x n) matris. Och betrakta foljande tre matriser

k000 1000 10k O
0100 0010 0100
B =10 0 10/ Bs=]o 1 0ol P®=1o0 1 0
0001 0001 0001

Mark att dessa tre matriser ar sma modifikationer av identitetsmatrisen. Vi
har vidare att alla tre matriser kan fran vanster multipliceras med matrisen
A. Vi erhaller att

kai kas --- ka,
Ba= |0 b et

cl 62 CEEEEY Cn

dy dy - d,

det vill séga att multiplikation med matrisen F;(k) blir det samma som att
multiplicera rad 1 i matrisen A med talet k. Vi har att

ai as - Gn
. Cl CQ e CTL

E273A T lby by - by |
d dy --- d,

det vill sdga att multiplikation med matrisen Es 3 byter plats pa raderna tva
och tre i matrisen A. Och slutligen har vi att

a; +key ag+key - a,+ ke,
B by by .. by,
E173(k)A - 1 Co e Cn ’
dy ds o d,

det vill séga att multiplikation med matrisen £ 3(k) tar och adderar till den
forsta raden k ganger rad 3.

Definition 7.1.4. Vi definierar elementéra matriser att vara foljande (nxn)-
matriser .

a) Givet 1 <1i <mn, och ett nollskild tal k. Lat E;(k) vara matrisen vi far
vid att byta ut koefficient (i,4) 1 identitetsmatrisen med k.

b) Givet 1 <i < j <n. Lat E;; vara matrisen vi far vid att byta plats
pa raderna ¢ och j i identitetsmatrisen.
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c) Givet 1 <14,j <mn, 1 # j, och k ett tal. Lat E; ;(k) vara matrisen vi
far vid att byta ut koefficient (7, 7) i identitetsmatrisen med k.

Sats 7.1.5. Lat A vara en (n x m)-matris. Att utféra en elementdr radoper-
ation pa matrisen A ar det samma som att multiplicera A fran vanster med
en (n X n) elementdr matris. Mera precist har vi

a) Att utféra multiplikationen E;(k)A dr att multiplicera rad i av matrisen
A med talet k.

b) Att utfora multiplikationen E; ;A dr att byta plats pa raderna i och j i
matrisen A.

c¢) Att utfora multliplikationen E; ;(k)A dr att till raden i av A addera k
ganger raden j av A.

Proof. Detta ar en lamplig uppgift. ]

Exempel 7.1.6. Lat oss aterga till exemplet ovan, och ekvationssystemet
(7.1.2.1). Totalmatrisen till systemet &r

Den forsta elementéra radoperationen vi gjorde var att till rad 3 addera -2
ganger rad 1. I tdrmer av elementara matriser betyder det att multiplicera
totalmatrisen A med

A:

o O =

1
1
1

=N O
o — W

1 0 0
Es1(=2)={0 1 0
-2 01
Vi har att
1 1 0| 3
E;i1(-2)A= (0 1 2 | 1
0 -1 1 | —4

vilket &r precis matrisen (7.1.2.3). For att komma till matrisen (7.1.2.4)
gjorde vi tva elementara radoperationer. Det forsta vi gjorde var att till den
tredje raden addera 1 gang rad 2, och detta tillsvarar matrisen Fs2(1). Sedan
tok vi till den forsta raden -1 ganger rad 2, det vill sdga matrisen Ej o(—1).
Matrisen (7.1.2.4) far vi som produkten

-1

1 0
Ey5(—1)E55(1)Es9(—2)A = |0 0
0 1

O O =
=)
— o o
O O =

1
0

35



Slutligen, det vi gjorde sedan var att multiplicera med Eg(%), sedan multi-
plicera med FEs3(—2), och helt till sist multiplicerade vi med E} 3(2). Hela
exemplet ges av matrisproukten
1
E173(2)E273(—Q)Eg(g)ELg(—1)E372(1)E3,2(—2)A. (7.1.6.1)
Notera att det ar viktigt att halla reda pa ordningen i matrisprodukten.
Utfor man produkten (7.1.6.1) sa far man matrisen (7.1.2.5).

7.1.7. En (n x n) matris B dr inversen till matrisen A om AB och BA bada
blir identitetsmatrisen.

Sats 7.1.8. Varje elementdr matris ar inverterbar, och inversen till en ele-
mentar matris ar sjalv en elementar matris. Mera precist har vi att

1. Elementirmatrisen E;(k) har invers E;(7).
2. Blementarmatrisen E; ; har invers Fj ;.
3. Elementdr matrisen E; ;(k) har invers E; ;(—k).

Proof. Vi visar forst pastaendet i (1). Lat B vara en elementir matris pa
formen E;(k). Da ar k # 0, och vi kan bilda elementarmatrisen F;(3). Av
Sats (7.1.5) foljer det att E;(+)B &r det samma som att multiplicera rad
av matrisen B med % Rad ¢ i matrisen B = E;(k) har k i plats ¢, och noll
annars. Det dr nu klart att £;(+)B = 1. Vi har da visat att E;(3)E;(k) =1
for alla nollskilda k, och speciellt ocksa att E;(k)E;(+) = 1. DA har vi visat

k
pastaende (1). Se uppgifterna for (2) och (3). O

Exempel 7.1.9. Betrakta matrisen

1
B = 1
1

N O =
= NN O

Denna matris ar den vanstra delen av totalmatrisen i forsta exemplet. Det
foljer av berdkningarna vi gjorde att produkten (7.1.6.1) att

El,g(z)Ez,LQ,(—z)Eg(%)Em(—n53,2(1)13372(—2)3 _

o O =
o = O
_ o O

Lat X = E173(2)E2’3(—2)E3(%)ELQ(-1)E372(1)E3,2(—2). Vi har att XB = 1,
det vill sdga att nar vi mulplicerar matrisen B med matrisen X fran vanster
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erhaller vi identitietsmatrisen. Vi vill visa att X ar inversen till B, och
det kvarstar att visa att BX = 1. Vi anvinder oss av Sats (7.1.8) och
multiplicerar uttrycket ovan med E 3(—2) fran vénster. Detta ger

E2,3(—2)E3<%)ELQ(—DEM(1)E3,2(—2>B — Eiy(—2).

Och repeterar vi detta far vi slutligen att
B - E372(2)Eg’z(—l)ELQ(l)Eg(ZS)E2’3(2)E173(—2).
Anvénder vi nu Sats (7.1.8) och uttrycket fér B ovan, ser vi omedelbart att

BX =1.

7.2 Uppgifter

Uppgift 7.2.1. Anvind enbart matrismultiplikation, och elementira ma-
triser for att gora Gauss-Jordan elimination pa ekvationssystemet

r+2y+z = 3
—3r+z = 2
20—2z =1

Uppgift 7.2.2. Visa Sats (7.1.5).
Uppgift 7.2.3. Visa Sats (7.1.8).

Uppgift 7.2.4. Anvind Gauss-Jordan elimination pa matrisen

A:

W N =
ot W
o w O

for att konstruera AL,
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Forelasning 8

Konstruktion av invers matris

8.1 Reducerad trappstegsform

Vi paminner om Gauss-Jordan eliminationen igen. Om A ar en matris sa
kan vi utfora Gauss-Jordan elimination pa matrisen. Néar vi ar klara med
Gauss-Jordan elimination har vi en matris R som vi kallar den reducerade
trappstegsformen till matrisen A.

Lemma 8.1.1. Lat A vara en (n X n)-matris. Da vill den reducerade trapp-
stegsformen R innehalla en (r X r)-identitetsmatris som ett block i sitt vinstra
dver horn (0 < r < n). Om vi har r = n, da dr den reducerade trappstegs-
formen R lika med identitetsmatrisen. Annars, med 0 < r < n — 1 vill den
reducerade trappstegsformen till A vara pa formen

10 0 biyp1 *
0 1 0 byyyr *
R=1(0 0 1 bT,T+1 *
0 0 0 0 *
: 0 0 *
0 0 0 0 =« |
de’ ndgra tal bl,r+17 s abr,r+17 br+1,r+1; dar br+1,r+1 = 0.

Proof. Lemmaet ar en observation som foljer direkt av Gauss-Jordan elimi-
nationen. [

Sats 8.1.2. Lat A vara en (n X n) matris. Féljande pastaenden dr ekviva-
lenta.
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1. Det existerar en (n X n)-matris B sadan att BA dr identitetsmatrisen.

2. Den enda (n x 1)-matris som loser ekvationen AX = 0 dr nollmatrisen
X =0.

3. Matrisen A kan skrivas som en produkt av elementdra matriser A =
E,--E,.

Proof. Vi visar att pastaendet i) impliserar pastaendet ii), och sedan att ii)
impliserar iii), och slutligen att iii) medfér pastaendet i).

Antag att pastaendet i) galler. Vi vill visa att ekvationen AX = 0 enbart
har den triviala 16sningen. Lat derfor X vara en godtycklig 16sning, det
vill sdga en (n x 1)-matris sadan att AX = 0. Av pastaendet i) har vi att
det existerar en matris B sadan att BA = 1. Multiplicera matrisekvation
AX = 0 med matrisen B fran vanster, och vi erhller att BAX = B0. Vi
har att en matris multiplicerad med 0 ger noll, sa BO = 0. Och vi har att
BA = 1. Detta ger

X=1X =0,

vilket visar pastaendet ii).

Antag nu att pastaendet ii) géller. Lat R vara den reducerade trappstegs-
formen till A. Detta betyder att det existerar elementara matriser Fi, ..., Fj
sadan att

F,F,_---F3yF1A=R.

Varje elementéar matris F' har en invers F som ocksa ar en elementar matris.
Detta betyder att det finns elementéara matriser E, ..., Fs sadan att

A=FE\E;---EsR.

Av Lemma (8.1.1) har vi att det finns ett tal 0 < r < n sadan att R &r
pa formen angivet i Lemmat. Om r < n ar dkta mindre an n da kan vi
konstruera matrisen

X" = [_bl,r-i-la _b2,7”+1a T _br,r—i-la L0,... 70}

tr

Maérk att da r < n aterfinns talet 1 finns som koefficient » + 1 < n. Denna
matris X ar nollskilld, och viser att RX = 0. Av Lemma (?7?) har vi att detta
ocksa betyder att AX = 0. Detta dr dock omgjligt av ii), och foljdaktligen
maste 7 = n. Detta betyder att den reducerade trappstegsformen R = 1 ar
identitetsmatrisen, och vi har att A = E - - - E ar en produkt av elementéara
matriser. Detta visar att ii) medfor iii).

Antag nu att pastaendet iii) géller. Det vill séga att A = Fj - -+ E;, med
elementiira matriser E1,..., E,. Lat B = E;'--- E;'. Vi har att

BA=E' - -E;'E;'E\E,--- E,.
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Vi har att E;'FE; = 1, vilket ger att vi kan byta ut dessa tva matriser med
identitetsmatrisen. D4 ser vi att E,'1E, = 1, och slutligen att produkten
BA = 1. Vi har nu visat satsen. m

Definition 8.1.3. En (n x n)-matris A kallas invertibel om det finns en
(n xn)-matris B sadan att BA =1 och AB = 1, dar 1 ar identitetsmatrisen.

Corollary 8.1.4. Lat A vara en (n X n)-matris. Om det existerar en (n X n)
matris B sadan att BA =1, da har vi att ocksa AB = 1.

Proof. Om det finns en matris B sadan att BA = 1, da har vi fran sats,
att matrisen A = E; ... E, ar en produkt av elementéara matriser. Lat C' =
E;Y-- B Vi har att AC = CA = 1. Om vi visar att C = B, da ir vi
klara. Vi har att

B = B1=B(AC) = (BA)C = 1C = C.
]

8.1.5. Detta betyder att for att hitta en inversen A~! till en matris A sa
behover vi enbart hitta en vénstre invers; en matris B sadan att BA = 1.
Daar B= AL

8.2 Konstruktion av invers

Vi skall nu se hur vi kan anvanda vad vi vet for att konstruera inversen. Om
A ar en matris, och R dets reducerade trappstegsform, da har vi ekvationen

Fst—l FlA - R,

for nagra elementdara matriser Fi,..., F;. Vi har att matrisen A ar invert-
erbar, om och endast om R = 1. Vilket ocksa betyder att A~! = F--. I.
Om vi vid varje elementar radoperation gor precis samma radoperation pa
identitetsmarisen sa hénder foljande. Vi borjar med matriserna A|1, och
utfor en radoperation, vilket ger F1 A | Fi. Sedan gor nésta radoperation pa
dessa tva matriser. Slutligen har vi

FFy i WA | F,Fy_q---Fy.

Om den reducerade trappstegssformen R = Fj - -- F1 A &r identitetsmatrisen,
da har vi att A7 = F, ... [, vilket dr matrisen till hoger.
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Exempel 8.2.1. Vi skall konstruera inversen till matrisen

1 10
A=12 3 3
35 9

Vi utfor Gauss-Jordan elimination pa matrisen

110100
233010
359001

Vi borjar med den ledande 1 i vanstre horn. Vi adderar -2 av forsta rad till
rad tva, och sedan -3 ganger forsta raden till rad 3. Detta ger

110 1 00
013 -2 10
029 -301

I rad tva har vi var ledande etta. Vi tar -1 ganger rad tva till rad 1, och
adderar -2 ganger rad tva till rad tre. Detta ger

10 -3 3 —-120
01 3 -2 1 0
00 3 1 =21

Sedan tar vi och adderar rad tre till rad 1, och adderar -1 ganger rad tre
till rad to. Och slutligen multiplicerar vi rad tre med % Detta ger

Matrisen

har egenskapen att (kolla) BA = 1.

8.3 Uppgifter

Uppgift 8.3.1. Bestam inversen till matrisen

2 3 5
A=1|7 -1 0
3 =21
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Uppgift 8.3.2. Los ekvationerna

1 T2
Alyi v
Z1 22

dar matrisen A ar den i Uppgift 1.

42
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Forelasning 9

Determinanten

9.1 Permutationer

Definition 9.1.1. En avbildning f: 7' — U mellan tva mangder T och U
ar injektiv om olika element i T' skickas till olika element. Med andra ord, f
ar injektiv om f(x) = f(y) impliserar att z = y.

Exempel 9.1.2. Den naturliga avbildningen fran de naturliga talen N =
{0,1,2,...,} till heltalen Z = {0,+1,42,...,} &ar injektiv. Faktisk, varje
delmangd T C U ger upphov till inklusionsavbildningen 7: T — U, och
denna avbildning ar injektiv.

Exempel 9.1.3. Betrakta avbildningen f: N — N som skickar z € N
till f(z) = 2z. Denna avbildning &r injektiv da f(x) = 2z = 2y = f(y)
implicerar att z = y.

Exempel 9.1.4. Avbildningen f;: N — N som skickar z till f(z) =2 +1
ar injektiv, och avbildningen fo: Z — Z som skickar z till f(z) =z + 1 ar
injektiv.

Exempel 9.1.5. Avbildningen ¢g;: N — N som skickar z till g(z) = 2? ar

injektiv. Men go: Z — Z som skickar x till 22 inte &r injektiv. T.ex. har
viatt =1 och = —1 ar sadana att f(1) = f(—1).

Definition 9.1.6. En avbildning f: T  — U mellan mangder ar surjektiv
om for varje element v i U sa finns det atminstonde ett element z i T sadan
att f(z) = u.

Exempel 9.1.7. Inklusionsavbildningen ¢: N — Z &r inte surjektiv. T.ex.
finns talet —1 inte med i bilden av inklusionsavbildningen. Faktisk sa ar
inklusionsavbildningen av en delmangd 7" C U surjektiv endast om 7' = U.
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Exempel 9.1.8. Bildrummet till en avbildning f: R?> — R? har vi tidli-
gare 3.3.10 definierat. Att avbildningen ar surjektiv ar ekvivalent med att
bildrummet ar hela planet.

Exempel 9.1.9. Multiplikation med 2 avbildningen (9.1.3) &r inte surjektiv.
Om vi tar ett udda tal u = 2n + 1 sa finns det inget heltal x sadan att u =
f(z). Additionsavbildningen fi: N — N i Exempel (9.1.4) &r inte surjektiv.
Talet 0 &ar inte i bilden av f;. Men, additionsavbildningen fo: Z — Z ar
surjektiv.

Exempel 9.1.10. Avbildningarna i Exemplet (9.1.5) &r inte surjektiva. Medan
avbildningen g3: R — R, = {z € R | z > 0} som skickar z till 2% ar sur-
jektiv.

Definition 9.1.11. En avbildning f: T" — U som é&r bade injektiv och sur-
jektiv, kallar vi en bijektiv avbildning. En bijektiv avbildning vill identifiera
definitionsmangden 7" med vardeméngden U.

Lemma 9.1.12. Lat f: T — T wara en avbildning dar T dr en dndlig
mangd. Vi har foljande

1. Om f dr injektiv, da ar f ocksa surjektiv.
2. Om f ar surjektiv, da ar f ocksa injektiv.
Proof. Se uppgifterna. O

Definition 9.1.13. Lat n > 1 vara ett fixerad heltal. En permutation av
talen T,, = {1,2,...,n} &ar en bijektiv avbildning o: T,, — T,,. Méngden
av alla permutationer av talen {1,...,n} skriver vi som &,, och kallas den
symmetriska gruppen av n-element.

Exempel 9.1.14. Med n = 1 har vi att 73 = {1} bestar av ett enda ele-
ment. Det finns da enbart en avbildning o: {1} — {1}, némligen identitet-
savbildningen. Och denna avbildning ar en permutation. Detta betyder att

&, = {id}.

Exempel 9.1.15. Med n = 2 har vi T, = {1,2}. Vi har identitetsavbild-
ningen id som ar en permutation, och vi har permutationen o; som skickar
1 till 2, och 2 till 1. Det vill saga avbildningen o4: T, — T5 ar given vid
o1(1) = 2 och 01(2) = 1. Det finns inga andra permutationer. Vi har att
62 == {ld, 0'1}.
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9.1.16. En avbildning f: T, — T,, vill vi skriva som matrisen

1 2 3 -
f) f@) @ - fln)

Detta betyder helt enkelt att avbildningens vérde i elementet ¢, som &ar f(7),
finns att lasa ut under talet 7.

(9.1.16.1)

9.1.17. Notera att denna matris inte har nagot att gora med vara matris-
representationer av linjara avbildningar.

9.1.18. Notera ocksa att avbildningen f: T, — T, &ar bijektiv om och
endast om alla talen {1,...,n} férekommer i rad tva i matrisen (B.1.9).

Exempel 9.1.19. Med n = 3 har vi foljande permuationer

gt 23 21 3
T2 3 71271 2 3
(1 2 3] 1 2 3]
72371 3 2 71873 2 1]
1 2 3] 1 2 3]
1702 3 1] 2703 1 2

Detta ar alla permuationer av talen {1,2,3} vilket betyder att
&3 = {id, 01,023,013, 01,02}
Proposition 9.1.20. Antalet element i S,, dr n!.

Proof. Lat o vara en permutation av talen {1,...,n}. Detta &r en bijektiv
avbildning, och hur kan denna se ut? Det finns n mdjliga element som o
kan skicka talet 1 till, ndmligen alla tal {1,...,n}. Avbildningen o kan inte
skicka 2 till o(1), da avbildningen skall vara en injektion. Detta betyder
att det finns n — 1 mojliga tal att skicka 2 till, ndmligen alla tal {1,...,n}
minus o(1). Pa samma sétt finns det (n — 2) méjligheter for o att skicka
3 till. Namligen alla tal {1,...,n} minus o(1) och o(2). Detta ger totalt
n-(n—1)-(n—2)---3-2-1=n! mojligheter for permutationer. O

Definition 9.1.21. Lat ¢ vara en permutation av talen {1,...,n}. En in-
version ar ett tal par (i,7), med 1 <i < j <mn, sadan att (i) > o(j).

Definition 9.1.22. Lat o vara en permuation av talen {1,...,n}. Signa-
turen till permutationen definierar vi som foljer

sign(c) — 1 om antalet inversioner ar jamnt
& ~ | -1 om antalet inversioner ar udda
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Exempel 9.1.23. Identitetsavbildningen id pa talen {1,...,n} &r en per-
mution med inga inversioner. Detta betyder att sign(id) = 1.

Exempel 9.1.24. Vi har att &4 bestar av identitetspermutationen och per-
mutationen o; som byter om elementen 1 och 2. Permutationen o; har en
inversion, och signatur -1.

Exempel 9.1.25. Elementerna i S3 ér listade i Exempel (9.1.19). 1 fallet
med talen {1,2,3} finns det tre talpar som kan ge upphov till inversioner.
Dessa ar (1,2) och (1,3) och (2,3). Vi ldser av fran listan att identitetsper-
mutasjonen har inga inversioner, att o3 har en inversion, att o9 3 har en
inversion, att oy 3 har tre inversioner. och att oy och o, har tva inversioner.
Detta betyder att

sign(id) = sign(oy) = sign(oz) =1

sign(oy 2) = sign(oq3) = sign(oy3) = —1.
9.1.26. Vi har nu kommit till ett riktig monster. Determinanten till en

matris ar viktig invariant. Detta tal ar viktig inom linjar algebran, men
ocksa i andra omraden.

Definition 9.1.27. Lat A = (a;;) vara en (n x n)-matris. Determinanten
till A ar talet

det(A) = Z sign(a)alﬂ(l) . ag,a(g) s an,a(n).

Exempel 9.1.28. Lat A = (a;;) vara en (1 x 1)-matris. Da har vi att
det(A) = a.

Exempel 9.1.29. Lat A = [al’l a1’2]. Vi har da att
Q21 A22

det(A) = sign(id)a171a2,2 + Sign(al)amau = (11716L2’2 — a172a271.
Mark att definitionen av matrisen vi ger ovan sammanfaller med definition
av determinant for (2 x 2)-matriser, som vi har givit innan 5.2.0.1. Deter-

minanten till en (2 x 2)-matris dr produkten av diagonalelementen minus
produkten av antidiagonalelementen.
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Exempel 9.1.30. Lat nu A = (a; ;) vara en (3 x 3)-matris. Determinanten
ar

det(A) = Z Sign(U)al,a(l) ©A2,5(2) * A3,6(3)
<G}
= sign(id)ay1a22a3 3 + sign(oy 2)a1 2021033 + sign(o2,3)a1 102,303 2

+ sign(oy 3)a1,3a22a31 + sign(oy)ar 2a23a3 1 + sign(oz)a sas,1a3.2
= (1,1022033 — A1,2021033 — 11,102,303 2

— 13022031 + 012023031 + 41,302,103 2.

Det vi kan méarka oss i definitionen av determinanten ar att vi summerar
over permutationerna o € &,,. For varje permutation vill varje summand
innehalla ett element fran varje rad och varje rad. Vi har, med o fixerad att
summanden ser ut som

sign(0)a1 (1) * A2,0(2) ** * Ano(n)-

Detta betyder att a; 51y ar koefficient fran rad 1 och kolumn o(1). Nu, siden
o &r en permutation, vill rad 1 och kolumn o(1) vara forbrukad. Elementet
as,5(2) aterfinns pa rad 2 i matrisen, och kolumn ¢ (2) dér kolumn o(2) # o(1).

Proposition 9.1.31. Lat A vara en dvretrianguldr (n X n)-matris, det vill
saga att a;; =0 om i > j. Da har vi att

det(A) = CL1’16L272 ce an,n'

Proof. En ovretriangular matris A ar pa formen

a1 Aai2 a1n

0 as 2 az n

A _ O ag,n
0 p—1n—-1 An—-1n
| 0 0 Upy |

Betrakta sedan determinantens definition
det(A) = Z sign(o)a1o(1) - 42,0(2) * * * Gno(n)-
oceB,

Den nedersta raden i matrisen A bestar nesten enbart av nollor, faktisk har
vi att a,,; = 0 om inte ¢ = n. Detta betyder att vi inte behover ta med dessa
summander i determinant uttrycket. Med andra ord har vi att

Z Sign(g)al,a(l) *A2.0(2) " Gnon,
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dér &7 ar alla permutationer o av talen {1,...,n}, sadan att o(n) = n. Vi
kollar nu pa den nast sista raden i matrisen A. Vi har att a,,_1,;, = 0 om inte
it =n — 1eller i =n. Vihar att 0 € G, fixerar talen n, vilket betyder att
o(n — 1) # n. Detta betyder nu att vi kan forenkla ytterligare

det(A> - Z Sign(0>a1,0(l) *A20(2)  On—1,n—1 " Qnn,

n,n—1

ceG,

dar ™"~ 4r alla permutationer o sadan att o(n) =n, och o(n—1) =n—1.
Nu &r det klart att om vi fortsatter med rad (n — 3), och sedan (n —4) och
hela vagen upp till rad ett, sa erhaller vi att

det(A) = Z sign(o)ay; - asg - Apn,

cEG
dar &7l ar alla permutationer o sadan att o(i) = i, for alla i =
n,n—1,...,1. Det finns bara en sadan permutation, och det ar identitetsper-

mutationen. Denna permutation har signatur 1, och resultatet ar visat. [J

9.2 Uppgifter

Uppgift 9.2.1. Bestam determinanten till matrisen

2 3 5
A= |7 -1 0],
3 -2 1

och determinanten till dets invers (inversen har du konstruerad tidligare).
Uppgift 9.2.2. Visa Lemma (9.1.12).

Uppgift 9.2.3. Beridkna determinanten till alla elementéra (3 x 3)-matriser.
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Forelasning 10

Egenskaper till determinanten

10.1 Inversioner

Vi behover att etablera en liten sats om signaturen till en viss typ av per-
mutationer, sakallade transpositioner. Betrakta méangden av permutationer
av talen {1,...,n}. For varje talpar 1 < 4,7 < n med i # j har vi permuta-
tionen 7; ; som ar definierad som

p om pFipF]
Tij(p) =4 ¢ om p=17J
7 om p=1
Denna permutationen kallas en transposition, och permutationen 7; ; byter
helt enkelt plats pa positionerna i och j, och gor annars ingenting. Vi har

helt klart att Tij = Tji och att TiiTij = id.

Lemma 10.1.1. For varje permutation o € &, och varje transposition T, ;
har vi att

sign(o; j) = —sign(o).
Proof. Se uppgifterna. [
Sats 10.1.2. Vi har foljande egenskaper till determinantfunktionen.

1. Om vi multiplicerar en rad i en (n X n)-matris A med ett tal ¢, da vill
determinanten till denna nya matris vara ¢ - det(A).

2. Om tva rader i matrisen A dr lika, da har vi att det(A) = 0.
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3. Om varje koefficient av rad i av matrisen A ar pa formen a;r = by +

Cik, fork=1,...n, da har v
i ai,1 T a1,n i _a1,1 T al,n- _al,l
det bi71 + Ci1 - ': . b@n + Cin| = det bi71 bi,n +det Ci1
| Qn1 e Apon _ 1An1 * Gpan | An,1

Proof. Lat oss borja med att visa pastaendet 1). Lat B = (b; ;) vara matrisen
vi far nar vi multiplicerar rad p av matrisen A, med ett tal c. Vi har da att
b,j = cap; for alla j =1,...n,och b;; =a;; om i # p, allaj=1,...,n.
Detta ger

det(B) = Y _ sign(o)b1 o) - bao(@ o)

O’GGn

= Z Sign(U)aLa(l) C o Gi—1,0(i—1)C () Ait1,0(i+1) ©° * On,o(n)
O’GGn

= cdet(A).

Pastaendet 3) visas pa samma sitt, och overlates till lasaren. Det som
kvarstar ar att visa pastaendet 2). Lat rad ¢ och rad j i matrisen A vara lika.
Detta betyder att a;, = a;, for alla p = 1,...,n. Betrakta determinanten

det(A) = Z sign(0)a1,e(1) * * * An,o(n)-

0’6677,

Vi vill visa att denna summa ar lika med noll, och mera specifikt att varje
summand forekommer tva ganger men med olika tecken. Fixera en permu-
tation o, och betrakta permutationen

o(p) om p#i,p#j
T(p) =4 o(i) om p=17
o(j) om  p=i.
Da har vi att a; o(;) = a;-(;) och att a; ;) = a; (), vilket ger att

a1,6(1) *** On,o(n) = G171) """ An,7r(n)-

Vi har vidare att 7 = o7;;, och av Lemma (10.1.1) har vi att sign(r) =
—sign(o). Det dr nu klart att determinanten det(A) = 0. O
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Corollary 10.1.3. Om wi byter plats pa tva olika rader i en matris A, da
vill determinanten till denna nya matris vara — det(A).

Proof. Fixera tva tal 1 <i,j <n, med i # j. Betrakta matrisen B vars rad
7 och rad j ar
;1 + aj1

Q;2 + G2 Qin + Gjp

De andra raderna i B ar de samma som raderna i A. Av pastaendet 2 i sats
ovan har vi att det(B) = 0. Vi anvéinder pastaendet 3 i sats ovan pa raden
i, och dérefter pa raden j, och erhaller att

11 Q1n 1,1 a1.n
;1 Qi n ;1 Ain
det(B) = det + det
;1 Qi Q51 Qjn
_an,l an,n_ _an,l an,n_
aii A1 n ai a1n
aj1 jn aj1 jn
+ det + det
;1 Qin Q51 Qjn
| On,1 - Apon | On,1 -0 Apon |

Vi har att vénsterledet det(B) = 0. Av de fyra matriserna som férekommer
i hogerledet vill rad ¢ vara lika med rad j i den forsta och den fjerde ma-
trisen. Av pastaendet 2) i sats ovan vill deras determinanter vara noll. Vi
har darmed att determinanten till andra matrisen i hogerledet adderat till
determinanten till tredje matrisen i hogerledet, ar lika med noll. Detta visar
satsen. [

Lemma 10.1.4. Lat E vara en elementdr (n X n)-matris, och A en (n x n)-

matris. Vi har att
det(EFA) = det(E) det(A).

Proof. Det finns tre klasser av elementéra matriser. Lat E vara en elementar
matris sadan att F'A byter plats pa raderna ¢ och j i matrisen A. Det vill sdga
att E = E; ; med notationen fran tidligare foreldsning. Av Sats (10.1.3) har
vi att det(EA) = —det(A). Och da identitetsmatrisen har determinant 1,
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har vi ocksa att det(F) = —1. Vi har darmed att det(E) det(A) = — det(A),
och vi har visat pastaendet for denna klass av elementéira matriser.

Lat £ = E;(k) vara den elementéra matris vi far vid att multiplicera
rad 7 av identitetsmatrisen med talet k& # 0. Av Sats 10.1.2, pastaendet
1) har vi att det(EA) = kdet(A), och att det(FE) = k. Detta visar att
det(EFA) = det(E) det(A) for alla elementéra matriser i denna klassen.

Den sista klassen &r elementéra matriser £ = E; j(c). Vi har att E; ;(c)A
ger en ny matris dar vi andrar rad ¢ av matrisen A vid att addera ¢ ganger
rad j. Fran pastaendet 3 i Sats 10.1.2 foljer det att det(E; ;(c)A) = det(A),
och att det(E; j(c)) = 1. Vi har visat sats. O

Sats 10.1.5. [Fundamentala egenskapen till determinantfunktionen] Lat A
vara en (n X n)-matris. Vi har att matrisen A dr inverterbar om och endast

om det(A) # 0.

Proof. Vi kan skriva matrisen A som en produkt A = F;--- E.R, med ele-
mentara matriser F;, ..., E,., och dar R ar den reducerade trappstegsformen
till matrisen A. Av Lemma 10.1.4 foljer det att

det(A) = det(Ey) det(Ey - - B R) = det(E)) - - - det(E,.) - det(R).

Vi har tidligare visat att en matris A ar inverterbar om och endast om R
ar identitetsmatrisen. Om A ar inverterbar, da har vi att A = E;--- E, ar
en produkt av elementara matriser. Varje elementar matris har en nollskild
determinant, och det foljer att det(A) # 0. Och &r matrisen A inte inverter-
bar da ar den reducerade trappstegsformen R inte identitetsmatrisen. Man
kollar (se uppgifterna) att det(R) = 0, och vi har att det(A) = 0. O

Exempel 10.1.6. For varje tal ¢ betraktar vi ekvationssystemet i tre okanda
T,Y, 2
tr+2y+2z = 3
(x) —y = 2
r+y+tz = 1.

Vi vill avgora for vilka ¢ ekvationssystemet har en unik 16sning. Vi skriver
om (%) pa matrisform AX = B, dér

t 2 1 T 3
A=10 -1 0 X=\ly B=|2
1 1 ¢ z 1

Systemet (x) har en unik 16sning om och endast om matrisekvationen AX =
B har en unik 16sning (se uppgifterna). Ekvationen AX = B har en unik

52



16sning om och endast om A™! finns, vilket ar ekvivalent med att det(A) # 0.
Vi berdknar determinanten till matrisen A, och erhaller att

det(A) =t(—t) + 1= —t* + 1.

Determinanten ar nollskild om ¢ # +1, och systemet (x) har en unik 16sning
om t # +1.

Sats 10.1.7. Lat A och B vara tva (n x n)-matriser. Vi har att
det(AB) = det(A) det(B).

Proof. Vi paminner om att en matris C' ar singuljar om och endast om det
finns en nollskild vektor X sadan att C'X = 0. Vi ser nu att om matrisen
B ar singuljar da finns en nollskild vektor X sadan att BX = 0. Da vill
ocksa(AB)X = 0, och matrisen AB é&r singuljar. Om istéllet A ar singuljar,
och B &r inverterbar (icke singuljar), da pastar vi att matrisen AB ocksa ar
singuljar. Vi vet att det finns en nollskild vektor X sadan att AX = 0. Lat
W = BX, och vi har att B~'W = X. Vi har da att ABX = ABB~'WX =
AX = 0. Med andra ord har vi att om A eller B ar singuljara da ar ocksa
produkten AB singuljiar. Av Sats 10.1.5 har vi ddrmed att det(AB) = 0,
och att minst en av faktorerna i det(A) det(B) &r noll. Vi har ddrmed visat
sats nar antingen A eller B ar singuljara. De fall som kvarstar ar nar A
och B bada ar inverterbara. Men, da vill A = E;---E,. och B = F}---F,
vara produkt av elementéra matriser. Av Lemma (10.1.4) foljer det nu att
det(AB) = det(A) det(B), och detta visar sats. O

Corollary 10.1.8. Om matrisen A ar invertebar har vi att

1
~ det(A)

det(A™1)

Proof. Vi har att AA~! ar lika med identitetsmatrisen. Vi har att determi-
nantent till identitetsmatrisen ar 1, och av sats erhaller vi att

det(A)det(A™1) = 1.

10.2 Uppgifter

Uppgift 10.2.1. Visa Lemma (10.1.1). Detta kan goras pa foljande sétt.
Notera forst att permutationen 7; ;4,; har en enda inversion, och foljdaktligen
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ar sign(7;;41) = —1. Dérefter verifierar du att antalet inversioner i o7; ;41 r
en mindre eller mera an antalet inversioner i . Specielt har du da visat att

0Tii+1 = — O . (10211)

Du ar nu klar med transpositioner pa formen 7,,;;;. For att behandla god-
tyckliga transpositioner 7; ; kan vi anta att j > ¢. Vi skriver j = ¢ 4 p, nagot
tal p > 0. Visa att vi har

Tii+p = Tiji+1 * " Titp—2,i+p—1Titp—1,i+pTi+p—2,i+p—1 " " Ti+1i4+2Tii+1-

Kom ihag att ldsa funktionssammansétning fran hoger. Gor ett litet exempel,
p = 3, om det ar svart att forsta likheten ovan. Mark att 7; ;4 skrivs som en
sammansatning av 2(p — 1) 4+ 1 styck transpositioner pa formen 7; ;. For
att bestamma sign(o7; ;+,) andvinder vi nu identiteten ovan och identiteten
(10.2.1.1). Detta ger

sign(o7;i1,) = (—1)*P" D sign (o).

Uppgift 10.2.2. Lat A vara en (nxn)-matris, och lat R vara dets reducerade
trappstegsform. Antag att R inte ar identitetsmatrisen. Visa att det(R) = 0.

Uppgift 10.2.3. Forklara varfor matrisekvationen AX = B har en unik
16sning X = A~'B om och endast om inversen A~! finns.(Om X och Y &r
tva lésningar da vill A(X —Y') =0, och anvind sedan Sats 8.1.2.)
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Forelasning 11

Markov kedjor

11.1 TIterativ fordelning

Vi skall idag titta pa ett exempel av nagot som kallas Markovkedjor. Ex-
emplet vi tittar pa ar kanske inte helt realistisk, och vi skall senare se mera
realistiska anvandingar. Exemplet nedanfor ar en nedskalad version, dér
huvydsyftet ar att forklara Markovkedjor.

11.1.1. Vi tanker oss foljande problem. Pa Campus finns det tva pubar A
och B. Det finns 9000 studenter, och varje fredag gar alla studenter pa en
pub. ! Den forsta fredagen vill hilften av studenterna vilja pub A, och
den andra halften véljer pub B. Men, fredagen efter detta fordelas studen-
terna efter foljande monster. Hela 60% av studenterna som forra fredagen
var pa pub A valjer att ga tillbaka till pub A, och de restvarande 40% gar
foljdaktligen till pub B. Av de som var pa pub B forra fredagen, véljer 80%
att ga till pub A. Detta betyder att enbart 20% avstudenterna som var forra
fredagen i pub B, atergar till pub B. Detta fordelningsmonster upprepas
varje fredag. Det enda som betyder nagot for val av pub ar vilken pub man
besokte forra fredagen.

Vi ar interesserade av att veta hur fordelningen av studenterna ser ut
efter studietiden. Studietiden ar mycket lang, som ni sékerligen vet.

Exempel 11.1.2. Lat oss berdkna fordelningen de forsta fredagarna. Den
forsta fredagen Fi har vi att det blir 4500 pa varje pub. Vi skriver detta som
en vektor F; = (4500,4500). Fredagen dérefter har

60 80
4500 - —— + 4500 - —— = 450 - 14 = 4500 + 1600 + 200 = 6300
100 N 100 * *

1till alla upprorda moralister kan jag ligga till att den enbart serveras alkoholfri lisk.
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studenter vald pub A, och de restvarande 2700 har vald pub B. Pa vektorform
har vi att F; = (6300,2700). Och, den tredje fredagen Fj har foljande
fordelning

F3 = (5940, 3060).
Komponenterna till vektorn F3 var berdknade som foljer

60 80
6300-ﬁ+2700'm =630 -6+ 270 - 8 = 5940,

och 9000 — 5940 = 3060.

11.1.3. Vi vill nu ge en beskrivning av problemet med hjalp av matriser och
matrismultiplikation. For varje positivt heltal n > 0, lat

a
F,=1,"
vara vektorn dar a, ar antalet studenter vid pub A, den n’te fredagen, och

dar b, ar antalet studenter vid pub B. Av beskrivningen av problemet har
vi att for varje n > 1, vill

6 38
Fn — |:140 120:| FTL—].' (11131)
0 10

Att ekvationen (11.1.3.1) vérkligen stdmmer ser vi om vi utfor matrispro-
dukten. Vi har att F,,_; = (a,_1,b,-1), och detta ger

6 8 6 8

10 10| g — |%-11g T ha-1yg

R A RS e P A4
10 10 n—17g n—110

Den forsta komponenten i produktmatrisen ges av 60% av de som var i pub
A fedagen (n — 1) adderat med 80% av de som var i pub B. Och den andre
komponenten i matrisen ges av 40% av de som var i pub A adderat med 20%
av de som var i pub B. Detta ar fordelningen fredagen n, med andra ord
vektorn F,.

Definition 11.1.4. En (m x m) matris A = (a;;) &r en stokastisk matris
om foljande tva krav ar uppfyllda.

1) Varje koefficient i matrisen A &r icke-negativ, det vill séga att a;; > 0
for alla par 1 <17,7 < m.

2) Varje kolumn i matrisen A summerar till 1, det vill siga att Y ;" a;; =
1, for alla 1 <7 < m.
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Exempel 11.1.5. Matrisen

6 8
_ 10 10
A=1% ¥
10 10

som vi har fran beskrivningen (11.1.3.1) &r en stokastisk matris.

11.1.6. Om vi atergar till problemet med fordelningen av studenter vid pub-
arna A och B, har vi att F,, = AF,_, for alla n > 1. Detta betyder att
Fy = AFy, och att F3 = AF,, men ocksa att

Fy = AF, = A(AF)) = A*F).
Och allmant har vi att
F,=AF, 1 =AA---AF, = A" 'F,.

Vi ar interesserad av F), nar n blir mycket stor. Lat oss kalla fordelningen
vid slutet av studietiden for F.,. Vi har att

F = lim F, = lim (A" 'F).

n—o0 n—o0

Input fran teorin om Egenrum Nar man har last litet mera linjar al-
gebra och behérskar teorin om egenrum, da ar det inte svart att producera
foljande matrisfaktorisering
1
2 3} :
3

S (R

Vi behover inte nagot om egenrum, vi kollar att vi har matrisfaktorisering

ovan. Lat
2 1 1 0 L1
r=ll L) o=l B e=|2y ]
1 -1 0 —3 573

Vi beraknar att

| W=

och att
9 1771 1 2_1 2,2
o=t 7|1 &|-[17F 171
5 113 73 3773 13
Om man nu férenklar brakuttrycken i matrisen ovan sa ser man att PDQ =
A. Eller hur? Vi har att

2 1 1 9 6
(101 = — = —
375 15 )= 5w

vilket ar koefficient a; ; i matrisen A, och sa vidare.

W =W
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En formel for matrisprodukten A" Vi har siatt att matrisen A kan
skrivas som en produkt PD(Q. Detta betyder att

A" = (PDQ)" = PDQ - PDQ - PDQ.

Och man kan undra hur detta kan hjilpa oss att berikna A™. Om vi nu
tittar narmare pa matrisen
2 1
P-4

sa ser vi att determinanten dr —3, vilket dr nollskild. Detta betyder att P!
existerar, och en formel for inversen till (2 x 2)-matriser har vi. Vi ser nu att
Q = P7!. Detta betyder att QP = 1, och andvinder vi detta erhaller vi att

A" = PDQ-PDQ---PDQ = PD"Q.

Slutligen har vi att matrisen D ar en diagonalmatris, och produkt av diagonal
matriser ar enkla att utfora. Vi har att

b= [(1) 3}: Ll) (—0>]

Detta ger nu att matrisprodukten A™ blir produkten av tre matriser

vl A Gl

5TL
24 10 2 2 (=D
— (3 "3 5 3 13 &7
13 73 5~ 3 73 5n

Vi har nu berdknad A", for godtyckliga positiva heltal n.

11.2 Slutfordelningen

(-t

Nu har vi berdknat A™, och erhaller da att fordelningen fredagen Fj, . blir
(2 1 2

5t3 w3t iw

(_1)n+1 1

{4500}
1 1
s stie | 0

3000 + ‘*”")“ 1500 + 3000 + =L 3000]

Fop=A"-F =

_ (5" 57

| 1500 + S221500 + 1500 + 523000

5™ 5n
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Later vi n >> 0 bli mycket stor da blir (1/5™) mycket liten, och vi kan bortse
fran dets bidrag. Detta ger att

6000
Foo = {3000} '

Vid slutet av studietiden vill det vara, ungefar, 6000 studenter vid pub A,
och 3000 studenter vid pub B.

Utfallsvektorer Istéllet for att titta pa antalet studenter vid varje pub,
kan man ist’dllet titta pa andelen studenter. En vektor X = (z1,...,2p) i
R™ kallas en wtfallsvektor om x; > 0, for ¢ = 1,...,m, och dar

T+ 20+ xy =1

Exempel 11.2.1. Som exempel kan vi ta férdelningen av studenter till de
tva olika pubarna A och B. Den forsta fredagen hadde vi att halften valde
A och andra hélften valde pub B. Detta kan beskrivas med utfallsvektorn
P = (3, %) Och slutfordelningen Fi, gav att 2/3 valde pub A, och 1/3 valde
pub B. Som utfallsvektor kan vi skriva F, = (2, 3).

Lemma 11.2.2. Lat A vara en stokastisk matris, och X en utfallsvektor.
Da ar ocksa AX en utfallsvektor.

Proof. Kan du visa detta? ]

Definition 11.2.3. Lat {X;, X5, X3, ...} vara en sekvens av utfallsvektorer
i R™, dar talet m ar fixerad. Om det finns en stokastisk matris A sadan att
X, = AX,,_1, for alla n > 1, da kallas sekvensen {X, },>1 en Markovkedja.

Exempel 11.2.4. Vektorerna F,, = (a,,b,) som anger antalet studenter
vid pub A och pub B, den n’te fredagen &r en sekvens av vektorer i R?.
Sekvensen {F),},>1 dr en Markovkedja da vi har sambandet F,, = AF,
givet i (11.1.3.1), och matrisen A &r en stokastisk matris.

11.3 Oberoende av initialvardet

I exemplet vi har diskuterad i dag borjade vi med initialvardet F; = (%, 3).
Och fordelningen vid slutet av studietiden blev Foo = (%,3). Det lustiga ér
dock att vi inte behover lasa av initialvardet Fi, slutfordelningen blir oansatt
(%, %) Lat F}; = (p,q) vara en godtycklig utfallsvektor. Detta betyder att p
andel av studenterna véljer pub A, och ¢ andel av studenterna valjer pub B,

den forsta fredagen. Vi har att p och g ar icke-negativa tal, och dar p+q = 1.
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Fordelningen vid slutet av studietiden blir

Fo = lim A" {p}
q

n—o0

Nu berdknar vi A"Fy, och sitter sedan (1/5)" lika med noll. Detta ger

o Eyﬂr%q} _ [%(zﬂrq)]‘
OO 3P+ 34 3(+q)

Vi har att p+q = 1, och det foljer att F, = (%, %) Vi far samma slutresultat
I, oberoend av intialvardet till utfallsvektorn F;.

11.3.1. Ibland, som i exemplet ovan, beror inte slutresultatet F,, pa ini-
tialvardet. Dock finns det exempler pa stokastiska matriser dar slutresultatet
beror av intitialvardet, och det finns stokastiska matriser dar det inte finns
nagot slutvarde alls. Kan du konstruera sadana exempel? Konstruera en
(2 x 2) stokastisk matris A sadan att X, = lim, . A"X; beror pa vilken
utfallsvektor X; man borjar med. Lite svarare ar att hitta en stokastisk
matris B sadan att X, = lim,,_,., B"X; inte finns. Proval
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Forelasning 12

Google og
informasjonssortering

Nettet! som vi alle kjenner til er en enorm hop av hjemmesider inneholdende
all mulig tenkelig og utenkelig informasjon. Det er en fantastisk fglelse a ha
tilgang til all den informasjon som finnes pa nettet. Et umiddelbart problem
som dykker opp er hvordan man skal finne relevant informasjon. Vi skal her
beskrive hvordan sgkmotoren Google finner nalen i hgystakken.

12.1 Nettet

Internett bestar av hjemmesider. Hver hjemmeside har en unik adresse,
og sidene inneholder tekst samt pekere (linker) til andre hjemmesider. En
nettleser gjor det mulig a apne og lese en hjemmeside, og problemet som
spskmotorene skal hjelpe oss med er a sortere ut hjemmesidene som er rele-
vante for en gitt sgkning.

For a forsta kompleksiteten i problemet gjeldende informasjonssorteringen
er det verdt a merke seg fglgende. Nettet er veldig stort, og faktisk er det
vanskelig & bestemme antallet hjemmesider. Et estimat gjort januar 2004 (se
[2]) indikererer at det dengang fantes 10 milliarder hjemmesider som i snitt
inneholdt 500 KB informasjon. Vidre har vi at nettet er dynamisk. Tkke bare
dukker det opp kontinuerlig nye hjemmesider, men gamle sider endres ved at
ny tekst og nye pekere legges til.

Blakopi Fgr man begynner a sortere informasjonen, sa tar man fgrst en
slags blakopi av nettet. Sma avanserte program (sakalte webcrawlers) spker
opp nettets hjemmesider, leser av informasjonen og fglger opp pekerne for

!Detta kapitel har jag inte hunnit Gversitta till svenska, eventuelt svorska.
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a finne fler hjemmesider. Siden nettet hele tiden endrer seg blir disse pro-
grammene aldri avsluttede, men gar til stadighet gjennom eksisterende hjemmesider.
Det tar omtrent (se [1]) tre hele uker for a sgke gjennom nettet!

Informasjonen som disse programmene henter blir lagret i en stor indek-
seringsfil. I indekseringsfilen lagres alle typer av ord som blir funnet pa
hjemmesiden, samt informasjon om hvilke hjemmesider som inneholder de
respektive ordene. Om vi tenker oss hjemmesidene nummererte som 1,2, .. .,
da kan en del av indekseringsfilen se ut som

e matrimonium 8§, 24
e matrise 3, 11, 15, 879, 1000032
e matrose 6, 11, 3059.

Dette betyr at ordet “matrise” forekommer pa hjemmesidene nummerert som
3, 11, 15, 879 og 1000032, mens hjemmeside 11 inneholdt bade termen ma-
trise og matrose. Denne indekseringsfilen er selvsagt enorm da alle typer av
ord, innefor alle tenkelige sprak forekommer. Aret 2003 var denne indekser-
ingsfilen omkring 4 milliarder stor og Google hadde en maskinpark bestaende
av 15000 datamaskiner for a lagre indekseringsfilen. Men, poenget er at selv
om denne filen er stor sa tar det ikke langt tid for en datamaskin a sgke
igjennom en slik liste.

12.2 Rangering

Nar vi bruker en sgkmotor sa skriver vi inn en tekst eller bare et ord som
beskriver vart interesse. Deretter vil sgkmotoren liste opp alle hjemmesider
som inneholder var sgkte tekst. Disse hjemmesider blir listet etter en gitt
rangering, der hjemmeside med hgyest rang kommer fgrst. Grunnen til at de
fleste av oss bruker sgkmotoren Google er fordi den har en rangering som vi
opplever som fornuftig; de mest relevante sidene kommer fgrst.

For eksempel, om du gjor et sgk pa ordet “matrise” sa for du ikke bare
5 treff som eksemplet vart over indikerer, men hele 175 000 treff. Det tar
Google cirka 0.2 sekunder for a bestemme en ordnet liste av de 175 000
hjemmesider som inneholder ordet matrise, og hgyest opp kommer Wikipedia.
Hvordan er dette mulig?

Popularitetsrangering Et menneske kan fort avgjore hvorvidt en hjemme-
side virker relevant eller ikke, men en sgkmotor har ingen kvalitativ forstaelse
av tekst. I prinisippet kan et program bare telle hvor mange ganger et gitt
ord forekommer.
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I tiden fgr soekmotoren Google var det vanlig a rangere hjemmesidene
etter hvor mange pekere en side hadde, en sakalt popularitetsrangering. En
hjemmeside som hadde mange pekere til seg matte veere viktig siden mange
eiere av hjemmesider hadde lagt til en peker dit. En annen rangering som var
brukt telte kun hvor mange ganger et gitt ord forekom pa siden. Her tenkte
man seg at en viktig side ville anvende det gitte ordet flere ganger. Popu-
laritetsrangeringen gir en bedre rangering enn a kun telle antallet forekom-
ster av et ord per side, men popularitetsrangeringen er lett a manipulere.
For a fremheve sin side under denne rangeringen lager man en million nye
hjemmesider som inneholder en peker til sin side. Man skal ikke glemme at
det finnes mange kommersielle aktgrer ute pa nettet som er veldig interesserte
i a fa sine sider synlige. En god og fornuftig rangering ma veere vanskelig a
manipulere.

Blant annet ryktes det om at en av pre-Google tidens store sgkemotorer,
Alta Vista, ikke ville returnerer sin egen hjemmesiden som den viktigste nar
man spkte pa “Alta Vista”. Et beskrivende eksempel pa at rangeringsord-
ningen ikke fungerte.

PageRank For a rangere hjemmesider skapte Sergey Brin og Larry Page
en rangering som siden 1998 har dominert markedet for sgkmotorer. A gjore
et nettsgk med en sgkmotor heter idag simpelthen a google.

Selv grunnideen som vi skal beskrive er enkel. Hver peker til en hjemme-
side P skal vi tenke pa som et rekommendasjonsbrev for P. En hjemmeside
med mange rekommendasjonsbrev bgr i utgangspunktet veere mere viktig en
en hjemmeside med fa rekommendasjonsbrev. Men, som vi indikerte over er
dette alene ikke nok for a gi en god rangering. Vi skal ogsa ta hensyn til
hvem som sender rekommendasjonsbrevene, dvs. hvilke sider som peker til
hjemmesiden P.

Exempel 12.2.1. Vi tenker oss personer som sgker jobb. Deres rekommen-
dasjonsbrev vil veere avgjorende for rangeringen av de sgkende, og i dette
eksemplet tenker vi oss at de ikke har noen andre merittlister. Her kan vi
tenke oss at en sgker X har 1000 rekommendasjonsbrev, mens en annen sgker
Y har et brev. Om jobben for eksempel handlet om I'T og programmering og
Y har rekommendasjonsbrev fra Bill Gates, da er det rimelig a rangere Y fgr
X, til tross for det store antallet rekommendasjonsbrev X har. Et rekom-
mendasjonsbrev fra Bill Gates vil regnes som viktig. Men om det viste seg at
en person som regnes som viktig, skriver veldig mange rekommendasjonsbrev
da blir dennes brev med en gang mindre viktige.
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Matematisk formalisering La oss gjore om ideen i Eksempel (12.2.1) til
en matematisk modell for rangering av hjemmesider. Vi tenker oss at nettets
hjemmesider er nummererte som Py, Py, ... P,. Vileser av antallet pekere |P;|
fra hjemmeside P;, denne informasjonen har vi ogsa lagret pa indekserings-
filen. Viktigheten eller rangen, til hjemmeside P; skriver vi som r(FP;) og er
enna et ubestemt tall. Basert pa eksemplet med rekommendasjonsbrev vil vi
at rangen til en hjemmeside P skal baseres pa pekere fra andre hjemmesider
til hjemmeside P. Pekerne tenker vi pa som rekommendasjonsbrev. Hver
hjemmeside @) som peker til hjemmesiden P har selv en viktighet, dvs rang.
Rangen til hjemmesiden @) skal vekte pekeren, men vi vil ogsa ta hensyn til
hvorvidt hjemmesiden ) har mange pekerer til andre hjemmesider. Dette
gir at rangen til en hjemmeside P; skal tilfredstille ligningen

rp)=3" r|(P]:j’), (12.2.1.1)

gt
der vi summerer over alle hjemmesider 5 — ¢ som peker til hjemmesiden P;.
Rangen til P; bestemmes som summen av rangen av innpekende hjemmesider
delt pa deres totale antall pekere.?
Det er verdt a bemerket at rangen r(P) til en hjemmeside er enn sa lenge
en ubestemte verdi. Vi har kun satt opp ligningssystemet (12.2.1.1) som vi
gnsker skal bestemme rangeringsvektoren. Det er ingenting som garanterer
at ligningssystemet har, ikke trivielle, lgsninger.

Hyperlinkmatrisen Vi vil na vise hvordan vi lgser PageRank ligningen
(12.2.1.1). Vi Py, P,, ..., P, veere hjemmesidene, og vi lar |P;| veere antallet
pekere fra hjemmeside P;. Vi teller antallet pekere fra P; til P; som maksimalt
en. Vi konstruerer deretter hyperlinkmatrisen H som er en (n X n)-matrise,
og der koeffisient (i, 7) er

[P
0 ellers.

" { Lj om hjemmeside j peker til hjemmeside i,
i
Merk at definisjonen av hyperlinkmatrisen H bare gir mening hvis alle hjemmes-
idene Py, P, ..., P, har pekere. Vi vil av tekniske grunner ikke her ta med
hjemmesider som ikke har pekere.
Vi merker oss at hyperlinkmatrisen konstrueres baseres kun pa infor-
masjon som sgkmotorene kan lese av.

20m du er interessert i & se en gitt hjemmesides pagerank, ihvertfall tilnsermelsesvis,
kan du besgke www.seochat.com/seo-tools/pagerank-lookup/.
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Exempel 12.2.2. Betrakt folgende mikro-nett bestaende av fire hjemmesider
1,2,3 och 4. Disse hjemmesidene har pekere som pilene i diagrammet ne-
denfor indikerer.

Hjemmeside 1 har en peker til hjemmeside 3, og hjemmeside 3 har en
peker til hjemmeside 4. Hjemmeside 4 har en peker til hjemmeside 1 og
hjemmeside 2, mens hjemmeside 2 har en peker til de andre tre. Vi har at
|Pi| = 1,|P2| = 3,|Ps] = 1o0g |P,| = 2. Ligningssystemet som gir rangeringen
av de forskjellige hjemmesidene blir dermed

() =—3 2
_ (P

7(P) = 5

r(Py) = r(Py) + T(f)

r(Py) = 7"(52) +r(Py)

Hyperlinkmatrisen til dette eksemplet blir

8%8%
_ 3
H 1%00
05 10

Det er ingen tilfeldighet at kolonnene summerer opp til verdien 1.
Proposition 12.2.3. Hyperlinkmatrisen H er en stokastisk matrise.

Proof. Vi har at alle koeffisientene i H er ikke-negative, og ma kun verifiere
at kolonne elementene summerer til 1. Vi har, for fiksert j, at koeffisient H; ; i
hyperlinkmatrisen er null hvis hjemmeside j ikke peker til hjemmeside i. Og,
per definisjon vil det finnes ngyaktig |P;| nullskilte koeffisienter H; ; = \71g-|’

slik at

A
H; =S — =1
2= 2 1my
O]
Rangeringsvektoren Lan veere antallet hjemmesider, ogla X = [z1,..., )"

veaere en vektor i R™. Vi merker oss PageRank ligningen (12.2.1.1) er ingeting
annet enn ¢’te rad i matriseproduket H.X. Med andre ord har vi

HX = X.
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Rangeringsvektoren som vi sgker skal veere en vektor R = (ry,re,...,1,)
med positive koeffisienter r; > 0, som satisfierer HR = R. Vi kan anta at
koeffisientene summerer opp til 1, slik at R er en utfallsvektor. Koeffesient
r; 1 rangeringsvektoren vil gi rangen til hjemmeside P;. Den koeffisient som
er stgrst peker ut den hjemmesiden som rangerest hgyest, og som anses mest
viktig.

Vi har enna ikke funnet en slik rangeringsvektor. Vi vet engang ikke
hvorvidt det finnes lgsninger, eller om det finnes om de er unike. For a
garantere lgsninger til systemet introduserer vi en ubestemt skaler A\, og
betrakter

HX = )\X.

En vektor X som tilfredstiller ligningen HX = AX kalles en egenvektor
til H, med egenverdi .

Proposition 12.2.4. La X wvere en vektor slik at HX = AX for et gitt
tall A. Anta at koeffisientene til X = (x1,...,x,) er slik at summen ikke
summerer opp til null, Y7 x; # 0. Da er egenverdien \ = 1.

Proof. Av Proposisjon (12.2.3) har vi H er en stokastisk matrisen. Det folger
at koordinatene til X summerer opp til samme verdi som koordinatene til
HX. Lar =3 x;. Av ligningen HX = AX far vi ved a summere opp
koordinaterne til de to matrisene at r = Ar. Ved antagelsen er r # 0, og det
folger derav at A = 1. m

Proposisjonen ovenfor gir i prinsippet eksistens av rangeringsvektorer.
Egenvektorer vil det alltid finnes, og det eneste vi mener med i prinsippet er
kravet om at koordinatene summerer opp til et tall forskjellig fra null.

Exempel 12.2.5. La oss ga tilbake til mikronettet diskutert i Eksempel
(12.2.2). Vi satte der opp hyperlinkmatrisen, og vi vil her finne ranger-
ingsvektoren. Ligningssystemet HX = X skriver vi som (I, — H)X =0, og
dette blir

1 =L o =1
3 2
o 1 o -I||°
)
-1 —% Lo |7 =0
-1 3 1 0 w
0 -3 -1 1
Gauss-Jordan eliminasjon gir trappeformen
1 1
01 0 —3
0 0 1 —¢
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Lgsninger til dette systemet er w = ¢,z = %t, Yy = %tq: = %t, med t et villkarlig
tall. Kravet om at vektoren ogsa skal veere en utfallsvektor gir

2 1 5) 4+34+5+6
“t+-t+-t+tt=t(——F-)=3t=1
3 i 2 * 6 * ( 6 ) ’

gir det unike utfallet (%, %, 1%, %) Dette gir at hjemmeside Pj er den viktigste,

Pj3 den nest viktigste. Mens hjemmeside P, er den minst viktige.

12.3 Iterering

Diagonaliseringstrikset vi gjorde for a finne det stabile utfallet i eksempel
med studentpuben (Kapittel 11) er helt umulig a applisere til hyperlinkma-
trisen. A konstruere en diagonaliseringsmatrise, og dets invers, krever mange
beregninger. Stgrrelsen til hyperlinkmatrisen gjor at kompleksiteten i disse
beregningene blir uoverkommelige. Det man gjgr, og som gjgres veldig raskt,
er a tilngerme utfallsvektoren X med iterasjoner. La X; veere en vilkarlig
utfallsvektor. Da vil X, .1 = H"X; veere en approksimasjon til X, og det
viser seg at omtrent 50 iterasjoner er nok. Dvs, med n = 50 sa far vi en
rangeringsvektor X5; som er en god nok tilnsermelse for at vi brukere skal
oppleve sgkmotoren som god, om ikke utmerket.

12.3.1. Det er klart at vi i beskrivelsen av sgkmotoren Google gir en grov
skisse av hvordan den fungerer. Sgkmotoren inneholder blant annet en hel
del finere delrutiner hvor blant annet nettsurferens klikkinger registreres og
siden brukes for a bestemme rangeringen. Vidre sa er hyperlinkmatrisen H
sa stor at flere praktiske problemer ma overvinnes for i det hele tatt skrive
opp denne, for a ikke nevne hvordan man skal kunne foreta 50 iterasjoner.

En annen ting man kan merke seg er at rangeringsvektoren som sgkmotoren
Google produserer gir en absolutt rangering. Rangeringen bestemmes kun
av pekere, og ikke av innehold. Dette har visse uheldige konsekvenser. For
eksempel, en hgyt rangert side kanskje inneholder mye av interesse om et
spesifikt tema, men har null interesse for en som vil lese om matriser. Om
denne hgyt rangerte siden skulle inneholde ordet “matrise” da ville denne
sannsynlig komme fgrst ved sgk pa dette ord.
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Appendix A

Ortogonal dekomposition

A.1 Avstandsformeln

Det vi anvande for att harleda formeln for avstandet mellan en punkt @ i
planet och en linje L, i Sats 4.5.1, var foljande observation. Lat n = (a,b)
vara en (nollskild) normalvektor till linjen L, och anta nu att linjen L gar
genom origo. Varje vektor X = (z,y) kan skrivas som en sum

X =tv + sn,

dar v ar en riktningsvektor till linjen L, och s och t ar skalarer. Vektorerna v
och n ar vinkelrata, och vi sager att vi har gjort en ortogonal dekomposition
av X. Langden av vektorn sn var precis avstandet.
Lat oss gora detta engang till. Vi har en ortogonal dekomposition av
vektor X pa formen
X =w+ sn, (A.1.0.1)

dar w ar nagon vektor i linjen, och s ar nagot tal. Vektorn w som é&r i linjen
L skriver vi som
w = proj (X) =X —sn (A.1.0.2)

och kallas projektionen av X ned pa linjen L. Nér vi tar inreprodukten med
n far vi
< X,n>= 0+ s||n|]?, (A.1.0.3)

vilket leder oss till avstandsformeln. Nu erkénner vi enbart att talet s
bestdms av uttrycket (A.1.0.3). Detta betyder att

<X,n>
projL(X) =X—-s5-n=X— ﬁ - n. (A.1.0.4)
n
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A.1.1. Mark att vi inte har anvant att L ar en linje, men enbart att n ar en
normalvektor till L. Vi vill aterkomma till detta i hogre dimensioner.

Exempel A.1.2. Betrakta linjen L som ges av ekvationen 3z + 4y = 0.
En normalvektor till linjen &r n = (3,4). Den ortogonala projektionen av
punkten (1,2) ges av uttrycket (A.1.0.4) som

< (1,2),(3,4) > 1

4) = —(— .
Proposition A.1.3. Lat L vara en linje i planet, som gar genom origo.
Avbildningen T': R* — R? som skickar en godtycklig punkt X till proj; (X)
ar en linjar avbildning. Om n = (a,b) dr en nollskild normalvektor till L da
ges T av matrismultiplikation med matrisen

1 b —ab
a2+ b2 |—ab @ |’
Proof. Linjariteten till avbildningen T foljer av utrycket (A.1.0.4), och defi-

nitionen av indreprodukt. For att bestimma matrisen A berdknar vi T'(1,0)
och T(0,1). Vi har

proj.(1,2) = (1,2) —

a 1 9
7(1,0) = (1,0) - ag—erg(@a b) = m(b , —ab),
vilket ger den forsta kolomnen i A. Liknande berdkning for 7°(0,1) ger den
andra kolonnen. O

Exempel A.1.4. Betrakta linjen L som ges av 3z + 4y = 0. Projektionen
ned pa linjen L ges som matrismultiplikation med

16 12
k1

25 25

Specielt har vi att punkten (1,2) skickas till

. 1 —8 6
proJL(L 2) =A- |:2:| - (%7 %)

A.2 Spegling

Lat L vara en linjen genom origo. For varje punkt X har vi ortogonal
dekompositionen X = w + sn, dir n ar nagon nollskild normalvektor till
linjen L. Speglingen i linjen L ar avbildningen T: R? — R? som skickar X
till

T(X) = proj, (X) — sn.
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Proposition A.2.1. Lat L vara en linje som gar genom origo, och betrakta
avbildningen T': R? — R? som ges som spegling i linjen L. Avbildningen T
ar en lingar avbildning, och vi har att

<X,n>

T(X) =X —-2———n.
&0 "

Specielt har vi att avbildningen ges av matrismultiplikation med matrisen

1 b2 —a? —2ab
T a2+ b2 | —2ab  a® —b?*|’

dir n = (a,b) dr nagon nollskild normalvektor till linjen L.

Proof. Av definitionen samt linjéariteten till projektionen, foljer det att speglin-
gen &r linjar. Av definitionen av projektionen (A.1.0.4) har vi att

proj (X) = X — sn,

vilket ger att T'(X) = X —2sn. Talet s har vi tréaffat pa tidligare, och denna
bestdms av (A.1.0.3) som
<X,n>
§= ——o—
[Inl|

Déarmed har vi visat det andra pastaendet i propositionen. Slutligen for att
bestdmma matrisen A anvéander vi uttrycket for T(X) som vi precis har
visat, pa vektorerna X = (1,0) och X = (0,1). Detta ger de tva kolonnerna
i matrisen A. O

Exempel A.2.2. Betrakta igen linjen L som ges av ekvationen 3x + 4y = 0.
Speglingen in linjen L ges av matrisen

1[7 —24
A‘%{—M —7}'

Punkten (1,2) skickas under speglingen till punkten (—3=, —22).

A.3 Uppgifter
Uppgift A.3.1. Betrakta linjen L som ges av ekvationen 2x — 5y = 0.

Bestam matrisen som representerar speglingen i linjen L, och matrisen som
representerar projektionen i linjen L.
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Uppgift A.3.2. Betrakta linjen L som ges av 2x—5y och linjen N som ges av
3z + 7y = 0. Bestim matrisrepesentationen till avbildningen T: R? — R?
nar 1" ar

a) avbildningen som forst speglar i linjen L och sedan speglar i linjen V.

C

)

b) avbildningen som forst speglar i linjen NV och sedan i linjen L.
) avbildningen som forst speglar i linjen N och sedan i linjen N (uh!).
)

d) avbildningen som forst speglar i linjen N och sedan tar projektionen

ned pa linjen L.

e) avbildningen som forst tar projektionen ned pa linjen N och sedan
speglar om linjen L.

f) avbildningen som forst tar projektionen ned pa linjen N och sedan
projektionen ned pa linjen L (uhu!).

Uppgift A.3.3. I beviset av Proposition (1.3) skrev jag ”... en liknande
berdkning for 7°(0, 1) ger den andra kolonnen” och i beviset av Proposition
(1.6) skrev jag ” anvénder vi uttrycket f6r 7'(X) som vi precis visat, pa
vektorerna X = (1,0) och X(0,1). Detta ger de tva kolonnerna i matrisen
A”. Gor dessa detaljer som jag utelamnade.

Uppgift A.3.4. Bestdm koordinaterna till 7'(2,3) dar T &ar de sex olika av-
bildningarna i Uppgift 2. Rita, for varje T en bild som bekraftar rimligheten
i ditt svar.
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Appendix B

Linjara avbildningar

B.1 Avbildningar

B.1.1. Vi har att det Euklidiska n-rummet R™ ar mangden av alla ordnade
reella tal
R"={(x1,...,2,) | rellatal z;, i=1,...,n}.

Elementen z = (z1,...,x,) i R™ kallas for punkt eller vektor.

En avbildning f: R" — R™ ar en tillordning som till varje punkt x =
(r1,...,2,) 1 R" anger en punkt f(z)i R™. Avbilndingar kallas ocksa for
funktioner.

Exempel B.1.2. Ett exempel pa en avbildning f: R!%' — R &r av-
bildningen som skickar x = (z1,...,x101) till dets 17 forsta koefficienter,

f(ZL') = (Il, e ,.T17>.

Exempel B.1.3. Ett annat exempel pa en avbildning f: R — R!7 &r
avbildningen som skickar (x1,...,z101) till punkten (1,0,...,0,17).

Matrisavbildningar De avbildningar vi ar interesserade av kommer fran
matriser. Lat A = (a;;) vara en (m X n)-matris. Som brukligt skriver vi
element i R™ som (nx1)-matriser. Matrisen A ger vid matrismultiplication en

avbildning 74: R" — R™. Avbildningen skickar en vektor = = (z1,...,2,)
till
I Q1,171 +---+ A1.nTn
Al = :
Tn U121+ + Gmanln

Detta skall tolkas som att x = (xy,...,z,) skickas till

Ta(z) = (a11%1 + @12%2 + Aoy - - o, ApAT1 F QT2 + -+ F o nTn).
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Notera att matrisen ar (m X n), och att avbildningen gar fran R™ till R™.
Exempel B.1.4. Betrakta matrisen
1 2 -4 —4
A=12 4 0 0
2 3 2 1
Detta ger en avbildning T4 : R* — R3 som skcikar (z,y, 2, w) till
1 2 -4 —4
24 0 0
2 3 2 1

S ve 8

Skriver vi ut detta far vi att avbildningen skickar (z,y, z, w) till
(x+2y —4z — 4w, 2z + 4y, 2z + 3y + 2z + w).

Specielt har vi att vektorn (1,0, 1, —1) skickas till (1,1, 3).

Definition B.1.5. En avbildning f: R — R™ ar linjar om
flav +bw) = af(v) +bf (w),

for alla tal a och b, och alla vektorer v och w i R".

B.1.6. Notera att en vektor v = (vy,...,v,) i R" kan skrivas som
V= v1€1 + Vgea + -+ + Upep,

dér e; = (0,...,0,1,0,...,0) ar vektorn med 1 pa i’te komponent, och noll
pa alla de andra komponenterna. Om avbildningen f ar linjar har vi att

fv) =vif(er) +vaf(ea) + -+ vaf(en). (B.1.6.1)
Detta ar en ekvivalent beskrivning av linjaritet.

Lemma B.1.7. Lat f: R* — R™ wara en avbildning. Avbildningen dar

lingar dr ekvivalent med att avbildningen satisfierar (B.1.6.1) for alla vektorer
viR™

Proof. Se uppgifterna. n

Exempel B.1.8. Kolla nu att avbildningen i Exempel (B.1.2) &r linjér, och
att avbildningen i Exempel (B.1.3) inte &r linjar.
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Notera ocksa att en linjar avbildning ar bestamd av sin varkan pa vektor-
erna ey, ...,e,. Om vi kdnner f(e;),..., f(e,) da kan vi anvianda (B.1.6.1)
for att bestimma f(v) for godtyckliga vektorer v i R™.

Lemma B.1.9. Lat f: R" — R™ wara en linjar avbildning. Lat A vara
(m X n) matrisen

A= [fler) - flen)],

dar kolumn i ar vektorn f(e;) i R™, fori=1,...,n. Da har vi att f = Tha,
dvs den linjdra avbildningen f ges vid multiplication med matrisen A.

Proof. Se uppgifterna. ]

Exempel B.1.10. Lat Ty: R* — R? vara den linjira avbildning som ges
av matrisen A i Exempel (B.1.4). Vi har att vektorn es = (0,0, 1,0) skickas
till Ta(es) = (—4,0,2), vilket dr kolumn 3 i matrisen A.

B.2 Bildrum

Givet en matris A och lat Ty: R* — R™ vara den tillhorande linjara av-
bildning. Fixera en vektor b = (by,...,b,) 1 R™. Vi vill bestamma vilka
vektorer x = (z1,...,2,) 1 R™ som skickas tilll b vid avbildningen T4, det
vill saga

Skriver vi ut detta erhaller vi

T 1,121 + -+ a1 Ty by

Tn A, 171 +-+ AmnTn bm

For att dessa tva matriser skall vara lika maste de vara lika koefficientvis.
Detta ger oss ekvationssystemet

1171 + a10T2 + - F a1, = b
2101 + dooTo + -+ a2, = by

(*) =
Am, 171 + A, 222 + -+ Amndn = bm

Dessa vet vi hur vi loser.

Exempel B.2.1. Lat T4: R* — R? vara den linjiara avbildningen vi far
fran matrisen A i Exempel (B.1.4). Lat b = (by, by, b3) vara en fixerad, men
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godtycklig, vektor i R3. Vi skall nu bestdmma alla vektorer (z,vy,z,w) i R?
som skickas till b under avbildningen T4. Vi har att Tx(x,y, z,w) = b ger
ekvationssystemet

r4+2y—4dy —4dw = b
20 4+3y+22+w = b

Vi skriver ekvationssystemet som

12 -4 —4 | b
24 0 0 | b
2.3 2 1 | b

och detta l6ser vi ved Gauss-Jordan elimination. Vi tar och adderar -2 ganger
forsta raden till rad tva och sedan till rad 3. Detta ger

1 2 —4 —4 | b
0 0 8 8 | by—2h
0 -1 10 9 | by—2h

Vi byter plats pa rad tva och rad tre, multiplicerar den nya rad tva med -1.
Och tar sedan och adderar -2 ganger rad tva till rad ett. Detta borde ge

1 0 16 14 | —3b + 2bs
01 —10 —9 | 2b — by
00 8 8 | by—2n

Slutligen, vi delar rad tre med 8, och sedan multiplicerar vi med -16 och
adderar till rad 1, och vi mutiplicerar med 10 och adderar till rad 2. Detta
ger

1 00 =2 | by —2by+2bs
010 1 | —ibi+3b—0bs
001 1 |  lbo—1ib

Detta betyder att w = t, dar ¢t ar godtyckligt tal. Och att z = %bg — ibl —t,
Y= —%bl + %bg — b3 — t och slutligen att x = by — 2by + 2b3 + 2t. For fixerad
b = (b1, by, b3) har vi att de vektorer (z,y,2,w) i R* som skickas till b via
avbildningen T4, ar
1 ) 1 1
(by — 2bg + 2b3 + 2t, —=by + —by — bg — t, —by — =by — t, 1), (B.2.1.1)
2 4 8 4
med godtyckliga ¢t. Vi gor en slutlig koll. Ta en punkt a i R* som &r pa form
som ovan i (B.2.1.1), och vad skickas en sadan punkt till med avbildningen
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by — 2by + 2b3 + 2t
—3by + 2by — by — t

sy — b1 —t

t

[b1 — 20y + 2by + 2 + 2(—3by + 2by — by — t) — 4(5by — 1b1) — t) — 4t
— 2(by — 2by + 2b3 + 2t) + 4(—2b1 + 2by — by — t)
| 2(by — 2by + 2b3 + 2t) 4 3(—3by + Sby — by — t) + 2(3by — 3b1 — 1) + ¢
o,
— | by
bs

12 —4 —4
Ta(a)=12 4 0 0
23 2 1

Exempel B.2.2. Vi atergar till Exempel (B.2.1) ovan. Mérk att om vi later

1 5
P = (bl — 2b2 + 2b3, —§b1 + ZbQ - b37b2 — 2b170)

sa ar detta en fixerad punkt i R?, och v = (2,—1,—1,1) ar en fixerad vektor
i R*. Méngden (B.2.1.1) kan vi skriva som

P+t-v,

med godtyckliga tal t. Med andra ord beskriver detta en linje i R*. For varje
vald punkt b = (b1, by, b3) sa finns det en linje i R* som kollapsar till denna
fixerade punkt under avbildningen 7'4.

B.3 Uppgifter

Uppgift B.3.1. Visa Lemma (B.1.7).

Uppgift B.3.2. Visa Lemma (B.1.9).
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Appendix C

Komplexa tal

C.1 Representation av tal

C.1.1. De reella talen skriver betecknas ofta med symbolen R. Vi vill inte
definiera de reella talen har, men vi noterar att for varje tal a och b har vi
att a+b och att ab ocksa blir reella tal. Med andra ord dr mangden R sluten
under addition och multiplikation. Vidare har vi att till varje tal a finns det
et tal —a sadan att a + (—a) = 0, och till varje nollskild tal a # 0 finns talet
a~! sddan att aa! = 1.

C.2 Reella talen som matriser

Vi borjar med att presentera de reella talen pa ett lite annorlunda satt. Varje
tal a kan skrivas som a - 1, och idag vill vi med 1 mena (2 x 2) identitetsma-

trisen. Vi skriver
Cul—a. 1 0 |a O
a=a-1=a o 1= 1o ol

Att skriva reella tal som en speciell klass av (2 x 2)-matriser skall vi snart se
ar ett smart drag. Notera forst att addition och multiplikation av matriser
ar kompatibel med den vanliga additionen och multiplikationen av reella tal.

Med detta menas foljande. Om a &r ett reelt tal, later vi T, = a - Ll) (1)} . Vi

har da att
Ta + Tb = Ta+b och TaTb = Tab-

Detta betyder att vi varkligen kan betrakta de reella talen som diagonalma-
triser med ett och samma diagonalelement.
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C.2.1. Betrakta nu alla (2 x 2)-matriser pa formen
C=/{ a —b | reella tal a,b}
I T

Delméangden av sadana matriser skriver vi som C. Notera att nollmatrisen
0 och identitetsmatrisen 1 finns med i mangden C. Och, med b = 0, har
vi ocksa alla reella tal inuti mangden C. Vi vil nu kolla att méngden &r
sluten under addition och multiplikation. Lat Z och W vara tva godtyckliga
element i mangden C. Vi har att

a —b ¢ —d
Z_{b a} och W—{d c}

for nagra reella tal a, b, c och d. Vi har att

B _la+c —(b+d)
Z+W—W+Z—{b+d ot } (C.2.1.1)
B |l ac—=bd —(—ad—bec)
Z-W—W-Z—{_ad_bc . } (C.2.1.2)

Vi har att Z + W och Z - W ar matriser pa den speciella formen som kravs
for att vara med i mangden C. Mark ocksa att for matriser i C blir ma-
trisprodukten kommutativ (hérligt!). Mangden C é&r sluten under addition
och multiplikation. Hur ar det med de andra egenskaperna for tal. Uppen-
barligen har vi att for varje matris Z att Z 4+ (—Z) = 0. Hur &r det med
Z71?

Sats C.2.2. Lat Z wvara ett nollskilld element © C. Da finns det en matris
771 i C sadan att ZZ~' = 1. Mera precist, om

a —b
2=l
da har vi determinanten det(Z) = a®> +b*. Om Z # 0, dd vill determinanten
vara nollskild, och vi har att inversen

e __=b_
7= |z .

202 a2 +b2
Proof. Vi har att det(Z) = a®+b?. Determinanten &r noll om och endast om
a =0 och b =0. Med andra ord ar determinanten nollskild om och endast
om Z # 0. Vi har tidligare visat att en matris ar inverterbar om och endast
om determinanten ar nollskild, och formeln fér inverser for (2 x 2)-matriser
ger slutligen sats. ]
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C.2.3. De tre forsta egenskaperna, att mangden ar sluten under addition,
och sluten under multiplikation, och att varje matris Z har en additiv invers
—7 galler inte bara for mangden C. Dessa tre egenskaper giller ocksa for
méngden av alla (2 x 2)-matriser, for att ta ett exempel. Det ar egenskapen
att varje matris Z # 0 har en multiplikativ invers som kraver att vi maste
betrakta en delmangd.

C.2.4. Komplexa talen Vi kallar mangden C av matriser definerad ovan,
for de komplexa talen. Tarmen komplex kan man diskutera, men anledningen
att vi kallar elementen i C for tal ar att dessa matriser har alla egenskaper
vi forvantar att tal skall ha. Specielt har vi den trevliga egenskapen att varje
nollskilt tal Z # 0 har en multiplikativ invers Z 1.

Notera att det finns komplexa tal som inte &r reella, det vill saga det finns
matriser i C som inte ar pa formen a - 1. Ett exempel ar talet

Q= {(1) _01] : (C.2.4.1)

Detta talet ger betecknar vi med symbolen €2, och kallas iblant fér den
imaginara enheten. Notera att

0 = [_01 _OJ : (C.2.4.2)
Detta betyder att Q% = —1.

Exempel C.2.5. Lat oss losa nagra ekvationer inom talen C. Vi borjar med
ekvationen

X2 =5.

Notera nu att den okanda X &r alla matriser inom méangden C, sadan att
X? dr lika med matrisen 5 - 1, matrisen med talet 5 pa diagonalen. Lat X
vara en godtycklig matris i mangden C, vi har

|
y
dar x och y ar okanda reella tal. Vi far att

2 2
2 |27 —y" 2wy
X _|: zxy x2_y2:|7

vilket skall vara lika med matrisen



Detta ger, koefficientvis, att 22 —y? = 5 och —2zy = 0. Den andra ekvationen
ger att antingen ar x = 0 eller sa ar y = 0. Insdtter vi x = 0 i den forsta
ekvationen far vi —y? = 5, vilket saknar 16sning. Insitter vi istéllet y = 0 i
den forsta ekvationen far vi 22 = 5, vilket har l6sningarna £+v/5. Vi har nu
visat att ekvationen X? = 5 har losningarna X = —/5 och X = /5. Inget
ovanligt med andra ord.

Exempel C.2.6. Betrakta ekvationen X2 = —4 i C. Lat X = B _xy}

vara en okand matris som ovan. Vi soker losningar till

XQZ[:UQ—yZ —ny]:_4:[—4 O]

2ry 12— P 0 —4
Vi jamfor koefficienterna och erhaller att 2? — y?> = —4 och —2zy = 0.
Insitter vi x = 0 i den forsta ekvationen far vi —y? = —4, vilket ger y = 2.
Insitter vi y = 0 i den forsta ekvationen far vi 2 = —4, och denna saknar
16sning. Vi har visat att ekvationen X2 = —4 har 16sningarna

X =-20 och X =2Q,

dar Q ar matrisen (C.2.4.1). Hér ser vi att vissa ekvationer, som X? = —4,
som inte har losning i R, har 16sning i C.

C.3 Komplexa talen som talplanet

Det reella talplanet R? dr mangden av alla ordnade talpar z = (a,b). Till

varje element z = (a, b) i talplanet kan vi tillordna matrisen Z = [Z _ab} iC.

b a
i C ger det ordnade talparet z = (a,b). Detta betyder att vi kan identifiera
méingden C med mingden R2.

Och omvandt. Den foérsta kolumnen till en godtycklig matris Z = [a _b}

C.3.1. Reell och imaginar axel Notera att under den givna identifikationen
av de komplexa talen med talplanet, identifieras de reella talen med z-axeln.
Vi kallar darfor x-axeln for den reella axeln. Talet €2 identifieras med talparet
w = (0,1), och y-axeln kallas den imaginéra axeln.

Multiplikation av talpar Vi har att C ar tal, och specielt kan vi addera
och multiplicera tal. Detta betyder att vi nu ocksa kan addera och mul-
tiplicera element i R% Lat z = (a,b) och w = (c,d) vara tva element i
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talplanet. For att addera och multiplicera dessa maste vi forst betrakta
dessa som element Z och W i C. Sedan adderar och multliplicerar vi Z
och W och far Z + W och ZW. Dessa tva nya matriser Z + W och ZW
identifieras med tva talpar, och vi erhaller addition och multiplikation av z
och w.

Lemma C.3.2. Lat z = (a,b) och w = (¢, d) vara tva talpar. Den inducerade
additionen fran C ger komponentuvis addition

z4+w=(a,b)+ (¢,d) = (a+¢,b+d).
Den inducerade multiplikationen ges av formeln
z-w = (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, —ad — bc).

Proof. Additionsformeln f6ljer fran (D.2.2), och multiplikationen foljer fran
(C.2.1.2). O

Exempel C.3.3. Betrakta talparet w = (0,1) som tillsvarar matrisen (2.
Formel ger att w? = (0,1)? = (—1,0), vilket vi redan visste fran berakningarna
i (C.2.4). Ett annat exempel dr produkten

0,1)-(-1,1)=(0+1,-0+1) = (1,-1).

C.4 Geometrisk tolkning av produkt

Vi vill tolka produkten zw av tva talpar z och w, geometrisk. Vi borjar
med att beskriva ett talpar z = (a,b) i poldra koordinater. Vinklar méts
i radianer, moturs, och fran den positiva horisontella z-axeln. Hér kan ni
rita en figur (!). Avstandet fran origo till (a,b) ges av Pythagoras Sats som
r=+a?+b% Om (a,b) # (0,0) sa finns det en unik vinkel ¢ € [0, 27) sadan
att

rcos(p) =a och rsin(p) =0.

Detta betyder att varje talpar z = (a, b) kan beskrivas med ett avstand r och
en vinkel ¢. Talparet (0,0) har avstandet noll, och vinkel noll. Sambandet

ges av z = (a,b) = (rcos(p), rsin(p)).

Rotationsmatrisen Om vi skriver ett talpar z = (a,b) i poldra koordi-
nater med avstand r och vinkel @, har vi z = (rcos(p), rsin(p)). Detta
betyder att matrisen Z som tillsvarar talparet z ges som

rcos(p) —rsin(yp)
rsin(p)  rcos(p)
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Notera nu att Z ar r7T,,, dar T, ar matrisen som representerar den linjara
avbildning som beskriver en rotation med ¢ grader, moturs omkring origo.
Kolla upp notaterna fran Uppgift 3.4.4.

Exempel C.4.1. Positiva reella tal a har avstandet a = |a| och vinkeln &r
noll. Negativa tall a har avstandet |a|, och vinkeln & 7. T.ex. har vi att
talparet

(—5,0) = (5cos(m), 5sin(m)).

Talparet w = (0,1) har avstandet 1, och vinkeln ar 7/2, detta betyder att
talparet som tillsvarar Q ges som (1 cos(7/2), 1sin(7/2)).

Lemma C.4.2. Lat z = (rcos(p), rsin(p)) och w = scos(¥), ssin(¥)) vara
tva talpar. Multiplikationen zw ges av talparet

(rscos(p + 1), rssin(e + 19)).

Proof. Lat Z vara matrisen ovan som tillsvarar punkten z, och matrisen W
som tillsvarar punkten w, ar

scos(¥) —ssin()
ssin(v)  scos(?)

Vi vill berakna produkten ZW. Vi har att Z = T, och W = sTy, dar T,
ar rotationsmatrisen med vinkel o. Vi har tidligare visat att sammansatning
av tva linjara avbildningar ges av produktmatrisen. Detta betyder att rotera
forst med ¢ radianer, och darefter rotera med ¢ radianer, ges av matrispro-
dukten T}, Ty. Men, att forst rotera med ¢ och darefter med ¢, ar att rotera
med totalt ¥ + ¢ radianer. Det vill saga att

B _ |cos(p+ 1) —sin(e + V)
Toly =Toro = sin(p+9)  cos(p+ )

Detta ger nu att ZW = 1T, sTy = rsT,, .y, vilket vi skulle visa. ]

C.4.3. Notera nu att vi geometrisk forstar hur produkten zw gar till. Vi
multiplicerar avstandet r till z = (a,b) med avstandet s till w = (¢, d), och
far avstandet rs till zw. Vinkeln till z adderas till vinkeln till w, och ger
vinkeln till zw.

Lemma C.4.4. Om z = (rcos(p), rsin(p)) ar nollskild, da ges inversen som



Proof. Pastaendet foljer fran Lemma (C.4.2) och det faktum att (1,0) =
(1cos(0), 1sin(0)) ar identitetselementet. O

Exempel C.4.5. Betrakta talparet z = (1,1). Vi vill berdkna z", for olika
heltal n > 0. I podra koordinater har vi att z har avstandet /2, och vinkeln
ar w/4. Detta ger att

2" = (V2" cos(mn/4), V2" sin(mn/4).
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Appendix D

PS3 och krypteringsmissar

D.1 Kryptering

Vi skall® idag titta lite pa kryptering, och mera specifikt hur elliptiska kurvor
anvands i kryptering, sakallad ECDSA. Vi skall ocksa se ett aktuelt exempel
pa hur detta inte skall anvandas.

D.1.1. Vi har foljande problem. En anvéndare A kontaktar en natsida N.
Anvandaren vill spela ett spel som nétsidan N har producerat, och natsidan
vill kontrollera att anviandaren A har betalad sin licens for att spela. Prob-
lemet ar att en hacker H Gvervakar och ldser av all informationsutvaxling
mellan A och N. Sa om A visar fram ett kvitto, da kommer sékerligen hack-
ern H att kopiera kvittot. Pa sadant sétt vill hackern H fa mojlighet att
spela utan att ha betalad licens, och detta tycker inte N om.

D.1.2. Losningen som anvands pa problemet ovan ar att anvidndaren A
krypterar sitt kvitto pa ett sitt som nétsidan N kan verifiera, men som
hackern H inte kan dekryptera.

Det finns flera olika sétt att kryptera, och en av de mest vanliga ar
att anvanda par av stora primtal som krypteringsnycklar, sakallad RSA-
kryptering. Ett annat siatt ar att anvanda elliptiska kurvor, som i ECDSA.

D.2 Elliptisk kurva

En elliptisk kurva ar nollstalleméngden till en ekvation pa formen
E={(z,y) € R*|y* = 2° + azx + b},

dar a och b ar givna tal. En typisk bild av en elliptisk kurva ar [fig].

1Jag sjilv lirde om detta av en kollega som, kanske, heter Joel Andersson
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D.2.1. Konjugering Vi mérker att om P = (p,q) &r en punkt pa kurvan F
da ar ocksa punkten (p, —¢) en punkt pa kurvan E. Vi har att om ¢? =
p?+ap+p = (—q)?, vilket betyder att kurvan ar symmetrisk om x-axeln. Vi
vill anvinda detta nedan, och infor darfor notationen P for konjugatet till
punkten P. Vi har alltsd att om P = (p,q) da ar P = (p, —q).

D.2.2. Addition av punkt Vi tdnker oss nu att den elliptiska kurva E ar
given. Vi vill nu gora foljande geometriska konstruktion, och for detta vill
vi anvianda oss av den typiska bilden ovan. Lat P, och P, vara tva punkt
pa kurvan E. Vi kan dra linjen L(P;, P,) genom P, och P,. Denna linje
L(Py, Py) skir kurvan i en tredje punkt @’ safremt inte P; och P, ligger pa
samma vertikala linje. Vi later () vara punkten som vi far om vi tar och
skiar kurvan F med en vertikal linje genom @', det vill sdga att Q = Q'
Vi ritar en figur for detta [fig]. Fina illustrativa figurer finns under ldnken
http://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_curve.

D.2.3. Tangentlinjen Om P; = P, da vill vi med linjen L(P;, P;) genom
punkten P; = P, mena tangentlinjen till kurvan E i punkten P;.

D.2.4. Oandlighetspunkt Konstruktionen ovan fungerar dock inte om punk-
terna P, och P, ligger pa samma vertikala linje, vilket betyder att P, = P;.
For att bota detta problem skall vi forestalla oss att kurvan E har en punkt
i oandligheten. Denna punkt kallar vi O. Vi skall tdnka pa de vertikala linjer
som merdianer pa sfiaren; dessa linjer ar parallella, men enda sa mots linjerna
i nordpolen. Och faktisk sa mots de parallella vertikala linjerna ocksa i syd-
polen, men pa den elliptiska kurva E &ar sydpol och nordpol en och samma
punkt O.

Vi later E, vara den elliptiska kurvan E union oandlighetspunkten O. Vi
definierar addition av punkterna till Ey pa det sittet som vi angav i D.2.2.
Detta ger en avbildning Ey x Fy — Ej, som skickar ett par av punkt P,
och P, pa Ep till punkten P, & P».

Exempel D.2.5. Lat P, och P, vara tva punkt pa kurvan E. Vi har att
P& P, =@, dir (Q ges som konjugering av punkten )’ som i sin tur ges av
skdrningen av kurvan E och linjen L(Py, P;) genom Py och P;.

Exempel D.2.6. Lat P vara en punkt pa kurvan F. Vi skall bestamma
P @& O. Linjen L(P,O) genom P och odndlighetspunkten O ges av den
vertikala linjen genom P. Linjen L(P,O) skir kurvan E punkten P dar

P’ = P. Vi har att P’ = P = P. Detta betyder att

P®O=P.
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Vi ser att addera punkten O till en annan punkt P inte gor nagot. Symbolen
O for oandlighetspunkten har inget med forsta bokstaven i oandlighet, men
refererar till begreppet noll.

D.2.7. Notera att for att erhalla P & O = P var det nodvandigt att vi i
definitionen av addition tok konjugatet av punkten )’ ges som skarningen
av linjen L(P;, P;) och kurvan E, och inte punkten )’ som kunde tyckas
mera naturlig.

Exempel D.2.8. Additionen av punkt D.2.2 ar sapass naturlig att foljande
egenskap haller
(Pl@PQ)@P3:P1@(P2@P3)7

for alla punkt P;, P, och P; pa kurvan. Vi kan med andra ord slopa paran-
teserna vid addition av punkt.

Exempel D.2.9. Vi har uppenbarligen att P, & P, = P, & P, for alla punkt
P, och P, pa den elliptiska kurvan.

Exempel D.2.10. Lat P vara en punkt pa kurvan E, och lat P vara punkten
som ligger pa kurvan E och under samma vertikala linje som P. Vi har av
konstruktion att linjen L(P, ﬁ) ar den vertikala linjen, och denna linje skar
kurvan FE i odndlighetspunkten O, dvs. L(P,P) skir inte kurvan E men
kurvan Eo. Vi har att O = O, och vi erhaller att

P& P=0.

Med andra ord ar P den additiva inversen till P.

D.3 Gruppen till en elliptisk kurva

Det vi har indikerad med exemplerna ovan ar att punkterna pa den elliptiska
kurvan Fo ar med additionen & en grupp, en kommutativ grupp. I ECDSA
anvander man gruppstrukturen pa den elliptiska kurvan for krypteringen.

D.4 Primtalskroppar

Vi har givit den elliptiska kurvan £ som en kurva i planet R2. I den virkliga
varlden vill man gora situationen lite mer “andlig”. Detta betyder att koef-
ficientarna till punkter P pa kurvan F inte tillats vara alla reella tal, men
enbart element i en éndlig primtalskropp.
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Om p ar ett givet primtal sa bestar primtalskroppen av heltalen F, =
{0,1,...,p — 1}. Addition och multiplikation sker modulo restklasserna.
Subtraktion fungerar, och da p ar ett primtal vill ocksa division fungera.

Primtalen kan i praktiken vara mycket stora, men for att fa en kansla for
primtalskroppar kan man titta pa sma primtal.

Exempel D.4.1. Primtalskroppen F5 bestar av elementen {0, 1,2, 3,4}. Ad-
dition sker modulo restklasserna, sa t.ex. ar 3 + 4 lika med 2. Subtraktion
sker pa samma sat. Mark att om vi vill 16sa ekvationen 3+ x = 2 1 F5 sa
substraherar vi 3 fran bada sidor och erhaller

r=2-3=-1

Talet -1 finns inte med i mangden F5, men adderar vi till 5 far vi 4. Detta
betyder att 2 — 3 = 4, vilket ocksa ar 10sningen till ekvationen 3 + z = 2.
Multiplikation sker ocksa modulo restklasser. Vi har att 4-4 =1 da 16 =
3 -5+ 1. Detta betyder ocksa att 4 = % i F5. Vi har att 2.3 = 1 vilket
betyder att 3 = % och att 2 = %

D.4.2. Vi tar for givet att om P; och P, ar punkt pa en elliptisk kurva E, och
koordinaterna till P; och P, bada ligger i en primtalskropp F,,, da vill ocksa
punkten () = P, @ P; ha koefficienter i primtalskroppen F,,. Specielt har vi att
punkterna pa den elliptiska kurvan E, med koefficienter i primtallskroppen
F, bildar en grupp.

Om £ ar ett element i primtalskroppen F), sa ér k specielt ett heltal. For
varje punkt P definierar

k-P=POP®---®P.

~
k kopior

D.4.3. Notera att om k ar ett nollskild tal i primtalskroppen da &r ocksa %
ett heltal/element i primtalskroppen.

D.5 Krypteringsalgoritmen

Anvéanderen A har vid betalning av licens till ndtsidan /N blivit eniga om en
elliptisk kurva Fjy, en primtalskropp Fj5, en punkt P pa den elliptiska kurvan,
och en krypteringsnyckel c¢. Krypteringsnyckeln c ar ett tal i primtalskroppen
F, . Denna information é&r inte tillganglig for andra.

Néar anvianderan A kontaktar natsidan N utfors foljande beraknigar av
anvandare A.
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Steg 1

Forst berdknas, av anvandare A, punkten ¢- P = @) pa kurvan Ey. Denna
punkt kallas den offentliga nyckeln, och skickas till natsidan N. Ved hjalp
av punkten () identifierar nitsidan N vilken anvéindere det handlar om. Det
vill sdga vilken kurva Fjy, vilken punkt P, och vilken krypterinsnyckel ¢ som
anvandaren borde ha.

Steg 2

Anvéndaren A skickar ett medelande till natsidan N, typ “jag vill spela”.
Detta meddelandet blir omgjord till ett tal e. Hur denna funktion fungerar ar
inte sa viktig. Det som ar viktig ar att talet e Andras med meddelandet. Man
kan tanka sig att meddelandet “jag vill spela” ocksa innehaller information
om klockslag mm., sadan att ndr anvindaren A vill spela dagen efter vill
meddelandet e vara ett annat.

Steg 3
En godtycklig, men stor, konstant £ i primtalskroppen F,, valjes, och anvandaren

A beriknar k - P. Vi later r vara z-koordinaten till punkten &k - P = (r, ry).

Steg 4

e+tcr
k

Vi berdaknar talet s = i primtalskroppen F,.

Informationsutvaxlingen

Informationen som anvandare A skickar till natsidan N ar alltsa punkten @,
meddelandet e, och signaturen (r,s). Denna information kan avldsas av en
tredje part, hackern H. Men, denna information kan inte ateranvandas.

Verifieringsalgoritmen

Néar anviandaren A kontaktar natsidan N kommer det besked om offentlig
nyckel ), meddelandet e och slutligen bifogas signaturen (r, s). Den offentliga
nyckeln identifierar vem den ténkta anvandaren borde vara, och slutligen
kontrollerar natsidan N signaturen. Kontrollen gors pa fojlande satt.

Berakning av punkten R

Natsidan beraknar punkten

S S
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Detta dr mojligt da nétsiden N fran punkten () vet punkten P, och talen
e,r och s skickas med kontakten fran A.

Verifiering

Nu skall natsidan verifiera att signaturen ar korrekt, och detta gors genom
att kolla att z-koordinat till punkten R ar det forsta talet r i signaturen som

anvandare A skickade. Vi har namligen att s = 62”, och detta ger

Re— (c.Par0.

e+ cr

Vi har vidare att Q) = ¢ - P, vilket ger att

R:

(e+cr)-P=k-P.
e+cr

Det var precis k - P som A berdknade for att bestamma, r.

D.6 Felaktig implementering

Nér Playstation 3 (PS3) lanserades 2006/2007 var den betraktad som att
inneha en mycket saker kryptering. PS3 anvandes sig av kryptering via
elliptiska kurvor. Men, i december 2010 blev maskinernas krypteringskoder
tillgdngeliga. Hackers lyckades bryta koden, och det hela baserades pa att
PS3 hade implementerad krypteringskoden fel.

Nar PS3 gav ut licenser till anvindare sa var det meningen att varje
anvandare fick en programvara som hade krypteringsalgoritm som ovan.
Skillnaden var dock i Steg 3 dar man istallet for att slumpa godtycklig tal &
varje gang man kontaktade natstedet N, anvénde sig av ett och samma tal
k.

Betrakta en och samma anvandare A. Denna kontaktar natsidan N med
ett meddelande e; och en signatur (r1,s;). Dessa tre tal fangar hacker H

_ (eiter)

upp. Vi har ekvationen s; = ===, som vi ocksa kan skriva som

s1k —ric=e;.

Talen ey, r; och s; har vi, men inte de tva okdnda k och c¢. Ni kan tanka pa
detta som en linje i ett plan dar de tva okanda ar k och c.
Men, dagen efter skickar anvandaren A ett nytt meddelande till néatsidan
N. Hacker H fangar nu upp talet e; och signaturen (rs, s;). Nu far vi en
linje till, namligen
Sok — roc = e9.

90



Nu har vi ett ekvationssystem i tva okanda k och ¢ som vi kan 16sa. Ekva-
tionssystemet skriver vi opp som matrisekvationen

2=l

Inversen till matrisen till vanster ar

1 —Tr2 T
—S81T9 + 1182 | —S2 S1

Detta ger nu att

k . 1 —T9€1 + T1€2
& T1S9 — §1T9 | —S2€1 + S1€2 '
Specielt har vi att den hemliga krypteringsnyckeln till anvandare A ar

§1€2 — 5261

7”182—817”2‘

Notera ocksa att ar k ar konstant da blir r; = r, alltid det samma. Detta

betyder att
. S51€9 — S2€1

7”1(82 — 81) .
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Appendix E
LaTex

E.1 Att skriva matematisk text

Vi borjade forelasningen med LaTex programmering. I sin enkelhet ser ett
LaTex dokument ut sahér:

\documentclass{article}
\begin{document}

Har kommer din text.
\end{document }

Filen sparas som namn.tex, och kompileras sedan med kommandot
> pdflatex namn.tex
som skapar filen namn.pdf. Forsok girna laga ett enkelt dokument i LaTex.
Haftet ”The Not so Short introduction to Latex” finns under
http://tobi.oetiker.ch/lshort/lshort.pdf
och ar vad jag sjalv anvander. Mojligen ar det forsta stéllet att borja under
hemsidan
http://www.latex-project.org/intro.html
Detta ar inte svart att lara sig, och ni vill ha mycket anvanding for detta i
framtiden. Lycka till.
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