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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTH:s MA-
TEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2013-2014 och bestar av sju avsnitt. Kom-
pendiet &r inte tdnkt att ldsas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pa de sju foreldsningarna. En bra
idé kan vara att forsoka ldsa varje kapitel sjalv innan foreldsningen, sa att
man redan innan vet vad malet med foreldsningen #r och vad som kan visa sig
vara svart.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa &r dels ordnade efter
ungefiirlig svarighetsgrad: évningar kan ha en (x), tva (xx) eller tre (x % x)
stjarnor. Dessutom har de udda 6vningarna facit liangst bak i kompendiet
och syftet med dessa &r att eleverna ska kunna rdkna dem och pa egen hand
kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar facit och
kan anvidndas som examination. Det rekommenderas dock att man forsoker
16sa dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast
kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller nagon av forfattarna.
Under arets gang kommer det att finnas rdknestugor pa KTH dér eleverna kan
rakna uppgifter tillsammans, och fa hjilp av oss.

Vi vill dock betona att fa av uppgifterna ar helt enkla. Detta betyder dels att
ldsaren inte bor titta i facit efter nagra fa minuter, utan att forst prata med
kompisar om uppgiften, kanske ligga den at sidan ett tag och tédnka pa annat,
och sedan forsocka lite till. Dessutom innebér det att fa av eleverna kommer
att kunna klara samtliga uppgifter, sa ett krav pa att eleven ska ha lost alla
uppgifter bor inte inga i examinationen. Dock rekommenderar vi starkt att
alla elever atminstone tittar pa och forsoker sig pa alla dvningar.

De flesta 6vningar kommer att ha manga olika mgjliga 16sningar och det som
star i facit bor endast ses som ett forslag.

KTH:s MATEMATISKA CIRKEL finansieras av Marianne och Marcus Wallen-
bergs Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, Institutionen for Ma-
tematik vid KTH, Alan Sola vid University of Cambridge och Dan Petersen
vid ETH Ziirich fér givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTH:s MATEMATISKA CIRKEL, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga och matematiska studier. Lararna pa Cirkeln kan vid
behov ge eleverna forslag pa dmnen till projektarbeten vid gymnasiet eller
forslag till annan férkovran inom matematik.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, foreldsningsschema och 6vriga uppgifter om KTH:S MATE-
MATISKA CIRKEL finns tillgdngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkéinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkdnna Cirkeln som en
kurs och det &r lararna fran varje skola som séitter betyg pa kursen. Lararna dr
sjalvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och manga har kommit verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att forelésningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesitt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséittning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen #r pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt 6ver gym-
nasienivan. Meningen dr emellertid inte att lirarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att ldra in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &dr att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning dr att lirarna med den-
na utgangspunkt skall ha ldttare att upplysa intresserade elever om KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och dvertyga skolledarna om vikten av att lata bade
elever och ldrare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssiattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nér de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istallet ar att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
ldsningarna och att eleven gor sitt basta for att forsta materialet och l6sa
uppgifterna, blir betygsattningen ldattare. Sjialvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara forvianta sig att
ett fatal elever behéirskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvanda de officiella kriterierna:

Betyg E eller Godkind: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen
och kan pa ett godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt
som skriftligt. Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen,
redovisar eller lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Betyg Celler Vil godkdnd: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen.
Eleven kan redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom
uppvisa losningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att
eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin
matematiklarare.

Betyg A eller Mycket vil godkdnd: Eleven har mycket god insikt i flera moment
av kursen och ldmnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller
lamnar l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att
eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin
matematikldrare.

Betyget B ges till elever som uppfyllt kraven for betygssteget C och en 6ver-
vigande del av kraven for betygssteget A. Pa samma sétt fas betyget D om
kraven for E &r uppfyllda och en 6vervigande del av kraven for C.

Det dr ocksa till exempel mojligt att skolorna samarbetar, sa att elever fran
en skola redovisar eller limnar rapport for en lirare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2013
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1 Grundliggande begrepp och bevisféring

I det héar kapitlet kommer vi att ge en introduktion till matematisk bevisfoéring,.
Innan dess kommer vi dock att introducera lite terminologi. I matematiken
anvander man ofta mdngder och funktioner som ett bekvimt sprak for att be-
skriva saker och ting, och detta kommer vi ocksa att gora i detta kompendium.
Vi borjar darfor med att beskriva denna teori.

1.1 Maéangder

Lat oss titta pa ett av de mest grundliggande begreppen i matematiken,
namligen méngder. En mdngd ar en samling objekt, som till exempel tal, och
dessa objekt kallar vi for element i médngden. Det enklaste sittet att beskriva
en méngd dr att rikna upp dess element. Ett sadant exempel dr

A={1,3,a,7}.

Detta betyder att A &r en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Vi
bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed giller till exempel

{1727 37 4} = {37 1747 2} = {1737 37 1727 47 47 1737 27 4}'

En méngd kan ocksa ha oandligt manga element, och da gar det inte att skriva
ned alla element. Ett exempel pa en oéndlig méngd ar

{1,2,3,4,...}.
De tre punkterna betyder hir att alla positiva heltal ingar i méngden.

Exempel 1.1.1. Mingden som bestar av alla udda heltal mellan 0 och 10
kan skrivas som
{1,3,5,7,9}. A

Om A ar en méngd och x ar ett element i méangden A sa skriver vi z € A och
siger att x tillhor A. Exempelvis géller b € {a,b, 10,3}. Att ett element x inte
tillhor méangden A skrivs x € A. Den tomma mdingden innehaller inga element
och betecknas @.

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i mingden
A ocksa &r element i méngden B sa séigs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} dr en delméngd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Ett anvindbart sétt att beskriva en méngd &r som en delméngd av en annan
méngd. Det finns ett speciellt skrivsétt for detta, namligen

{z € D | villkor pa z}.



Med detta menar man delméngden bestaende av de element i médngden D som
uppfyller de givna villkoren. Strecket | utlises "sa att”. Som exempel kan vi
definiera

B={ne{1,2,3,...} | n dr udda, }

och
C={ye{l,2,34} |y >2}

Méngden B dr delméngden av de positiva heltalen som bestar av alla udda
positiva heltal, medan C' dr delmingden av {1,2,3,4} bestaende av element
storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C ={3,4}.

Exempel 1.1.4. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {z € A |« > 10}. Da
dar B = {12,18,4711} medan {x € A | x < 3} = &. Vidare har vi att 4 € A
men 4 ¢ B. A

Definition 1.1.5. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B bestar
av de element som ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B. Snittet
av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och betecknas
AN B. Differensen av A och B bestar av alla element som ligger i A men inte
ligger i B, och betecknas A\ B. Mingderna A och B kallas for disjunkta om
ANB=ga.

Exempel 1.1.6. Lat A = {1,3,5,6}, B = {5,8,3,4711} och C = {2,4,7,8}.
Da har vi AU B = {1,3,5,6,8,4711}, AN B = {3,5}, BN C = {8} och
méngderna A och C &r disjunkta. Dessutom giller att A\ B = {1,6} och
B\ A ={8,4711}. Till skillnad fran unionen och snittet &r differensen av tva
méngder inte symmetrisk i A och B. A

Ett anvindbart sitt att askadliggéra union, snitt och differens ar med hjilp
av sa kallade Venndiagram, som visas i Figur 1.1 och Figur 1.2.

Figur 1.1: Venndiagram som askadliggér méngderna (a) AU B och (b) AN B.

Det dr dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvéander for
att rikna foremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen

Z={.,-3,-2-1,0123,...}.



Figur 1.2: Venndiagram som askadliggor (a) A\ B och (b) B\ A.

Beteckningen kommer fran tyskans Zahl som betyder tal. Mingden av alla
kvoter av tva heltal 2 dir ¢ # 0 innehaller till exempel 2, —% och % Vi
kallar méngden de rationella talen och betecknar den med Q. Slutligen be-
tecknar vi med R de reella talen, det vill sdga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1, %, —%, V2 och 7. Notera att

NCZCQCR.
Exempel 1.1.7. Vi har att N={n € Z | n > 0}. A

Exempel 1.1.8. Mingden {n € Z | n = 2 - k for nagot k € Z} &r mingden
av alla jimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2-k | k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 1.1.9. Lat oss papeka att en mingd dven kan ha andra méngder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A=12,3{-1,1},4},

och vi har att {—1,1} € A, det vill sdga méngden {—1,1} dr ett element i
méngden A. A

1.2 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion adr kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, ndmligen en formel som f(z) = 22 + 1.
Detta &r ett exempel pa en funktion. Formeln sédger att om vi tar ett tal x € R
s& far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora berdkningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) =22+ 1 = 5. Vi siéiger att f &r en funktion fran de reella talen till
de reella talen eftersom bade det vi stoppar in, z, och det vi far ut, f(x), ar
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f: R — R.

Definition 1.2.1. Lat X och Y vara méingder. En funktion f: X — Y &r ett
siatt att till varje element z € X tilldela ett vilbestdmt element y € Y. Vi
skriver f(x) =y och séger att x avbildas pa y och att y &r bilden av .



Anmirkning 1.2.2. Ofta sdger man att f dr en funktion fran X till Y
istéllet for att anvinda beteckningen f: X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion ar avbildning.

Exempel 1.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa en funktion f: A — B ges av f(n) = 2n fér n € A. Vi har
alltsa att f(1) =2, f(2) = 4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(z) € B
for alla x € A, och detta géller ju hir eftersom

f()=1€B, f(2)=4€B och f(3)=6¢ B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det dr inte
alls nodvéndigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran den dndliga méngden A = {1,2,3} kan
man till exempel definera funktionen med hjilp av en tabell:

)

=
CNEIN e

wW N |3

A

Exempel 1.2.4. Lat X vara en méangd. Identitetsavbildningen idx: X — X
ar funktionen som avbildar varje element i X pa sig sjilv, det vill sdga att
idx(z) =« for alla x € X. Om méngden &r underforstadd sa skriver vi ofta
bara id i stéllet for idx. A

Om man har en funktion fran X till Y sa kan man ocksa vara intresserad av
vad funktionen gor med olika delméngder av X.

Definition 1.2.5. Givet en funktion f: X — Y och en delméngd Z C X sa
definierar vi

f(Z) ={y € Y | det existerar ett element z € Z sa att f(z) =y}

att vara mdngden som Z avbildas pa eller bilden av Z. Notera att f(Z) ar en
delméngd av Y.

Exempel 1.2.6. Lat f: Z — Z vara definierad av f(n) = 2n for allan € Z
och betrakta delméngden {1,7,10} C Z. Da har vi att

U1, 7,103) = {£(1), £(7), F(10)} = {2,14,20}. A
Definition 1.2.7. Lat X, Y och Z vara méngder med avbildningar f: X — Y

och g: Y — Z mellan dem. Sammansdttningen av g och f dr funktionen
gof: X — Zsom ges av (go f)(z) = g(f(z)) for alla x € X.

x 1oy 2.,

\_/

gof



Anmirkning 1.2.8. Notera att sammanséttningen g o f betyder att man
forst tillampar f och sedan g, trots att vi ldser g och sedan f.

Exempel 1.2.9. Lat de tva funktionerna f: R — R och g: R — R vara
definierade av f(x) =2z och g(z) = = + 1 for alla x € R. Da giller att
go f: R — R &r funktionen som definieras av

(9o f)(x) = g(f(2)) = g(22) =2z + L.

Har kan vi dven se pa sammansittningen f o g som ges av
(feg)(x) = [flg(@)) = flx+1)=2(x+1) =2z +2.

Vi noterar att (f o g)(x) # (g o f)(x). A

Definition 1.2.10. En avbildning f: X — Y mellan méngder X och Y &r
inverterbar om det existerar en avbildning ¢:Y — X sa att (go f)(z) = = och
(fog)(y) =y for allax € X och allay € Y. Avbildningen g kallas for inversen
till f och betecknas med f~!.

Figur 1.3: Illustrering av hur sammanséattningen av f foljd av sin invers g verkar
pa tre element xq,x2 och z3 i X.

Exempel 1.2.11. Funktionen f: R — R som é&r definierad av f(z) = 3z &r

inverterbar med invers f~!: R — R given av f~!(z) = % eftersom

(frof)@) = (f(2)=f'B) =% =z

och
=x. A

(fo fN)@) = F(f () = F(2) =3-

wig

Vi kan dven prata om nir tva till synes olika funktioner ar lika.

Definition 1.2.12. Tva funktioner f: X — Y och g: X — Y &r lika om
f(x) = g(x) for alla z € X och vi skriver da f = g.

Exempel 1.2.13. For att ta ett enkelt exempel som illustrerar detta later
vi f och g vara funktioner fran R till R. Antag att f &r definierad av att
ta argumentet x, addera det med 3 och sedan multiplicera summan med 2,



och att g dr definierad av att ta argumentet x, multiplicera med 2 och sedan
addera produkten med 6. Da giller att f = g eftersom

fl@) =2 (x+3)=22+6=g(v)
for alla x € R. A

Senare kommer vi stota pa mindre uppenbara exempel pa funktioner som &r
lika med varandra.

Anmirkning 1.2.14. Vi kan med Definition 1.2.12 uttrycka inversen till en
funktion f: X — Y som att vara en funktion f~': Y — X sd att f~lof =idyx
och fo f~1 =idy.

1.3 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om bevis av matematiska pasta-
enden; varje foreldsning kommer att innehalla flera bevis, och en majoritet
av Ovningsuppgifterna gar ut pa att bevisa nagonting. Detta innebér antag-
ligen en omstéllning fran tidigare kurser i matematik. Sa vad ar da ett bevis
egentligen? Har dr en mojlig definition.

Definition 1.3.1. Ett bevis av ett pastaende ar en logisk slutledning som leder
fran en 6verenskommen uppsittning av antaganden fram till pastaendet.

Det forekommer flera viktiga ord i foregaende definition. Lat oss diskutera
dem ett i taget.

Definition 1.3.2. Ett pastaende &r en logisk utsaga som antingen dr sann
eller falsk.

Exempel 1.3.3. Hér dr nagra exempel pa pastaenden:

(i) 2A+5B > —C2.

(ii) X C(YNn2).

(iii) Alla jamna tal dr delbara med 2.
)

(iv) Alla jimna tal dr delbara med 3.

Av dessa vet vi inte om de forsta tva dr falska eller sanna, eftersom vi inte vet
vad A, B, C respektive X, Y, Z betyder. Det tredje pastaendet ar sant eftersom
varje jAmnt tal kan skrivas som 2n for nagot heltal n. Pastaende fyra dr dock
falskt: ett motexempel ges av det jamna talet 2 som ej dr delbart med 3. A

Exempel 1.3.4. Hér dr ocksa nagra exempel pa saker som inte dr pastaenden.

(i) 22+ 6245



(ii) Méngden av alla jimna tal. A

Pastaenden kan kombineras pa manga olika sétt, som paminner om de sétt
vi kan skapa nya mingder av gamla genom operationerna N, U och \. Till
exempel kan vi sétta tva pastaenden bredvid varandra och skriva ordet ”och”
emellan, och vi far ett nytt pastaende. Ett annat ord man kan sidtta mellan
tva pastaenden ar "eller”. En annan sak man kan gora ar att skriva ”Det &r
inte sant att...” fore ett pastaende, och detta ger ocksa ett nytt pastaende.

Men viktigast av alla sidtt att skapa nya pastaenden ur gamla &r kanske
foljande.

Definition 1.3.5. Lat P och ) vara tva pastaenden, till exempel nagra av
de som stod i var lista. Med P = (@ menar vi foljande pastaende: ”om
pastaendet P dr sant, ar dven pastaendet () sant.” I ord séger vi att P impli-
cerar Q eller att P medfor Q. Om P —> (@ och Q = P sa skriver vi att
P << Q.1 ord séiger vi att P géller om och endast om @ géller, alternativt
att P och QQ ar ekvivalenta.

For varje par av pastaenden P och @ far vi alltsa ett nytt pastaende, P — Q.
Sanningshalten av P = (@ kan utlésas ur Tabell 1.

P Q P = Q

sant sant sant
sant | falskt falskt
falskt | sant sant

falskt | falskt sant

Tabell 1: Hur P = @ beror pa P och Q.

Ur Tabell 1 ses speciellt att P = (@ alltid &r sant om P &r falskt. Detta
kan verka ointuitivt till en bérjan. Ett motiverande exempel for denna princip
kan vara foljande mening som man kan fa hora pa en biograf: ?Om du har en
mobiltelefon med dig, dr den avstingd?” Om man inte har sin mobiltelefon
med sig skall man alltid svara ”Ja”, oavsett om man har stdngt av den eller
inte.

Exempel 1.3.6. Det giller att
5 +b=0 = 5a = —b.

Har géller dven den omvinda implikationen, sa vi hade kunnat skriva <= i
stallet for = . Vi har ocksa att

5a = —b = bHac = —bc,

men hir &r omvéandningen inte nodvéandigtvis sann. For att ga fran det vénstra
pastaendet till det hogra maste vi namligen dela med ¢, vilket vi inte vet Ar
tillatet om vi inte vet att ¢ # 0. Vi har dock att

5ac = —bc och ¢ #0 = ba = —b. A



Exempel 1.3.7. Pastaendet
m>e = (Alla jimna tal dr delbara med 3)

ar falskt, eftersom det forsta pastaende dr sant medan det andra &r falskt.
Dock ar pastaendet

(Alla jéimna tal &r delbara med 3) = 7 > e

lustigt nog sant enligt var definition av — . A

Exempel 1.3.8. For varje pastaende P giller att pastaendet P — P &r
sant, oavsett om P ar sant eller inte. A

Definition 1.3.9. En logisk slutledning &r en sekvens av pastaenden
PP, ... P,
med egenskapen att pastaendet P; = P,y dr sant for alla 1.

Definition 1.3.10. Ett antagande ar ett pastaende som vi férutsitter ar sant.
Ibland kallas dessa synonymt for aziom eller postulat.

Vi vet nu alltsa vad ett bevis av ett pastaende @) dr: det ar en kedja av mindre,
enklare pastaenden som later oss dra slutsatsen att () 4r sant, endast utgaende
ifran en mindre uppséttning antaganden som vi i forviag har bestamt oss for
att starta med.

Exempel 1.3.11. Antag att 3793 = 6 och att vi vill visa att z = 4. Lat
pastaende P, vara ”37“"3 = 67, P, vara "3z = 12” och P35 vara "x = 4”. Da
giller att pastaendet P4 — P, dr sant eftersom vi kan multiplicera bada
leden med 2. Pa samma sétt har vi att pastaendet P, = P3 ér sant eftersom
vi kan dividera bada leden med 3 och 1—32 = 4. Darmed har vi skapat en logisk
slutledning som visar att om vi antar att Py &r sant sa ar dven P3 sant. A

Nar vi skriver ett bevis brukar vi dock inte bara skriva en lang foljd av
pastaenden med — mellan — i stéllet brukar man forsoka uttrycka be-
viset i vanliga ord och meningar. Symbolen = till exempel byts ut mot
konstruktioner som ”vilket innebér att...” eller ”eftersom... sa...” eller ”fran
vilket vi drar slutsatsen att...”, och sa vidare.

Speciellt vart att ndmna dr begreppet motsdgelsebevis. Detta dr en speciell
bevisteknik dar man i stéillet for att visa att ett pastaende P &r sant, sa
bevisar man att det inte kan vara falskt. Med detta menar vi att man borjar
med antagandet att P inte géller, och forsoker att hirleda ett pastaende som
man vet inte stimmer, till exempel att 0 = 1. Enligt Tabell 1 sa kan bara ett
falskt pastaende implicera ett falskt pastaende, sa vart antagande att P inte
gillde maste ha varit falskt.

I detta kompendium kommer vi att forutsétta att ldsaren kidnner till foljande:



(i) De olika sorternas tal: heltal, rationella, reella.

(ii) Operationerna addition, subtraktion, multiplikation och division, och
deras grundliggande rikneregler, sasom att a+b = b+a eller att 0-a =0
for alla a.

(iii) Elementdra geometriska egenskaper, till exempel att tva icke-parallella
linjer skér varandra i en unik punkt.

(iv) I nagra av anmérkningarna och 6vningarna till Kapitel 2 forekommer
de trigonometriska funktionerna sinus och cosinus. Vi vill dock betona
att sjélva teorin (det vill séiga, satserna och bevisen) inte forutsétter
kénnedom om dessa funktioner och att de évningar déir de férekommer
dven ger tillrackligt mycket information for att kunna losas oavsett.

I sa stor utstrickning vi bara kan kommer vi att forsoka papeka om vi i ett
bevis anvinder oss av ett antagande som inte star med pa denna lista. Det hir
dr inte sa latt som det later: ofta smyger det sig in ett antagande i ett bevis
man inte har tdnkt pa att man anvinder, eller sa tar man nagot for givet som
egentligen inte dr uppenbart.

Var lista pa antaganden dr inte sa precist formulerad: vi skriver bara ”grund-
liggande rdakneregler”, men ridknar inte upp alla dessa. Vi ber om ldsarens
overseende.

1.4 Ett bevis

Nu nér vi lart oss teorin om hur man utfor ett matematiskt bevis ser vi till att
tillampa detta direkt pa pastaenden om funktioner. Ofta behover vi anvinda
oss av flera delresultat i loppet av ett bevis. I detta fall &r det praktiskt att
visa dessa delresultat som oberoende hjélpsatser innan sjilva huvudsatsen.

Hjalpsats 1.4.1. Lat X, Y, Z och W wara mdngder, och lat f: X — Y,
g:Y — Z och h: Z — W wvara avbildningar. Da gdller att (hog)o f = ho(gof).

(hog)of
hog
f g I3
X xY/«, VA4 w
gof
ho(gof)

Bevis. Att visa att dessa tva avbildningar dr lika dr samma sak som att visa
att (hog)o f)(xz) = (ho(go f))(z) for alla z € X. Tag dérfor ett godtyckligt
x € X. Enligt definitionen for sammanséttningen av funktioner galler da att

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))

och

(ho(gof))(x)=h((ge f)(z)) = h(g(f(x)))-



Sa dessa avbildningar dr verkligen lika. O

Exempel 1.4.2. Lat f(z) = 3z, g(x) =  + 1 och h(z) = § for alla € R
och lat oss betrakta sammansiittningarna ho (go f) och (hog) o f. Dessa ska
enligt Hjélpsats 1.4.1 vara lika. Vi ser att

(go f)(x) = g(f(2)) = g(Bx) = 3w +1

och darmed far vi att

(ho(go (@) =h((go f)(z)) = h(3z +1) = 3L,

Nu betraktar vi den andra sammanséttningen och later y = f(x) = 3z. Ef-
tersom (h o g)(z) = h(g(z)) = h(z + 1) = ! s& medfor det att

(hog)o f)(z) = (hog)(f(z)) = (hog)(y) = Lt = 3L,

De tva sammansittningarna ger alltsa samma funktion. A

Genom att anvidnda detta resultat kan vi visa foljande.

Sats 1.4.3. Lat f: X =Y och g: Y — Z vara tva inverterbara avbildningar
mellan mdangderna X, Y och Z. Da gdller att sammansdtiningen gof: X — Z
d@r en inverterbar avbildning med invers f~'o g~

Bewvis. Vi behover alltsa visa att avbildningen f~!o ¢g~! har den definierande
egenskapen av inversen till go f, det vill séiga att bade (go f)o(f tog™!) =idy
och (ftog Ho(gof)=idy.

Vi borjar med att titta pa sammansittningen (g o f) o (f~! o ¢g~!). Enligt
Hjalpsats 1.4.1 kan vi (i flera steg) flytta pa parenteserna till

(gof)o(ftog )=go(folftog ) =go((fofHog™)
I och med att f~! &r inversen till f foljer att f o f~! =idy sa vi kan byta ut
den innersta parentesen mot idy. Vi har ddrmed visat att
(gof)o(ftog ) =go(idyog™).

Dessutom giller idy og™! = ¢! eftersom

(idy og™")(2) =idy (97 (2)) = g~ '(2)

for alla z € Z. Detta ger alltsa att (go f)o (f~'og™!) = gog™!. Slutligen
anvinder vi oss av att ¢~ &r inversen till ¢ som medfér att go g~! =idz. Vi
har dirmed visat att (go f)o (f~tog™!) =idz.

P& samma sitt visar vi (f "1 og™!) o (go f) = idx, se Ovning 1.9. O
Detta sétt att anviinda sig av abstrakta definierande egenskaper (som hir av

inversen till en avbildning) kommer vi att tillimpa i flera av bevisen i Kapitel 4
och 5.
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Ovningar

Ovning 1.1 (). Betrakta miingderna A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...},
C ={2,4,6,...} och D ={1,4,19,36,101}. Bestiam

(i) BUC,
(i) BNnC,

)
)
(iii) DNnC,
(iv) {zr € D |z € B},
(v) {r€ A|z=y+1 for nagot y € D},
(vi) {x+ 1|z € D}.
Ovning 1.2 (). Betrakta mingderna A = {1, {r,x},a} och B = {a,x}.
(i) Rékna upp alla element i A.
(ii) Rékna upp alla delméngder av A.
(iii) Vad & AU B och AN B?

Ovning 1.3 (x%). Lat N = {0,1,2,...} och lat B, = {0,1,2,...,n} for
n=20,1,2,.... Visaatt N=ByUB;UByU....

Ovning 1.4 (x x x). Lat A och B vara méngder. Vart och ett av foljande
pastaenden ar ekvivalent till exakt ett annat. Vilka hor ihop?

(i) z € A,
(i) AC Boch BC A,
(i) AC AN B,

(iv) For alla x géller: x € A = x ¢ A,

)

)

)

)

(v) AUB=A,
(vi) A

(vii) A

(viii) A C B,
(ix) {} C 4,

(x) For alla = géller: x € B = z € A.

Ovning 1.5 (x). Ge ett exempel pa en funktion fran méingden {1,2,3,4} till
mingden {A, B,C}. Hur manga olika funktioner f:{1,2,3.4} — {A,B,C}
finns det?

11



Ovning 1.6 (x). (i) Beskriver f(z) = /= en avbildning fran R till R?

(ii) Beskriver f(a) = 7, f(b) = * och f(0) = v/2 en avbildning fran miingden
{0,a,b,1} till mingden {m,*,/2}?

(iii) Beskriver f(a) = m, f(b) = * och f(a) = x en avbildning fran {a,b} till
{m, %, V/2}7
Om svaret &r nej, kan du ritta till det sa att det blir funktioner?
Ovning 1.7 (x). Avgor vilka av foljande utsagor som #r pastaenden enligt

var definition av ett pastaende. Vilka av dessa dr sanna, vilka &r falska, och
vilka behover vi mer information for att avgora?

(i) Méngden av de naturliga talen.
(ii) = &r ett positivt heltal.

(iii) Talet = &r jamnt.

(v) z =

)
)
)
(iv) Varje méingd innehaller minst ett element.
)
i) z dr losningen till ekvationen 3x 4+ 5 = 11.

(v

Ovning 1.8 (x). Anvind pastaenden fran foregaende 6vning och bilda oli-
ka sammansatta pastaenden pa formen P — (). Hitta minst tva sadana
pastaenden som ar sanna respektive falska.

Ovning 1.9 (x). Lat f: X — Y och ¢g: Y — Z vara tva inverterbara funk-
tioner. Visa att (f~'og ') o(go f) =idy. (Jamfor med Sats 1.4.3.)

Ovning 1.10 (). Lat f: R — R och g: R — R vara definierade av f(x) = 3z
och g(z) =z +1 for alla x € R. Vad &r inversen av g o f?

Ovning 1.11 (%% *). Lat X vara en mingd och f: X — X och g: X — X
vara tva funktioner. Visa att (f o ¢)(X) = f(g(X)). (Ledning: Ténk noga pa
hur méngderna ér definierade. Visa att (f o ¢)(X) C f(g(X)) genom att ta
ett element i (f o ¢)(X) och visa att det ligger i f(g(X)). Visa pa samma sétt
att f(g(X)) C (f og)(X) och anvind detta for att dra slutsatsen att de tva
méngderna &r lika.)
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2 Planet och dess avbildningar

Malet med detta kompendium &r att beskriva symmetrier hos olika tvadimen-
sionella monster med hjéilp av gruppteori. Vi borjar detta kapitel med att
definiera den matematiska tolkningen av nagonting tvadimensionellt, det vill
sidga nagonting som ligger i det sa kallade talplanet, for att sedan ge exempel
pa nagra monster som vi kommer titta mer pa i senare avsnitt. Slutligen sa gar
vi dven igenom ett flertal avbildningar i planet som kommer spela en viktig
roll i fortséttningen.

2.1 Talplanet

Definition 2.1.1. Det Fuklidiska planet, eller talplanet, &r mangden
R = {(2,y) | ,y € R}

som bestar av alla par (z,y) av reella tal x och y. Vi skriver x = (z,y) och
tolkar = och y som koordinater till punkten x.

Notation 2.1.2. Nér vi skriver for hand, till exempel i foreldsningen, drar vi
ett streck ovanfor bokstaven i stillet for att skriva den med fetstil sa som 7 i
stallet for x.

Vi kan inféra en addition pa R? genom att for alla punkter x = (x1,y1) och
y = (z2,y2) 1 planet siitta

x+y=(x1,y1)+ (x2,92) = (1 + 22,y1 + ¥2)-

Denna addition av punkter i R? kan visualiseras geometriskt som vi ser i
Figur 2.1. Vi borjar med att rita pilar fran (0, 0) till punkterna x och y. Sedan
parallellforflyttar vi en av pilarna och ldgger den sa att den startar dar den
andra pilen slutar. Summan x + y ges da av punkten som ligger dar den pil
som vi flyttade slutar. Vilken av pilarna vi véljer att flytta har ingen betydelse
som kan ses i bilden.

Figur 2.1: Addition pa R2.
Anmairkning 2.1.3. Denna addition av punkter beskriver en algebraisk struk-

tur pa talplanet R2. Vi ldgger ocksa mirke till att additionen har foljande
egenskaper.
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e For alla punkter x = (x1,y1), y = (22,y2) och z = (z3,y3) giller att

(x+y)+z=((z1+x2) +x3, (11 +y2) +y3) =
= (x1+ (2 +23),y1 + (Y2 +y3)) =x+ (y + 2).

e Punkten 0 = (0,0), origo, har en speciell egenskap med avseende pa
denna addition av punkter. Det géller ndmligen att

x+0=x=0+x
for alla x € R2.
e For varje x = (z,y) € R? finns elementet —x = (—x, —y) som uppfyller

x+ (—x)=(—x) +x=0.

I Kapitel 4 kommer vi att underscka allménna algebraiska strukturer som
uppfyller just dessa egenskaper.

Foérutom denna algebraiska struktur har mingden R? #ven geometriska egen-
skaper sasom det foljande avstandsbegreppet.

Definition 2.1.4. Lingden, eller normen, av ett element x = (z,y) € R? ges

av
[ = Va2 +y?.

Anmirkning 2.1.5. Lingden av ett element x &r alltid ett reellt tal som &r
storre dn eller lika med noll. Se dven Ovning 2.2.

Denna definition kan béttre forstas med hjilp av Pythagoras sats och foljande
bild.

Lingden |[|x|| &r alltsa lika med lingden av hypotenusan i den rétvinkliga
triangeln med horn i punkterna 0 = (0,0), (z,0) och x = (z,y). Ddrmed kan
vi tolka ||x|| som lingden av strickan mellan punkterna 0 och x, det vill séiga
avstandet mellan 0 och x.

Definition 2.1.4 kan nu anvéndas till att definiera avstandet mellan tva god-
tyckliga punkter x och y som avstandet av deras differens x — y fran origo.

14



Definition 2.1.6. Avstandet mellan tva punkter x = (x1,y1) och y = (x2,y2)
i R? ar

Ix =yl = (=1, 91) = (2, 92) | = V(21 — 22)? + (Y1 — y2)*-

Avstand mellan punkter kommer vara ett viktigt begrepp i fortsattningen. Till
exempel kan vi se att foljande geometriska objekt kan forklaras via avstands-
begreppet.

Exempel 2.1.7. En cirkel med mittpunkt v och radie r &r méngden av alla
punkter x € R? som har avstand r fran punkten v, det vill siga att det &r
delmiingden {x € R? | |[x — v|| = r} av R2. A

Klassisk geometri handlar bland annat om att undersoka skdrningar mellan
olika cirklar och andra geometriska objekt. Till exempel har vi féljande.

Pastaende 2.1.8. Twa cirklar, med tva skilda mittpunkter vi och vs, skdr
varandra 1 hogst tva punkter. Vidare, om de skdr varandra i tva olika punkter
X och'y sa gdller att linjen genom x och y dr vinkelrdt mot linjen genom vy
och vs.

y

Figur 2.2: Tva cirklar som skir varandra i tva punkter.

Som vi ndmnde i Kapitel 1 sa ir ett pastaende en utsaga som ar antingen sann
eller falsk. Just Pastaende 2.1.8 &r nagot som de flesta sdkert kan tro pa. Likvil
behover pastaendet bevisas och vi gor det — utifran nagra vanliga grundanta-
ganden inom geometri —i Appendix A. Déar kan den intresserade &ven ldsa mer
om klassisk geometri. I fortsittningen kommer vi anta att Pastaende 2.1.8 dr
sant fran vilket vi kan visa foljande.

Hjilpsats 2.1.9. Om tre cirklar har tva gemensamma skdrningspunkter sa
ligger deras mittpunkter alla pa en linje.
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Beuvis. Tag tre cirklar med mittpunkter i vi, vy och vg och antag att de har
tva gemensamma skdrningspunkter x och y. Da giller fran Pastaende 2.1.8
att linjen L som gar genom vy och vo dr vinkelréit mot linjen som gar genom
x och y. Pa samma sétt far vi att &ven linjen Lo mellan vi och vg dr vinkelrét
mot linjen genom x och y. Sa linjerna Ly och Ly maste vara parallella och
innehalla punkten vy. Tva parallella linjer som gar igenom samma punkt maste
vara lika med varandra och didrmed foljer det att L1 = L. Alltsa har vi att
punkterna vi,ve och vg alla maste ligga pa denna linje.

Ly =1Ly

Yy

Figur 2.3: Mittpunkterna vy, vy och vs ligger pa en linje.

O

Sats 2.1.10. Lat x, y och z vara tre punkter i R? som ej alla ligger pd en linje
och lat r«,ry och 14, vara tre reella tal. Da finns det hogst en punkt p € R?2
med |[p — x| =rx, [[p =yl =ry och ||p —z[| = rs.

Bewvis. Antag att p € R? har de tre avstanden rx,7y och r, till punkterna
x,y och z. Eftersom vi speciellt har att ||p — x|| = rx betyder det att p ligger
pa cirkeln med mittpunkt x och radie r. Pa samma sétt ligger p pa cirkeln
med mittpunkt y och radie 7y, samt pa cirkeln med mittpunkt z och radie
r,. Punkten p ar alltsa en skidrningspunkt av dessa tre cirklar. I och med att
mittpunkterna x, y och z enligt vart antagande inte ligger pa en linje har
cirklarna hogst en skdrningspunkt enligt Hjélpsats 2.1.9 och p &r ddrmed den
unika skdrningspunkten.

N

Ty 2y

Figur 2.4: Tre cirklar med mittpunkter x, y och z som har en unik skérnings-
punkt p.
O
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2.2 Delmingder av planet

Nu kommer vi ta en forsta titt pa objekten som denna kurs handlar om,
namligen plana monster. Vi betraktar dessa monster som delméngder av pla-
net R2. Lat oss borja med ett sirskilt enkelt exempel pa en delméingd, nimligen
en linje.

Exempel 2.2.1. En linje i planet &r en delmiingd L av R? som &r pa formen
L={(x,y) €eR? | ax + by +c =0}

diir a,b, ¢ € R ir fixerade tal och nagon av a och b ir nollskild, se Ovning 2.5.
Om b # 0 kan vi skriva om ekvationen som y = kx +m dér k = —¢ och
m = —3. [ fallet da b = 0 sa &r a # 0 sa vi har istéllet ekvationen axr +c¢ =0
som kan skrivas om till x = d dir d = —£. Detta &r den vertikala linje som

gar genom punkten (d,0).

Lo

-9 6\7

Ly

Figur 2.5: Linjen L1 = {(z,y) € R? | z + 2y — 6 = 0} och den vertikala linjen
Ly ={(z,y) e R* |22+ 0y +4=0} .

A

Andra vanliga delméngder ges av cirklar och trianglar som vi redan stott pa i
de foregaende avsnitten. Dessa objekt kan séttas samman till mer invecklade
monster, det vill sdga regelbundet upprepade arrangemang. Speciellt dr vi
intresserade av sa kallade fris- och Alhambramonster.

Definition 2.2.2. Ett frismdnster &r en delméngd av R? i form av en oéndligt
lang monstrad remsa. Monstret upprepar sig med ett minsta avstand d, som
inte far vara lika med 0, 1angs remsans riktning. Att avstandet &r minst betyder
att monstret inte upprepar sig med nagot avstand mindre én d.

Exempel 2.2.3. Genom att placera odndligt manga kopior av figuren

i

A

d
med langd d bredvid varandra far vi féljande odndligt langa monstrade remsa.
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Vi ser att monstrets struktur upprepar sig med avstand d och inget avstand
mindre dn d. Alltsa dr det ett frismonster. A

Anmirkning 2.2.4. Tilldgget att d # 0 utesluter till exempel fallet av en
enfirgad remsa.

Exempel 2.2.5. Ett Alhambramonster, eller tapetmonster, &r en delmingd
av R? som #r ett monster som stricker ut sig oéindligt langt i hela planet och
upprepar sin struktur i tva olika riktningar, som i féljande figur.

Monstret bestar av odndligt manga kopior av en grundfigur som técker hela
planet. Strukturen upprepar sig bade i horisontell och vertikal riktning.

Figur 2.6: Grundfiguren upprepas i tva riktningar.

A

Om man ér lite uppmérksam kan man uppticka bade fris- och tapetmonster
overallt i vardagen, till exempel pa vissa husfasader och pa kaklet i badrummet.

ke [1_‘L‘.1 ]QL"I lwlbn {ﬁl_w |1.‘.\.:1 P

Figur 2.7: Frismonster pa fasaden av stadsbiblioteket i Stockholm.
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Figur 2.8: Tva frismonster 6ver trappuppgangen vid matematiska institutionen
pa KTH.

Ett kiint exempel pa ett Alhambramonster finns pa Plattan i Stockholm. Se
ocksa Exempel 3.2.5.

2.3 Avbildningar i planet

Nu nér vi definierat talplanet sa vill vi kunna prata om avbildningar i planet.
Nagra typer av avbildningar kommer visa sig vara véldigt viktiga i fortsitt-
ningen sa vi gar igenom dessa hér.

Exempel 2.3.1. Aven om identitetsavbildningen id: R? — R? med id(x) = x
for alla x € R? inte #r nagon sirskilt invecklad avbildning kommer den att
spela en viktig roll. A

Definition 2.3.2. En translation, eller forskjutning, ty: R> — R? med v € R?
dr en avbildning som forflyttar alla punkter i planet med elementet v. Den
definieras av ty(x) = x + v for alla x € R2.

ty(x) =x+ v ,,tv(Y)ZYJFV
[ - s
x y .v
ty(z) =z+v
o
zZ

Figur 2.9: Translation av tre punker x, y och z i planet med ett element v.

Exempel 2.3.3. Translation med v = 0 ger t, = tg = id. A
Sats 2.3.4. Lat ty och ty vara translationerna med v respektive w. Da gdller

att ty otw = twiv. Med andra ord, sammansdttningen av tva translationer dar
en translation.
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Bevis. For alla x € R? giller att

(ty o tw)(x)

to(tw(x)) = tu(x + W) =
=x+w)+v=x+(W+V)=tyrv(X).

O

Foljdsats 2.3.5. Varje translation t dr inverterbar med invers ty;1 =t_.

Bevis. Med Sats 2.3.4 foljer direkt att bade ty ot = t_y1y = tg = id och
t_y oty =ty_y = tg = id. Alltsa ar ¢t_, inversen till ¢,. O

Definition 2.3.6. En rotation runt punkten v &r en avbildning ry g: R? - R?
som roterar alla punkter i planet med vinkeln 8 moturs runt v.

Exempel 2.3.7. Till exempel ges rotationerna med 90° och 180° runt origo
av 10,90° (7, y) = (—y,x) och 7o 150° (z,y) = (=, ~y).

(_yv .1‘)

90° (z,9) 180° (z,y)

A

Definition 2.3.8. En spegling i en linje L dr en avbildning sz, : R? — R? som
ges av att vi speglar alla punkter i planet i den givna linjen.
sr(x) L

Exempel 2.3.9. Speglingen s, i z-axeln ges av s,(x,y) = (z, —y) och speg-
lingen s, i y-axeln ges av s,(x,y) = (—x,y). A

Anmirkning 2.3.10. Vi ser att vi har foljande relationer for rotationer och
speglingar.

(i) Inversen av en rotation ryg ges av att vi roterar lika langt at andra
hallet, det vill siga att (ryg)~! = ry .
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(ii) Sammanséttningen av tva rotationer rv,9 och ry o, runt en punkt v ges
av Ty g OTv,, = Ty g+, eftersom att forst rotera med vinkeln ¢ och sedan
med vinkeln 6 &r samma sak som att rotera med vinkeln 6 + ¢ direkt.
Se #ven Ovning 2.6.

(iii) Inversen av en spegling sy, i en linje L ges av att vi speglar alla punkter

en gang till i samma linje, det vill séiga att (s;)”™' = sz.

Anmirkning 2.3.11. Dessutom kan man visa att en rotation med en vinkel
0 runt origo ges av formeln

ro,0(z,y) = (x cos(#) — ysin(h), x sin(F) + y cos(h)).

En liknande formel finns dven for en spegling i en linje L genom origo med
vinkel 0 till z-axeln som i Figur 2.10. I detta fall giller ndmligen

sr(z,y) = (x cos(20) + ysin(20), x sin(20) — y cos(26)).

Figur 2.10: Vinkel # mellan linjen L och z-axeln.

Anmirkning 2.3.12. Vi kan dven genomféra en rotation runt en godtycklig
punkt v pa foljande sétt. I stéillet for att direkt rotera runt v kan vi forst
forskjuta alla punkter med —v, det vill siga att vi tillimpar translationen
t_. Speciellt hamnar da punkten v i origo. Sedan kan vi rotera runt origo och
slutligen forskjuta tillbaka med t,. Med andra ord, vi har ry g = tyorggot_y.

Pa samma sétt kan vi genomfora en spegling i en linje som inte gar genom origo
genom att forst translatera linjen sa att den gar genom origo, sedan spegla
i denna nya linje och slutligen translatera tillbaka. For att vara mer precis,
antag att L gar genom punkten v och lat Ly vara linjen som &ar parallell med
L och gar genom origo. Da har vi att s;, =ty osp, ot_y.

Ovningar

Ovning 2.1 (). Tag ett element x = (z,y) € R%. Vad #&r normen av punkten
—x = (—z, —y). Ge en geometrisk forklaring for resultatet.

Ovning 2.2 (). Visa att ||x|| = 0 om och endast om x = 0.

Ovning 2.3 (x). Fixera v € R%. Vad kan vi da siiga om avstandet mellan x
och t,(x) for alla punkter x € R??
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Ovning 2.4 (x % %). Lat x,y,z € R? vara tre punkter. Visa att
[x =z < [x =yl + ly — 2.

(Ledning: Tolka varje term som ett avstand och rita ut en triangel med dessa
punkter som horn. Dela nu upp triangeln i tva mindre ratvinkliga trianglar
ddr man kan jamfora sidolingderna med hjélp av Pythagoras sats.)

Ovning 2.5 (). Vad skulle hinda om vi tillit att a = b = 0 i definitionen
for en linje fran Exempel 2.2.17

Ovning 2.6 (x%). Vi gav i Anmiirkning 2.3.10 en geometrisk forklaring till
varfor ry g oy, = 1y 04, Anvind additionssatserna

cos(f + ¢) = cos(f) cos(p) — sin(f) sin(yp),
sin(6 4 ¢) = sin(#) cos(p) + cos(9) sin(yp),

tillsammans med Anmérkning 2.3.11 for att ge ett alternativt bevis for speci-
alfallet v = 0, det vill siga visa att 799 079, = 70,0+4-

Ovning 2.7 (%x). Lat sz, och sz, vara speglingarna i tva linjer L; och Ly som
gar genom origo och har vinklar 6 och ¢ till z-axeln som i Figur 2.10. Anvind
Anmérkning 2.3.11 och additionssatserna, for sinus och cosinus, se Ovning 2.6,
for att visa att s, o sy, = 79202, (Ledning: De trigonometriska formlerna
cos(—0) = cos(f) och sin(—0) = —sin(#) kan behsvas.)

Ovning 2.8 (x). Vad gor sammansittningen av speglingarna s, och 5, som
vi sag i Exempel 2.3.9 pa ett element (z,y) € R?? Vad #r detta for funktion?
Har vi sett den tidigare?

Ovning 2.9 (*). Lat 6 vara en vinkel och L vara en linje genom origo. Anvind
formlerna for rotation och spegling fran Anmérkning 2.3.11 for att visa att

(i) r0,0(x) +706(y) = r06(Xx +y) och roa(x) —70,6(y) = r0,0(x —¥),

(ii) sL(x) +sL(y) = sL(x+y) och sp(x) — sL(y) = sL(x —y),

for alla x,y € R2.

Ovning 2.10 (x%). Lat x = (z,%) vara en punkt i planet. Anviind formeln
for rotationen fran Anmérkning 2.3.11 och berikna lingden av bildpunkten
|70,0(x)||. Ge en geometrisk forklaring for resultatet.

(Ledning: Anvind att (cos(6))? + (sin(0))? = 1 for alla vinklar 6.)
Ovning 2.11 (x*). Lat x = (x,y) vara en punkt i planet och L en lin-

je genom origo. Anvind formeln for en spegling i en linje genom origo fran
Anmérkning 2.3.11 och visa att ||sg(x)|| = ||x]|.

(Ledning: Anvind att (cos(6))? + (sin(0))? = 1 for alla vinklar 6.)
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3 Isometrier och symmetrier

Som vi nimnde i det forra kapitlet &r vi intresserade av att undersoka sym-
metrierna hos olika monster. For att kunna gora detta ordentligt behover vi
forst en matematisk definition for vad en symmetri ar.

Vi har redan betraktat vissa avbildningar i talplanet, ndmligen translationer,
rotationer och speglingar. Alla dessa funktioner visar sig bevara avstandet
mellan samtliga punkter i planet. En avbildning med denna egenskap kallas
for en isometri. Eftersom en sadan funktion bevarar avstand mellan punkter
kommer den &ven bevara form och storlek av plana figurer. Pa grund av detta
dr isometrier sérskilt intressanta nér man studerar olika moénster. Om en iso-
metri dessutom avbildar en figur pa sig sjilv kallas den for en symmetri. I detta
kapitel visar vi flera grundliggande egenskaper hos isometrier och symmetrier
och hittar symmetrier i olika figurer och monster.

3.1 Isometrier

Ordet isometri kommer fran grekiskan och &r en sammanséttning av orden iso
som betyder ”lika” och metri som betyder "matt”. En ungefarlig 6versiattning
skulle darfor vara ”likhet 1 matt” som syftar pa att en sadan avbildning inte
andrar mattet, alltsa storleken och formen, av en figur. Vi borjar har med
den formella definitionen av en isometri och visar att avbildningarna fran
Kapitel 2 dr isometrier. Dessutom ger vi en konkret beskrivning av alla sddana
avbildningar i Sats 3.1.11.

Definition 3.1.1. En isometri dr en avbildning i planet som bevarar av-
standet mellan alla punkter, det vill séiga en funktion f:R? — R? som uppfyller
att

1FG0) = F (Il = lIx =l

for alla x,y € R2.

Exempel 3.1.2. Lat oss borja med att ge nagra exempel pa isometrier.

(i) Identitetsavbildningen id som avbildar varje punkt pa sig sjélv dr en
isometri eftersom

[id(x) —id(y)] = [lx = y|-
(ii) En translation ¢, &r en isometri eftersom
ltv(x) =t =[x +v) = (y + V) = x =y +v =v[ =[x =y

(ili) En rotation ry ¢ med en vinkel # runt punkten v &r en isometri. Detta
Ar sant ty om vi tar tva punkter x och y med ett givet avstand d mellan
sig sa kommer detta avstand hallas konstant under rotationen. Foljande
figur illustrerar detta.

23



'v,0 (Y) -

S

Se #ven berdkningarna i Ovning 3.8.

(iv) Pa samma sitt kan vi inse att en spegling sz, i en linje L &r en isometri
som vi kan se i foljande bild.

W e

— R
d

i d
.
d ,
.
,
.
,
.
2
.
,

Se #ven Ovning 3.9. A

X

Exempel 3.1.3. Ett exempel pa en avbildning f: R?> — R? som inte ir en
isometri &r multiplikationen med 2, det vill sdga f(x) = 2x = (2z,2y) for alla
x = (x,y) € R% For att inse detta kan vi till exempel viilja x = (1,0) och
y = (0,0). Da har vi att avstandet mellan x och y &r

[x =yl = 1I(1,0) = (0,0)[| = I(1,0)] = 1
samtidigt som avstandet mellan bildpunkterna f(x) och f(y) &r
1760 = FI = 11(2,0) = (0,0)[ = [[(2,0)[] = 2
sa
£ ) = FII # N =yl

vilket betyder att f ej ar en isometri. A
Sats 3.1.4. Sammansdttningen av tva isometrier dr en isometri.
Bevis. Lat f och g vara tva isometrier. Vi behover alltsa visa att dven sam-

mansittningen f o g bevarar avstand. For x,y € R? later vi z = g(x) och
w = ¢(y) vara bildpunkterna sa att

I(f e 9)(x) = (f e )W)l = I (9(x)) = Fg(y)Il = [1F(z) — f(w)]|
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Avbildningen f &r en isometri och ddrmed har vi

1f(z) = (W)l = llz = wll = [lg(x) = g(¥)I|

Dessutom géller att ||g(x) — g(y)|| = ||x — y|| eftersom ¢ &r en isometri. Sam-
manlagt har vi alltsa visat att [|[(fog)(x)— (fog)(y)| = [|[x—y], det vill séga
att sammanséittningen f o g ar en isometri. O

Sats 3.1.5. Lat f vara en isometri och antag att f dr inverterbar. Da dr dven
inversen f~1 en isometri.

Anmirkning 3.1.6. Vi kommer att visa senare i Sats 3.1.12 att varje isometri
faktiskt &r inverterbar vilket gor antagandet i satsen 6verflodig.

Bevis. Lat x, y vara tva punkter i R%. Aven z = f~(x) och w = f~!(y) ér
punkter i planet. Eftersom f &r en isometri géller || f(z) — f(w)|| = ||z—w||. Vi
substituerar tillbaka och far || f(f~1(x)) — f(f~* )| = I/~ (x) — fF~ 1 (y)|.
Dessutom giller f(f~1(x)) = x och f(f~(y)) = y eftersom f~! &r inversen
till f. Vi har alltsa visat att || f~1(x) — f~1(y)| = ||x — y||, det vill siga att
f~1 dr en isometri. O

Vi har redan sett en rad isometrier i Exempel 3.1.2. Dessutom foljer fran
Sats 3.1.4 att alla sammanséttningar av dessa ocksa &r isometrier. Detta ger
faktiskt samtliga isometrier, vilket vi visar i Sats 3.1.11.

Hjilpsats 3.1.7. Ldt x, y och z vara tre punkter i R?, och lat f vara en
isometri. Om bilderna f(x), f(y) och f(z) ligger pa en linje sa ligger X,y och
z pa en linje.

Bevis. Lat x, y och z vara sa att f(x), f(y) och f(z) ligger pa en linje.
Vi kan anta att punkten f(y) ligger mellan f(x) och f(z) pa denna linje.
Observera att det med r = || f(x) — f(y)|| och r2 = || f(y) — f(2)] giller att
||f(x) — f(z)|| = 1 + 2. Speciellt skér cirkeln C7 med mittpunkt f(x) och
radie 7 och cirkeln Cy med mittpunkt f(z) och radie ro varandra i precis en
punkt, ndmligen i f(y).

Co

C

Figur 3.1: Cirklarna skir varandra i punkten f(y).
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Eftersom f &r en isometri dr ||x —z|| = || f(x) — f(z)|| = r1 + ro. Lat w vara
den punkt pa linjen genom x och z som har avstand ry till x och 79 till z.

zZ -
e

y
.

L

Figur 3.2: Punkten w ligger pa linjen genom x och z.

For bilden f(w) av denna punkt giiller det da att || f(x)—f(w)| = |[|x—w]| =m
och ||[f(w) — f(z)|| = |[w — z|]| = ro. Alltsa ligger f(w) pa bade C; och Cy
och &r dirmed lika med deras unika skdrningspunkt f(y), det vill sidga att
f(w) = f(z). Men da giller att

[w—yll=f(w)=fWI=Ify) - f¥)I=0,

och fran Ovning 2.2 har vi dirmed att w = y. Alltsa ligger y pa linjen mellan
x och z, vilket skulle visas. U

Hjalpsats 3.1.8. Lat f och g vara tva isometrier. Antag att det finns tre
punkter x, y och z, som inte ligger pa en linje, sa att f(x) = g(x), f(y) = g(y)
och f(z) = g(z). Da dr f =g.

Bevis. Vi behover visa att f(p) = g(p) for alla punkter p € R2. Lat dirfor p
vara en punkt i planet, och lat ry, ry och r, vara dess avstand till x, y och z.
Eftersom f &r en isometri géller att

1F(p) = F = llp — %] = rx,

det vill sidga att avstandet mellan f(p) och f(x) ocksa &dr lika med ry. Pa
samma sitt ser vi att f(p) har avstandet ry till f(y) och 7, till f(z).

Da dven ¢ &r en isometri har vi dessutom att

lg(P) —9x)|| = llp — x[| = rx,

och eftersom g(x) = f(x) séiger detta att g(p) har avstandet ry till punkten
f(x). Pa samma sitt ser vi att g(p) har avstandet ry till f(y) och avstandet
o till f(z).

Alltsa har bade f(p) och g(p) avstanden 7y, 7y och 5, till punkterna f(x), f(y)
och f(z), som inte ligger pa en linje enligt Hjélpsats 3.1.7. Vi har sett i
Sats 2.1.10 att det kan finnas endast en enda punkt med denna egenskap,
vilket medfor att f(p) = g(p). Detta giller for alla punkter p € R? vilket ger
att f=g. O

Hjalpsats 3.1.9. Lat f vara en isometri som bevarar origo, det vill sdga att
f(0) = 0. Da gdller att || f(x)|| = ||x|| for alla x € R2.
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Bevis. Eftersom f &r en isometri géller || f(x) — f(0)]| = ||x — 0| = ||x]|. Med
f£(0) = 0 har vi dessutom || f(x) — f(0)]| = || f(x) — 0| = || f(x)||. Vi far alltsa
Il f(x)|| = [|x]|, vilket skulle visas. O

Sats 3.1.10. Lat f vara en isometri med f(0) = 0. Da dr f antingen en
rotation kring origo eller en spegling i en linje genom origo.

Bewvis. Tag tva punkter x,y € R? som inte ligger pa en linje genom origo.
Speciellt har vi x # y. Enligt Hjélpsats 3.1.9 giller || f(x)|| = [/x], det vill
séiga att punkten f(x) ligger pa cirkeln med mittpunkt 0 och radie ||x||.

Med samma anledning ligger f(y) pa cirkeln C; med mittpunkt i origo och
radie ||y||. Dessutom maste f bevara avstandet mellan x och y. Alltsa lig-
ger f(y) éven pa cirkeln Cy med radie ||x — y| och mittpunkt i f(x). Med
Pastaende 2.1.8 foljer att det finns hogst tva skdrningspunkter mellan C'y och
Cy, det vill sdga hogst tva mojliga positioner for f(y) i relation till f(x).
Dessutom kan inte Cy och Cs ha endast en skdrningspunkt eftersom punk-
terna 0 = f(0), f(x) och f(y) da skulle ligga pa en linje vilket motséiger
Hjalpsats 3.1.7. Dérmed vet vi att det finns precis tva mojligheter for f(y) i
relation till f(x) och vi kallar dessa punkter fér w och z som i foljande figur.

z o
Co
y
W

L of |

Figur 3.3: Cirklarna Cy och Cy har tva skidrningspunkter w och z.

Observera att det finns en unik rotation rg g kring origo som avbilder x pa
f(x) och en unik linje L genom origo sa att speglingen i denna linje avbildar

x pa f(x).

L
f(x) O :
0
X
Figur 3.4: Rotationen rg ¢ avbil- Figur 3.5: Speglingen s, avbildar
dar x pa f(x). x pa f(x).
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For dessa avbildningar géller dessutom att 79 ¢(y) = w och sz(y) = z.

Om f(y) = w giller alltsa att rog(x) = f(x), r00(y) = w = f(y) och
r0,0(0) = 0 = f(0), vilket medfor att ro g = f enligt Hjélpsats 3.1.8. Dérmed
har vi i detta fall att & f en rotation kring origo.

Figur 3.6: Rotationen rg ¢ avbildar x pa f(x), y pa w och bevarar origo.

Om f(y) = z foljer pa samma sitt att f &r lika med speglingen sy

‘L
z /
&
. oY
10

Figur 3.7: Spegling sz, avbildar x pa f(x), y pa z och bevarar origo.

Vi har alltsa visat att f &r antingen en rotation kring origo eller en spegling i
en linje genom origo. ]

Sats 3.1.11. Lat f wvara en isometri. Da gdller att f = t ow ddr t dr en
translation och u dr antingen en rotation runt origo eller en spegling i en linje
genom origo.

Bevis. Betrakta translationen t_.,, dir v = f(0), som dr en isometri enligt
Exempel 3.1.2. Med Sats 3.1.4 foljer darmed att sammanséttningen u = t_yof
dr en isometri. Dessutom géller

w(0) = (t-y 0 )(0) = t_y (£(0) = t(v) =v — v =0,

det vill séga att isometrin u bevarar origo. Enligt Sats 3.1.10 vet vi ddrmed att
u dr antingen en rotation runt origo eller en spegling i en linje genom origo.
Sammansittning med inversen t, = (t_)~! ger

tvou:tvo(t—vof):(tvot—V)of:idof:f'
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Detta visar att f kan skrivas som en sammanséttning av en translation och
en rotation eller en translation och en spegling. O

Med hjélp av denna klassificering av isometrierna kan vi nu ldtt visa att varje
isometri har en invers.

Sats 3.1.12. Varje isometri dr inverterbar.

Bewvis. Vi har redan sett att translationer, rotationer och speglingar ar inver-
terbara. Enligt Sats 3.1.11 &r varje isometri en sammanséttning av sadana
funktioner och ddarmed sjilv inverterbar enligt Sats 1.4.3. O

3.2 Symmetrier

Isometrier ar alltsa avbildningar som bevarar form och storlek av plana figurer
och monster. Till exempel avbildar en isometri en linje pa en linje och en cirkel
med radie r pa en cirkel med samma radie. Om isometrin 4r en translation
lings med linjens riktning sa avbildas dessutom linjen pa sig sjilv. Bilden av
cirkeln kommer dock ha en annan mittpunkt. Om déremot isometrin dr en
rotation runt cirkelns mittpunkt avbildas cirkeln pa sig sjilv samtidigt som
bilden av linjen istéllet 4r en annan linje.

ty(L) = L /
tv(C) /

Q 1 7 rweoo (L)
/// C = ""w,60° (C)

L
Figur 3.8: Translationen be- Figur 3.9: Rotationen ger en
varar linjen och ger en annan ny linje och bevarar cirkeln.

cirkel.

Symmetrierna av en figur ar de isometrier som avbildar figuren pa sig sjilv, det
vill sdga de isometrier som ldmnar figuren helt oférandrad. I exemplen ovan
har vi att translationen ar en symmetri pa linjen och rotationen en symmetri
pa cirkeln. Ordet symmetri kommer, precis som ordet isometri, fran grekiskan
och betyder ungefir ”samma matt”. Notera hir att "samma” &r ett starkare
ord dn ”likhet” pa samma sidtt som att ”vi har samma kldder pa oss” ar ett
mycket starkare (och oftast felaktigare) pastaende &n ”vi har likadana kldder
pa oss”. Analogt dr isometrierna de som avbildar en figur pa en figur med
likadan form, och symmetrierna de som avbildar en figur pa exakt samma
figur.
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Definition 3.2.1. En symmetri pa en delmingd M C R? i planet &r en
isometri f: R? — R? sadan att f avbildar delmingden pa sig sjilv, det vill
sdga att

JIM) ={f(x)[xe M} =M.

Mingden av alla symmetrier pa delméngden M betecknar vi Sym(M).

Exempel 3.2.2. Identitetsavbildningen id: R? — R? dr en symmetri pa varje
delméngd eftersom den #r en isometri och id(M) = M #r uppfyllt per defini-
tion for alla delméngder M C R2. A

Exempel 3.2.3. Titta pa en liksidig triangel med centrum i origo och horn-
punkter A, B och C. En symmetri maste avbilda triangeln pa sig sjélv. Som vi
sag tidigare dr den enklaste symmetrin som vi kan hitta identitetsavbildning-
en. Vidare kan vi rotera triangeln med 120° och 240°. Roterar vi med 360°
sa gar vi ett helt varv runt vilket blir samma sak som att tillampa identitets-
avbildningen. Utover rotationer kan vi dessutom spegla i linjerna L1, Ly och
L3 som ér triangelns medianer, det vill sdga linjerna som gar igenom ett av
hornen pa triangeln och motstaende sidas mittpunkt. Daremot finns inte nagra
translationer bland triangelns symmetrier eftersom triangelns hérn maste av-
bildas pa varandra. Vi har alltsa hittat sex stycken symmetrier pa triangeln,
namligen id, 7o, 1200, 70,2400, S, 5L, och Sz, som visas i féljande figurer.

A C B
120° 240°
. e G
B cC A B C A
C
B
L
7 L
C Ly B B A A h
Vi aterkommer i Exempel 4.2.2 till symmetrierna hos denna triangel. A

Exempel 3.2.4. Vi tittar nu en gang till pa frismonstret fran Exempel 2.2.3.

DR -




Monstret bestar, som vi sag tidigare, av odndligt manga kopior av en liten
figur. Translationen som fas genom att avbilda hela monstret med ett steg at
hoger sa att varje figur hamnar pa sin hogra granne avbildar hela monstret pa
sig sjilv, sa denna translation dr en symmetri pa frismonstret.

Figur 3.10: Translationen som avbildar grundenheten pa sin hdgra granne.

Pa samma sétt har vi for varje n € Z att translationen med n steg at hoger
ocksa dr en symmetri. Observera att n steg at hoger dr en translation at
vénster om n ar negativ. Ett monster som bevaras under en translation kallas
for translationsinvariant.

Dessutom ser vi att den lilla figuren &r rotationssymmetrisk med 180° i mitt-
punkten sa alla rotationer med 180° kring mittpunkterna av kopiorna ér sym-
metrier av frismonstret. Darutéver kan vi d&ven rotera 180° kring punkterna
mellan kopiorna.

-+fﬂ+fﬂ+fﬂ+fﬂ+fﬂ+fﬂ+fﬂ+fﬂ+fﬂ- -

Figur 3.11: Centrumpunkterna fér rotationssymmetrin.

A

Exempel 3.2.5. Vi underscker nu symmetrierna hos féljande Alhambra-
monster.

(144444444
44444444




Detta monster dr uppbyggt av oédndligt manga kopior av en liten monstrad
parallellogram. Translationerna ldngs med parallellogrammens riktning, som
i bilden nedan, avbildar varje grundenhet pa en av sina grannar och dérmed
bevaras hela monstret. Vi ser alltsa att det finns translationer i tva olika
riktningar bland monstrets symmetrier.

Figur 3.12: Tva olika translationer som avbildar grundenheten pa tva av sina
grannar.

Dessutom &r alla translationer som avbildar varje parallellogram pa nagon an-
nan kopia symmetrier av Alhambramonstret. Eftersom varje symmetri behéver
avbilda parallellogrammerna pa varandra finns det inga symmetrier forutom
de ovan ndmnda. A

Sats 3.2.6. Ldt M C R? vara en delmingd. Sammansdittningen f o g av tvd
symmetrier f,g € Sym(M) dr en symmetri pa M.

Bevis. Symmetrierna f och g &r isometrier i synnerhet. Enligt Sats 3.1.4 &r
ddrmed sammanséttningen f o g ocksa en isometri.

Med Ovning 1.11 har vi att (fog)(M) = f(g(M)). Eftersom g #r en symmetri
ar g(M) = M sa vi har att f(g(M)) = f(M). Slutligen har vi att f(M)= M
eftersom dven f dr en symmetri sa vi har visat att (f o g)(M) = M.

Dérmed dr fog en isometri som avbildar M pa sig sjilv, det vill sdga att fog
ar en symmetri. ]

Sats 3.2.7. Ldit M C R? wara en delmingd. Varje symmetri f € Sym(M) dr
inverterbar och inversen =1 dr en symmetri.

Bevis. Symmetrin f dr en isometri och har ddrmed enligt Sats 3.1.12 en invers
f~! som ocksa #r en isometri, se Sats 3.1.5.

For att berikna f~!(M) anviinder vi att f #r en symmetri vilket ger att
f(M) = M. Da giller niamligen att f~'(M) = f~1(f(M)). Med Ovning 1.11
foljer att f=L1(f(M)) = (f Lo f)(M). Slutligen har vi f~'o f = id och diirmed
att

FTHM) = fPHf(M)) = (F 1o f)(M) =id(M) = M.

Alltsa &r f~! en isometri som avbildar M pa sig sjilv, det vill siga en symmetri
pa M. O
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Ovningar

Ovning 3.1 (%). Vilka symmetrier har féljande likbenta triangel?
A

B C

Ovning 3.2 (%). Hur manga symmetrier har kvadraten nedan? Vilka dr de?
A D

B C

Ovning 3.3 (x). Vilka symmetrier har en regelbunden hexagon med en liksi-
dig triangel inuti som i féljande figur?

Ovning 3.4 (). Hitta Atminstone tre olika symmetrier till frisménstret nedan
som inte ges av rena translationer.

Ovning 3.5 (%x). Lat f: R? — R? vara en isometri. Visa att om x # y sa

gilller att f(x) # f(y)-

Ovning 3.6 (xx). Lat f: R? — R? vara en isometri.
(i) Om f(0) =0, f(1,0) = (1,0) och f(1,1) = (1,1), visa att f = id.
(ii) Om f(0) =0, f(1,0) = (—1,0) och f(0,1) = (0,1), visa att f = s,.

Ovning 3.7 (%% *). Lat L vara en linje som gar genom origo.

(i) Vad ger pastaendet att linjen gar genom origo for krav pa a, b och ¢ i
definitionen av en linje fran Exempel 2.2.17

(ii) For vilka v = (v1,v9) € R? giller att ¢, &r en symmetri pa linjen?
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Ovning 3.8 (% % %). Vi gav i Exempel 3.1.2 ett geometriskt argument till
varfor rotationer dr isometrier. Visa hér att varje rotation ry g 4r en isometri
genom att i stillet visa dessa tva delprobem.

(i) Anvénd formeln for en rotation runt origo fran Anmérkning 2.3.11 for att
visa att varje rotation rg g &r en isometri. (Ledning: Anvénd Ovning 2.9
och Ovning 2.10.)

(ii) Anvénd resultatet fran (i) tillsammans med Anmérkning 2.3.12 for att
visa att en rotation ry g runt en punkt v dr en isometri.

Ovning 3.9 (x x %). Vi gav i Exempel 3.1.2 ett geometriskt argument till
varfor speglingar dr isometrier. Visa hér att varje spegling sy, i en linje L &r
en isometri genom att i stéllet 16sa dessa tva delprobem.

(i) Anvind formeln for en spegling i en linje genom origo fran Anmérk-
ning 2.3.11 for att visa att varje spegling sz, i en linje L som gar genom
origo dr en isometri. (Ledning: Anvind Ovning 2.9 och Ovning 2.11.)

(ii) Anvénd resultatet fran del (i) tillsammans med Anmérkning 2.3.12 for
att visa att en spegling sy, i en linje L &r en isometri.
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4 Grupper

For att uppna malet med den héar kursen, ndmligen att matematiskt beskriva
och klassificera symmetrierna pa frismonster kommer vi anvinda oss av en
allmén teori om algebraiska strukturer.

Vi har sett i Kapitel 3 att méngden av symmetrier pa ett monster har egen-
skapen att sammanséittningen av tva symmetrier ger en symmetri samt att
inversen av en symmetri dr en symmetri. En méngd med sadana egenskaper
kallas for en grupp. Vi borjar med att formellt definiera grupper och titta pa
manga, mer eller mindre abstrakta, exempel for att sedan ga vidare och visa
flera allménna egenskaper hos grupper.

4.1 Definition och nagra exempel

Definition 4.1.1. En grupp (G, *) ges av en méngd G och en operation * som
till varje tva element g1, gs i G ger ett nytt element g1 * go 1 G sa att foljande
gruppaziom géller.

(i) (Associativitet). Det géller att (g1*g2)*g3 = g1*(ga*g3) for alla element
91,92,93 € G.

(ii) (Neutralt element). Det finns ett element e € G sa att e x g = g och
gxe=g for alla g € G.

(iii) (Inverst element). For alla g € G finns det ett element g~! € G sa att

g lxg=cochgxglt=e.

Anmirkning 4.1.2. Vi kan ténka pa operationen * som addition eller mul-
tiplikation i médngden G. Framoéver kommer vi kalla operationen for en multi-
plikation och sédga att gy * go &r produkten av g; och gs.

Nir det inte finns nagon tvetydighet skriver vi endast G fér gruppen (utan att
ndmna multiplikationen ).

Anméirkning 4.1.3. Notera att vi inte kriaver att g1 x go = go * g1 for alla
g1,92 € G. En grupp som har dven denna egenskap kallas for abelsk eller
kommutativ.

Notation 4.1.4. Som med den vanliga multiplikationen skriver vi

gt =gxgx...%g.
—_——

n ganger
Dessutom sétter vi ¢° = e.

Exempel 4.1.5. En bekant grupp dr méngden av heltalen Z med den vanliga
additionen +. Vi har ndmligen f6ljande egenskaper.

(i) For alla heltal n,m,p € Z géller att (n+m)+p=n+ (m+p).
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(ii) For alla n € Z géller att 0 +n = n = n + 0. Alltsa dr 0 ett neutralt
element.

(iii) For alla n € Z géller att n 4+ (—n) = 0 = (—n) + n. Elementet —n &r
darmed ett inverst element till n. A

Exempel 4.1.6. Heltalen med den vanliga multiplikationen &r ingen grupp!

(i) For alla heltal n,m,p € Z giller att (n-m)-p=mn-(m-p).

(ii) For allan € Z géller att 1-n =n = n-1. Alltsa ar 1 ett neutralt element
(med avseende pa multiplikationen).

(iii) Till varje heltal n € Z behover vi alltsa hitta ett tal n ™! sa att n=t-n = 1,
det vill siga n~! = % Men till exempel finns inte braktalet % med i Z.

Problemet ar alltsa att det inte finns nagon multiplikativ invers till nagot
heltal forutom 1 och —1. A

Exempel 4.1.7. Betrakta méangden {0, 1} med multiplikationen som definie-
ras enligt foljande tabell.

= O ¥
= OO
O

Elementet i rad ”1” och kolonn 70" anger produkten 10 = 1. Vi kommer nu
visa att ({0, 1}, %) utgdr en grupp.

For att visa associativitet behover vi ga igenom samtliga kombinationer av tre
element g1, g2, g3 € {0,1}. Genom att lésa av i tabellen ser vi att

(0%0)*0=0%x0=0=x(0%0),
(0x0)«1=0%x1=0%(0x1),
0x1)*x0=1%0=1=0%x1=0x*(1%0),
(1%x0)x0=1%0=1%(0%0),
0x1)x1=1%x1=0=0%x0=0x(1x1),
(1x0)«x1=1x1=1x(0x1),
(I1x1)*0=0%0=0=1x1=1%(1x%0),
(Ix1)x1=0x1=1=1%x0=1x%(1x1).

Dessutom giiller att 0 x g = g = g x 0 for g € {0,1}, som visar att 0 dr ett
neutralt element. Slutligen foljer fran 0«0 = 0 och 1x1 = 0 att bada elementen
0 och 1 har ett inverst element, ndmligen sig sjélvt. A

I denna kurs har vi redan sett flera exempel pa grupper utan att veta om det.
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Exempel 4.1.8. Talplanet R? #r en grupp under addition vilket vi sag i
Anmaérkning 2.1.3. A

Exempel 4.1.9 (Isometrigruppen). Betrakta méingden av isometrier i planet.
Denna méngd utgor faktiskt en grupp med multiplikationen * given av sam-
manséttning av funktioner, det vill sdga att fx g = f o g for alla isometrier
f och g. Enligt Sats 3.1.4 &r sammanséttningen av tva isometrier en isome-
tri. Associativitet géller enligt Hjélpsats 1.4.1 och det neutrala elementet &r
identitetsavbildningen id. Dessutom har varje isometri en invers som &r en
isometri, se Sats 3.1.12 och Sats 3.1.5. A

4.2 Symmetrigrupper

I denna kurs kommer vi huvudsakligen vara intresserade av grupper som be-
skriver symmetrierna pa vissa objekt.

Sats 4.2.1. Ldit M C R? vara en delmdingd av talplanet. Mdingden Sym(M)
som bestar av alla symmetrier pa M utgor en grupp dir multiplikationen av
tva element f,g € Sym(M) ges av sammansdttningen f o g.

Bevis. Vi har sett i Sats 3.2.6 att sammanséttningen f o g av tva symmetrier
fyg € Sym(M) &r en symmetri och ddrmed ett element av Sym(M).

Eftersom symmetrier dr funktioner géller associativitet enligt Hjélpsats 1.4.1.
Identitetsavbildningen id dr det neutrala elementet ty den ligger i Sym(M)
enligt Exempel 3.2.2 och foid = f =idof for alla f € Sym(M).

Slutligen har alla f € Sym(M) en invers f~! € Sym(M) enligt Sats 3.2.7. O

Vi borjar med att titta pa en enkel geometrisk figur, namligen en liksidig
triangel.

Exempel 4.2.2 (Symmetrierna pa en liksidig triangel). Titta nu pa mingden
av symmetrierna pa en liksidig triangel med mittpunkt i origo. Som vi sag i
Exempel 3.2.3 finns speglingarna s; = sr,,, s2 = Sr, och s3 = sy, i triangelns
medianer, rotationen 71 = 79,1200 med 120°, rotationen r9 = rg 2400 med 240°
och identitetsavbildningen id. Enligt Sats 4.2.1 utgor triangelns symmetrier
en grupp och vi kan ocksa verifiera detta genom konkreta berdkningar. Lat
namligen S = {id, s1, s2, 83,71, 72} Vi vill visa att (S,0) dr en grupp. Forst
visar vi att sammanséttningen f o g ligger i S for samtliga element f,g € S.

Vi paminner oss att tva speglingar i samma linje ger identiteten, det vill sdga
st =s10s =id, 53 =1id och s3 =1id.

Speciellt betyder detta att varje spegling ar sin egen invers, det vill siga
(si)~' = s; for i = 1,2,3. Att utfora rotationen r; tva och tre ganger ger
rotationer med 2 - 120° = 240° och 3 - 120° = 360°, alltsa

r? =1y och 72 =id.
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Observera att vi i och med detta &ven kan rikna ut produkten r3. Vi har
nimligen 13 = (r?)2 = r{ = ry 0 (r}) = r1 0id = rq. Att det dr samma sak
att anvianda 71 en gang som att anvianda ro tva ganger kan ocksa ses via att
2 - 240° = 480° &r lika med 120° pa en cirkel eftersom de skiljer sig at med

360° vilket motsvarar ett helt varv.

Med hjéalp av Figur 4.1 ser vi att s; or; = so.

A C C
™ S1
A/\A/\
B C A B B A
S .

52

Figur 4.1: Sammanséittningen s; o r; = so

Denna ekvation kan &ven anvéndas for att berdkna produkterna s; o so och
sgorg. Det giiller ndmligen att sj0s9 = s10(s10r1) = (s1081)or; =idory = ry.
Dessutom har vi sg0r9 = (s107r1)0ry = s10(r10rg) = s10id = s1. Det giiller
alltsa att

§107r1 = 892, S1082 =711 och S92 0T9 = S1.

Vi sammanfattar vara berdkningar i en multiplikationstabell som i Exem-
pel 4.1.7. Vi skriver produkten s; o7y i rad s; och kolonn ry.

o id S1 S S3 T )
id
S1 : id 1 : 59

59 . : id : . S1
ss| - - - id

1 . . . . 9

9 . . . . . 71

P& samma sitt riknar vi ut alla aterstaende produkter, se Ovning 4.4, och
ser att det endast forekommer element fran méngden S = {id, s1, s2, 3,71, 72}
i tabellen. Med andra ord, sammanséttningen av tva element i S ligger i S.
Dessutom kommer vi kunna ldsa av att id dr det neutrala elementet. Att
elementet id forekommer i varje rad och kolonn visar slutligen att alla element
har en invers i S. Dérmed har vi visat att (S, 0) verkligen &r en grupp. A

Exempel 4.2.3 (Symmetrier hos ett frismonster). Nu betraktar vi symmetri-
erna hos monstret i Figur 4.2.
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L ANV INVATVAEN
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Figur 4.2: Frismonster

Hér hittar vi odndligt manga symmetrier:

e Identitetsavbildningen id som &r en symmetri pa alla monster.

e Alla translationer med lingd 1, 2, 3,... till vanster eller hoger, det vill
séiga avbildningarna ¢, o) med n € Z.

e Speglingen s, i z-axeln och alla sammanséttningar ¢, o) © sz.

e Speglingarna i de vertikala linjerna som gar igenom punkterna med x-
koordinat O,:I:%,:I:l,:l:%,:l:Q,.... Det vill séga att vi har speglingar i
linjerna {(z,y) € R* |z — % =0} dir n € Z.

A

 ASNANASNADAD,

-1 0 1 2

’4
Y

N
Y
N

e
?b
&

Y

w

Figur 4.3: Spegelsymmetriaxlarna

e For alla n € Z har vi rotationen r(z o) 1300 med 180° i punkten (5,0).
Speciellt &r rotationen ¢ 1500 i origo en symmetri.
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=
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-
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-
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-
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=
o
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Figur 4.4: Centrumpunkterna fér rotationssymmetrin

Sammansittningar av tva symmetrier 4r en symmetri enligt Sats 3.2.6. Vi
pastar att sammansittningen av varje tva element pa var lista redan finns
med bland de ovan ndmnda och att dessa verkligen dr alla symmetrier av
monstret, det vill sdga att symmetrigruppen bestar av precis dessa element.
Detta verifierar vi i Avsnitt 5.3. A
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4.3 Nagra egenskaper hos grupper

I detta avsnitt tittar vi pa nagra allménna egenskaper hos grupper som foljer
direkt fran gruppaxiomen. Till exempel medfor de att det neutrala elementet
dr unikt dven om vi i definitionen inte uttryckligen utesluter att det finns flera
neutrala element.

Sats 4.3.1. Lat (G,*) vara en grupp. Da dr det neutrala elementet e € G
unikt.

Bevis. Antag att det finns tva element e och é sa att ex g = g = g * e och
éxg = g = gx*eé for alla element g € G. Vi tittar nu pa produkten exé. Genom
att sétta ¢ = € i den forsta ekvationen foljer e x € = e. P4 samma séitt ger
g = e i den andra ekvationen att e x € = e. Det giiller alltsa att e = ex € = ¢,
det vill sdga att e = €. O

Pa ett liknande sitt foljer att varje gruppelement har en unik invers.

Sats 4.3.2. Lat (G,*) vara en grupp och g € G ett element. Da finns det ett
unikt element g1 € G sd att gx g ' =e=g ' xg.

Bevis. Antag att det finns tva sadana element ¢g—' och §. Genom att anvinda

egenskapen hos det neutrala elementet ser vi att g=! = g~! % e. Insittning av

e = g* g, vilket giller eftersom ¢ dr invers till g, ger att g~ ' xe = g7 ' x (g *g).

Fran associativiteten har vi att ¢! * (g% §) = (97! * g) * § och eftersom g—!

ar invers till g giller ocksa att g~ ! % ¢ = e. Sammanfattningsvis foljer det att
gl=gxe=gx(gxg) = (g7 xg)xg=exj =13,

vilket skulle visas. ]

Sats 4.3.3 (Rikneregler). Lat (G, *) vara en grupp.
(i) Ldt g1,92 € G. Dd gdller det att (g1 % g2)™" = g5 ' * g7 "
(ii) Det gdller att e~ = e.
(iii) Ldt g € G. Dd gller det att (g71)~! =g.

Bevis. (i) Vi behover visa att produkten g, Ly 97 ! har den egenskap som
kravs for att vara inversen till g; * g, alltsa att (g1 * g2) * (g5 Ly 91 1) =e

-1, —1
och (g5 * g1 ") * (91 % g2) = e.
Med associativiteten i G géller
(97" %9 ) * (gr%92) =93 % (g7 % g1) % g2 =
=g, xexga =g, *go=e,
déir vi anvénde att g; L% g1 = e, att e dr det neutrala elementet och att

g2 x g2 =e.
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Pa samma satt har vi att

(1xg2) % (g5 % g7 ) =g1% (95" *g2) g7 =

=gixexg  =gixg; =e

(ii) For det neutrala elementet e giller e x e = e. Didrmed har e egenskapen
som krivs for att vara e:s invers.

1 1 _

(iii) Eftersom g~! #r invers till g giller g x g7' = e = g~ ! % g. De hir
ekvationerna visar ocksa att g har egenskapen som inversen till g—! har
och dirmed giller (¢71)~! = g.

O

Foljdsats 4.3.4. For varje element g i en grupp (G, *) géller (¢)~1 = (¢~ 1)2.

Bevis. Detta foljer direkt fran Sats 4.3.3(i) med g1 = g2 = g. O

Notation 4.3.5. Upprepad anviindning av Sats 4.3.3(i) ger att
(") =g )"

for alla n € N. Detta element betecknar vi ¢g~". Vi har alltsa

(g*'u*g omn =1,
n ganger
gt =<e om n = 0,
g lx-xgt omn< -1
L —n ganger

Ovningar

Ovning 4.1 (%). Vilka av foljande méngder med operationer utgor gruppper?
Forklara ditt svar!

(i) De naturliga talen under addition, (N, +),
(ii) De rationella talen under multiplikation, (Q,-),
(iii) Méngden av de reella talen forutom 0 under multiplikation, (R \ {0}, -).

Ovning 4.2 (#%). Lat (G, *) vara en grupp och lat a, b, ¢ och d vara element
i G. Visa att

(a*(bxc))xd = ((a*xb)xc)xd = (axb)x(cxd) = ax(bx(cxd)) = ax((bxc)*d).

Ovningen visar att produkten av fyra element dr samma oavsett hur vi sétter
parenteserna. Man kan &dven visa att detta géller for produkter med godtyckligt
manga faktorer.
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Ovning 4.3 (). Lat (G, ) vara en grupp och tag ett element g € G. Visa
att g™ x g™ = g™t for alla m,n € Z.

Ovning 4.4 (x%). Fyll i multiplikationstabellen for den liksidiga triangeln
fran Exempel 4.2.2.

Ovning 4.5 (*). Lat G vara en grupp med 5 element e, g, g%, ¢° och g* dir
¢° = e. Multiplikationen ges da av ¢" % g™ = ¢! dér [ #r resten av n 4+ m efter
division med 5. Till exempel giller g% * ¢> = g' = g eftersom 3 + 3 = 6 har
rest 1 efter division med 5.

(i) Skriv ned multiplikationstabellen for denna grupp.
(ii) Vad &r inversen till g?
(iii) Vad #r inversen till 37

Ovning 4.6 (x % %). Lat (G, *) vara en grupp med #ndligt manga element.
Bevisa att varje gruppelement férekommer precis en gang i varje kolonn och
rad i multiplikationstabellen.

Ovning 4.7 (+x). Lat G vara en grupp som bestar av fyra element e, a, b och
c. Komplettera foljande multiplikationstabell for gruppen.

*‘eab
e|e b
ala e
b|b e
c|ec e

Ovning 4.8 (xx*). Lat G vara en grupp med ett jimnt antal element. Visa
att det finns ett element g med g # e som har egenskapen att g x g = e.

(Ledning: Titta pa méngden av alla element som inte &r invers till sig sjélv.
Har denna méngd ett udda eller ett jaimnt antal element?)

Ovning 4.9 (% %). Lat (G, %) vara en grupp, och lat g,h € G. Visa att det
finns ett unikt element = sa ett x x g = h.
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5 Delgrupper och generatorer

Vi har nu sett flera exempel pa en grupp, det vill sdga en méingd med en
multiplikation som uppfyller vissa krav, gruppaziomen. Det &r dessutom sa
att vissa delméngder av en grupp ocksa uppfyller dessa krav och en sadan
delméngd kallar man fér en delgrupp. Dessa delgrupper spelar en viktig roll
inom gruppteorin. Till exempel &r symmetrigruppen av ett monster en del-
grupp av isometrigruppen som bestar av alla isometrier i planet.

For att enklare kunna beskriver grupper och delgrupper kan man anvénda
sig av gemeratorer. P4 samma sidtt som atomerna dr molekylernas byggstenar
och som hus bestar av tegelsten finns det i manga grupper och delgrupper
speciella element som ”bygger upp” hela gruppen. Sadana element kallar vi
generatorer och om man forstar relationerna mellan dessa sa kdnner man till
hela gruppens struktur.

Dessa tva begrepp, delgrupper och generatorer, studerar vi hér.

5.1 Delgrupper

Lat M C R? vara en delmingd. Vi sag i Sats 4.2.1 att symmetrierna hos
M utgoér en delmiingd Sym(M) till gruppen av alla isometrier i R?. En sddan
delméngd av en grupp som sjilv dr en grupp kallas for delgrupp. Detta begrepp
kommer visa sig vildigt anvandbart sa vi gor féljande definition.

Definition 5.1.1. Lat (G,*) vara en grupp. En delmingd H C G &r en
delgrupp om foljande géller:

(i) e€e H,
(ii) hi* hy € H for alla hy,hy € H,

(iii) h=! € H for alla h € H.

Med andra ord, en delgrupp av (G, *) ér en delméngd som sjilv dr en grupp
med avseende pa G:s multiplikation . Egenskaperna (ii) och (iii) kan dessutom
sammanfattas enligt foljande sats.

Sats 5.1.2. Lat (G, *) vara en grupp. En delmingd H C G dr en delgrupp
om och endast om e € H och hq % h2_1 € H for alla hi,ho € H.

Bevis. Antag forst att H ar en delgrupp, och lat hq, ho € H. Enligt egenskap
(iii) i definitionen giller hy' € H och med (ii) foljer hy * hy ' € H. Méngden
H uppfyller alltsa egenskapen i satsen.

Antag nu att H &r en delméngd som i satsen. Vi visar att H &r en delgrupp.
Tag alltsa h € H. Vi séitter hy = e och hy = h. Da géller att produkten
hi *hgl =exh™! = h7!ligger i H. Detta visar att egenskap (iii) i definitionen
av en delgrupp &r uppfylld. Lat nu hq, he € H. Vi har precis sett att hy ! ligger
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i H. Enligt antagandet géller dérmed hy * (hy 1)_1 = h1xhy € H, det vill sédga
vi har egenskap (ii). O

Exempel 5.1.3. For alla grupper G géller att den minsta delgruppen &r
H = {e} som endast innehaller det neutrala elementet. Den storsta delgruppen
ar gruppen G sjalv. A

Exempel 5.1.4. Jimfor nu symmetrierna hos figurerna M; och Ms, se ocksa
Ovning 3.3.

Figur 5.1: M, Figur 5.2: M,

Eftersom vi enbart lagt pa extra krav pa M; i forhallande till M> kommer
alla symmetrier hos M; &ven vara symmetrier hos Msy. Med andra ord, vi har
att Sym(M;) C Sym(Ms) som méngder. Dessutom vet vi att bade Sym(M)
och Sym(Ms) &r grupper med avseende pa samma multiplikation, ndmligen
sammanséttningen av funktioner. Alltsa ser vi att Sym(M;j) &r en delgrupp
av Sym(Ma).

Da Ms ar en liksidig sexhorning ser vi att en symmetri ges av rotation runt
mittpunkten med @ = 60°, vilket inte 4r en symmetri pa M;. Speciellt ar
grupperna Sym(M;) och Sym(Ms) olika. A

Anmirkning 5.1.5. T Exempel 5.1.4 har vi tva figurer My C M sa att
Sym(M;y) &r en delgrupp av Sym(Mj). Observera att detta inte dr sant i
allménhet, se Ovning 5.4.

Exempel 5.1.6. Betrakta symmetrigruppen G = Sym(M) av frismonstret
M som vi kan se i foljande bild.

A

a8

I G finns translationen ¢ = t(; gy och speglingen s, i z-axeln.

e Vad &r den minsta delgruppen Hy av GG som innehaller t7

Enligt egenskap (iii) i definitionen fér en delgrupp behéver t:s invers
t=1 ligga i Hy. Med g1 = t och go = t foljer fran egenskap (ii) att
dven gy ogy = tot = t? &r med i Hy. Upprepad multiplikation med
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t ger att alla potenser t? ot = t3,t% ... behover finnas i H;. Samma
argumentation for inversen t~! visar att t" € H; for alla n € Z. Vi
pastar nu att denna méngd {t" | n € Z} utgor en grupp. Den innehaller
nimligen det neutrala elementet id = t°, produkten ™72 av alla tva
element t"! och t"2? samt inversen t~" till varje element t". Detta visar
att Hy = {t" | n € Z} &r den minsta delgruppen av G som innehaller
translationen t.

e Vad dr den minsta delgruppen Hy som innehaller elementet s,?

Genom att upprepa samma argument som for elementet ¢ ser vi att
Hy = {s? | n € Z}. Medan alla potenser " &r olika géller hir relationen
s2 = id. Speciellt foljer att s? € {id,s,} for alla n € Z. Delgruppen

Hsy = {id, s, } bestar alltsa av endast tva element. A

5.2 Generatorer

Ibland kan samtliga element i en (del)grupp uttryckas med hjilp av bara nagra
fa element. I detta fall sdger vi att gruppen &r genererad av dessa element,
som sedan kallas for generatorer. Vi kan forsta hela gruppen genom att forsta
generatorerna och relationerna mellan dem.

Exempel 5.2.1. Lat oss titta en gang till pa symmetrierna hos en liksidig
triangel som vi i Exempel 4.2.2 sag bestod av elementen {id, s1, sq, s3,71,72}.
Genom att anvinda relationerna id = s; 0 81,71 = 1 0 89 och r9 = 51 0 s3 kan
vi skriva symmetrierna som {s; o s1, 1, S2, S3, §1 © S2, $1 © s3}. Med andra ord,
alla symmetrier ges som sammanséttningar av speglingarna s1, s3 och s3. A

Sats 5.2.2. Lat (G,*) vara en grupp, och lat g1,...,gx € G. Méingden H av
alla element i G som kan skrivas som en produkt (med mdjligtvis flera faktorer)
av elementen g1, ..., gy och deras inverser gl_l, . ,g,;l dr en delgrupp.

Bevis. Genom att till exempel skriva e = g1 * g L ser vi att G:s neutrala
element ligger i H.

Lat nu hy,he € H, det vill sdga bada ar produkter av element i méngden
S={g,... ,gk,gl_l, . ,g,?l}. Da ar &ven hq * ho en produkt av dessa element
och dérmed ett element i H.

Lat slutligen h € H. Vi kan da skriva A som en produkt h = hy * - - - % hy;,, med
h; € S for alla i = 1,...,m. Vi berdknar inversen h™t = hl % .- hl_l enligt
Sats 4.3.3(i). Eftersom alla faktorer hi_1 ligger i S giiller ocksa att h=! € H. [

Definition 5.2.3. Lat (G, %) vara en grupp och tag g1,...,gr € G. Delgrup-
pen H fran Sats 5.2.2 ar genererad av elementen gi,...,g;r 1 G. Elementen
g1, - - -, gk kallas for delgruppens generatorer. Vi skriver H = (g1, ..., gk)-

Med andra ord, generatorerna &r en ”byggsats” som en grupp kan byggas av.
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Anmirkning 5.2.4. Ofta dr vi intresserade av generatorer for hela gruppen
G. Aven om G har oéndligt manga element kan G vara genererad av dAndligt
manga element (se Exempel 5.1.6). I detta fall &r generatorerna sérskilt prak-
tiska eftersom vi inte ens kan skriva ner alla gruppelement.

Exempel 5.2.5. Bada delgrupperna H; = (t) och Hy = (s;) fran Exem-
pel 5.1.6 ar genererade av ett enda element. De &r dock vildigt olika. Obser-
vera att den ena gruppen dr odndlig medans den andra bestar av endast tva
element. A

Notation 5.2.6. Det framgar inte av notationen H; = (t) och Hy = (s,) att
delgrupperna dr mycket olika. For att kunna papeka sadana skillnader skriver
vi ibland Hy = (s, | s2 = id) for att beskriva ” Hy &r gruppen genererad av
elementet s, som uppfyller relationen s = id”.

Det kan finnas olika generatorer som genererar samma delgrupp, vi ger exempel
pa detta i Sats 5.2.8. Forst behover vi dock ett kort men anvindbart resultat.

Hjilpsats 5.2.7. Lat (G, *) vara en grupp med delgrupp H C G. Antag att
g, h dr tva element i H. Da innehaller H hela delgruppen (g, h).

Bewvis. Det foljer av delgruppsaxiomen att H maéste innehalla ¢g—' och h~!
och alla produkter av elementen g, h,g~',h~'. Alltsa innehaller H samtliga
element av (g, h). O

Sats 5.2.8. Lat (G, *) vara en grupp och g,h € G. Da gdller att

(g9,h) = (g~ ", h) = (g, g % h).

Bevis. Enligt definitionen bestar delgrupperna (g, h) och (g~%, h) av alla ele-
ment som kan skrivas som produkter av elementen g¢,h, g~ !, h~! respektive
g L h (g7 b7l T och med att (g7!)~! = g har vi samma "byggsatser” si
dessa delgrupper ar lika.

Vidare ser vi att g och g*h ligger i (g, h) sa enligt Hjdlpsats 5.2.7 medfor detta
direkt att (g,g*h) C (g, h). Pa samma sétt behover vi visa att g, h € (g,g*h)
for att fa den omvénda inklusionen (g,h) C (g,g * h). Med andra ord, vi
behover uttrycka g och h som produkter med faktorer g, g * h, g~' samt
(g+h)~t. Till exempel har vi g = g och h = g~ % (g*h). De tva inklusionerna
ger tillsammans att (g, h) = (g,g * h). O

5.3 Sju exempel
I detta avsnitt tittar vi pa sju frismonster samt deras symmetrigrupper och

generatorer till dessa. Vissa symmetrier forekommer ofta sa vi introducerar
dessa har samtidigt som vi ger dem forenklande beteckningar.
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Translationer at vénster eller hoger lings med z-axeln, det vill séiga
avbildningar ¢, o) dér a € R. Vi infér notationen att t, = (4. Speciellt
har vi da att om n &r ett heltal sa géller ¢, = {7 = {(,, ).

Speglingen s, i x-axeln som vi sag i Exempel 2.3.9 och som ges av
s¢(z,y) = (z,—y). Vidare har vi att sammanséttningen t;/5 o s; kom-
mer spela en viktig roll sa vi skriver denna som g och kallar den for
glidspeglingen.

Speglingar i vertikala linjer. En vertikal linje L &r en linje som &r parallell
med y-axeln och dr pa formen L = {(z,y) | x = a}, eller L = {x = a}
i forkortad notation, dér a € R &r fixerad. Lat s, betyda speglingen i
linjen {x = a}. Till exempel ges speglingen i linjen {x = 0}, det vill siga
i y-axeln, enligt Exempel 2.3.9 som so(z,y) = sy(z,y) = (—z,y).

Rotationer ry 1500 med 180° kring en punkt v = (a,0) som ligger pa
x-axeln. Vi infér notationen r, = ry 1800 for denna rotation och speciellt
skriver vi r = ro = ro1800. I Exempel 2.3.7 sag vi att r(z,y) = (—z, —y).

Lat oss undersoka relationerna mellan dessa avbildningar.

Sats

5.3.1. For avbildningarna t,, Sy, Sq och ro enligt ovan gdller féljande

relationer.

(1)

Beuwis.

(i)

Sy 0tq = 1q O Sy,

Sy Oty =1_4q 08y,
rotyg=t_q0r,
8308y = 8y08; =T,

52 =id, 35 =id och % =1id,
T = tog 01 och

Sq = t2q O Sy.

(i) Vi rdknar ut vérdet av bada funktionerna i en punkt (x,y) i
planet for att se att s, ot, och t, o s, verkar pa samma sitt. Vi har
(sz o tg)(x,y) = sz(x + a,y) = (x + a,—y). Pa samma sétt berdknar
Vi (tq 0 sz)(z,y) = to(z,—y) = (x + a,—y). Ddrmed har vi visat att
(spoty)(x,y) = (tg0sz)(x,y), och eftersom detta giller for alla punkter
(z,y) € R? &r funktionerna lika.

Insdttning i s, ot, och t_g0s, ger (syoty)(z,y) = sy(z+a,y) = (—r—a,y)

och (t_q 0 8y)(z,y) = t_o(—2,y) = (—z — a,y) for alla (z,y) € R
Dérmed géller s, ot, =t_, 0 5,.
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(iii) For alla (z,y) € R? berdknar vi (rot,)(z,y) = r(z+a,y) = (—r—a, —y)
och (t_q or)(z,y) = t_o(—2z,—y) = (—2 — a, —y). Aven i detta fall ger
alltsa bada funktioner samma funktionsvéirde for alla punkter i planet,
saroty==t_go0r.

(iv) I detta fall har vi att

(Sx ° Sy)(ﬂ%y) = Sx(—ﬂj,y) = (_x7_y) = T‘(ZL',y) =
= (_:L'v _y) = sy(ﬂf, _y) = (Sy 0 Sx)(:L"y)

for alla (z,y) € R? och dédrmed likhet av de tre avbildningarna s, o sy,
r och sy 0 s;.

(v) Dessa relationer dr kinda fran Anmiérkning 2.3.10.

(vi) Notera som i Anmérkning 2.3.12 att en rotation ry g runt en punkt v
kan fas via att vi forst translaterar med —v, sedan rotaterar med 6
runt origo och slutligen translaterar tillbaka med v. Det vill séiga att
Tvg =ty orggot_y. Med hjélp av (iii) far vi ddrmed att

ra:taorot_a:taot_(_a)or:tgaor.

(vii) Pa samma sitt som ovan far vi fran Anmérkning 2.3.12 och (iv) ovan
att s =tg 08 01 o =124 © Sy.

O

Nu ar vi redo att diskutera vara frismonster.

Exempel 5.3.2. Vi borjar med att understka monstret i Figur 5.3.

Figur 5.3: Ett monster dér translationer dr de enda symmetrierna.

De enda symmetrierna ér forskjutningarna med n lingdenheter till vanster
eller hoger dar n € Z. Lat t; vara forskjutningen med en lingdenhet till hoger.
Forskjutningen med n lingdenheter till hoger ges da av ¢, = t7. Forskjutninger
till véinster ges som negativa potenser av ¢1. Darmed &r symmetrigruppen lika
med Gp = {t} | n € Z} = (t1). A
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Exempel 5.3.3. Lite fler symmetrier kan vi hitta hos monstret som visas i
Figur 5.4.

Figur 5.4: Ett frismonster som &r symmetriskt i z-axeln.

Aven hir finns alla translationer ¢, = 7 dér n € Z. Dessutom &r monstret
spegelsymmetriskt i z-axeln sa s, &r med i symmetrigruppen. Alla andra sym-
metrier ges som kombinationer av ¢; och s, som till exempel ¢} os,. Observera
att vi har relationerna s2 = id och s, ot; = t; 0 s, enligt Sats 5.3.1. Gruppen
ar alltsa G = (t1, 8, | 52 =id,t1 0 5, = 5, 0t1). A

Exempel 5.3.4. Betrakta nu symmetrierna hos ménstret i Figur 5.5.

A

. >>>>>>>>>>>>>>>> """ ]

Figur 5.5: Ett frismonster med symmetrigrupp (g).

Som i de andra exemplen har vi alla translationer ¢} med n € Z. Aven om
monstret inte &r symmetriskt 1 z-axeln ger speglingen s, i z-axeln f6ljd av en
halv translation ¢; /5 en symmetri pa monstret som vi kallar for glidspegling,
g = ti/3 0 s;. Eftersom méngden av symmetrier &r en grupp sa har vi dven
sammanséttningarna ¢} o g och g o ¢! som symmetrier av monstret. Enligt
Sats 5.3.1 har vi att

gotrll = (tl/ZOSJ:)Ot? :trllo(tl/Qosx) :t?og.
Observera ocksa att
92 = (t1/2 o Sx) o (t1/2 OSx) = t1/2 Otl/z 08408, = tl.

Med andra ord, translationen ¢; &r en potens av glidspeglingen g sa t; € (g).
Fran detta foljer att t7 = (¢g%)" = ¢*" € (g) for samtliga heltal n. Detta visar
att glidspeglingen g genererar hela symmetrigruppen, det vill siga Gs = (g).
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A

Exempel 5.3.5. Det néista exemplet dr symmetrigruppen till monstret i Fi-
gur 5.6.

A

1+
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 5.6: Ett frismonster med symmetrigrupp (¢1, sy).

Forutom translationerna ¢, = t}' &r monstret spegelsymmetriskt i samtliga
linjer {x = §} dér n € Z. Vi pastar att symmetrigruppen genereras av trans-
lationen ¢; och speglingen s, i y-axeln. Enligt Sats 5.3.1 géller namligen att
sammanséttningen ¢ o s, ér lika med speglingen s,/ 1 linjen {z = 4} och
dérmed finns samtliga speglingar med i (t1, sy).

Dessutom géller att 312/ = id och t; 0 sy = s, 0 tl_l, se Sats 5.3.1. Symmetri-
gruppen ar alltsa G4 = (t1,sy) = (t1, 5y | 532/ =id,t; 08, = s, 0t ). A

Exempel 5.3.6. Annu ett frisménster har vi i Figur 5.7.

A

----- DooUTLE -

3 -2 -1 0 1 2 3

Figur 5.7: Ett frismonster med symmetrigrupp (¢1, 7).

1

-1

Aven hir finns alla translationer ¢, = 7 dér n € Z. Dessutom &r monstret
rotationssymmetriskt med 180° i alla punkter (2,0) med n € Z. Aven i detta
fall kan gruppen genereras av endast tva element, till exempel av translationen
t1 och rotationen 7 med 180° kring origo. Detta foljer eftersom rotationen ry,
kring punkten (%,0) &r lika med sammanséttningen ¢7 or for alla n € Z enligt
Sats 5.3.1. Symmetrigruppen ér alltsa G5 = (t1,7).

Observera att vi har relationerna 72 = id och t; or =ro tl_l enligt Sats 5.3.1.
Att ldgga till dem ger G5 = (t1,7 | r2 =id,tjor =70 t1_1>. A

Exempel 5.3.7. Nu underscker vi symmetrierna hos moénstret i Figur 5.8.
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A

] ' ' ' '
-1+ - . - -

| | | |
[ [ [ [

|
|
%
-2 -1 0 1 2

Figur 5.8: Ett frismonster med symmetrigrupp (g, 7).

Forutom translationerna ¢,, = ¢} dér n € Z finns glidspeglingarna g och t" og,
rotationer i punkterna (%,0) dér n € Z samt speglingar i linjerna {z = 7 + 2}
dér n € Z, se Figur 5.9 och 5.10.

A A

-5 I 5)’.5)'@.\? I *f}.f*)lfa.“ - -
-1

-2 -1 0 1 2
Figur 5.9: Monstrets spegelsym- Figur 5.10: Centrumen for rota-
metriaxlar. tionssymmetrierna.

Vi kommer att visa att detta monsters symmetrigrupp genereras av glidspeg-
lingen g och rotationen r kring origo, det vill sédga att symmetrigruppen &r

Gg = (g,71).
Observera att rotationen 7, /5 i punkten (5,0) &r lika med produkten ¢} or

enligt Sats 5.3.1. Dessutom giller att t7 = (¢?)" = ¢** och dirmed ligger

Tnj2 = g*" o r i delgruppen som genereras av g och r. Slutligen har vi dven

ttog=(g°)"0g=g*""" € (g,r).
Pa samma sitt vill vi uttrycka speglingen Siyn i linjen {z = % + 5} med
hjilp av g och r. Eftersom 1 + 2 = 1(n + 3) foljer det fran Sats 5.3.1 att

— 5 3 — n 3
S1in = t"*i o sy. Genom att skriva om tn+% = 1] oty och att infoga

identiteten id = s, o s, foljer
bpp1 o8y = (17 ot1y9) 0 (sz 0 8z) 05y =11 0 (t1/908z) 0 (sz08y) =t 0gor,

dér vi i tredje steget anvénde oss av att g = ¢1/p 05, och r = s; 0 s,. Slutligen
foljer fran t7 = g*" att speglingen s1 1in = = ¢?>"* o finns med i (g,7).

Detta visar alltsa att symmetrigruppen dr Gg = (g, 7). Dessutom giller rela-
tionerna 72 = id och gor = rog~!, alltsd Gg = (g,r | gor =rog~!, r? =id).

A

Exempel 5.3.8. Slutligen tittar vi pa monstret i Figur 5.11.
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Figur 5.11: Ett frisménster med symmetrigrupp (t1, Sz, Sy)-

Har hittar vi foljande symmetrier: alla translationerna ¢, = ¢} med n € Z,
speglingen s, i z-axeln och produkterna {7 o s, speglingarna s, /; 1 linjen
{x = 3} samt rotationerna r,, /, i punkterna (3,0).

I och med att r = s 0 sy, s,/ = 1] 05y, och 1y, )9 = 1] o7 = 1] 05, 05, for
alla n € Z enligt Sats 5.3.1 foljer att symmetrigruppen genereras av elementen
t1, 8z och sy. Den sista gruppen ér alltsa G7 = (t1, 53, 54) med relationerna

2 2

=5, =1id, s; 05y = 8,0 8,

s "

—1
t1os; =sz0t; ochtios, =s,0t] .

Extrauppgift

Ga ut pa stan och hitta exempel pa sju
frismonster som har samma sju symmetri-
grupper som de vi sag i Exemplen 5.3.2-
5.3.8. Se till exempel Figurerna 2.7 och 2.8.

Ovningar
Ovning 5.1 (x). (i) Visa att H = {2n | n € Z} #r en delgrupp av (Z, +).

(ii) Visa att H = {a-n |n € Z} ar en delgrupp av (Z,+) for alla a € Z.

(Man kan faktiskt visa att samtliga delgrupper av (Z,+) dr av denna form!)

Ovning 5.2 (%%). Lat G vara en grupp med delgrupper H och K. Visa att
snittet H N K ar en delgrupp av G.

Ovning 5.3 (xx*). Lat H och K vara delgrupper av en grupp G. Ar unionen
H U K en delgrupp? Ge ett bevis eller ett motexempel.
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Ovning 5.4 (x%x). Lat M vara en figur med symmetrigrupp Sym(M). Visa
att om N C M sa behover det inte gilla att Sym(M) &r en delgrupp till
Sym(N). (Ledning: Testa att rita nagon ”symmetrisk” figur och undersok
dess symmetrier. Ta sedan bort ett streck eller nagon annan del av figuren och
se vilka symmetrier som #r kvar.)

Ovning 5.5 (%x). Lat (G, ) vara en grupp som genereras av ett element g
med g% = e. Med andra ord, gruppen G har 5 element e, g, g, ¢° och ¢g* och
foljande multiplikationstabell.

xle g ¢ & g
ele g ¢ ¢ ¢
919 ¢ ¢ g e
P19 @ gt e g
@l g e g ¢
g1yt e g ¢ &
Vilka element &r generatorer for gruppen, det vill sdga for vilka n = 1,...,5

giller G = (¢g")?

Ovning 5.6 (x%*). Lat (G, %) vara en grupp som genereras av ett element g
med g% = e. Med andra ord, gruppen G har 6 element e, g, g2, g, g* och ¢°
och foljande multiplikationstabell.

x|le g ¢ ¢ ¢ 4
ele g ¢ ¢ ¢ ¢
919 ¢ & g* ¢ e
Pl @ gt P e g
Pl g P e g ¢
g gt 9 e g ¢ ¢
Pl e g ¢ ¢ 4
Vilka element &r generatorer for gruppen, det vill sdga for vilka n = 1,...,6
giller G = (¢g")7
Kan du forklara skillnaden till Ovning 5.5?
Ovning 5.7 (%x). Lat G vara en grupp som genereras av element gy, ..., gn,

det vill siga G = (g1,...gn). Antag att g, € (g1,...,9n—1). Visa att det da
giller att G = (g1,...,Gn—1)-

Ovning 5.8 (%x). Som vi sig i Anmirkning 4.1.3 &r en grupp (G, *) abelsk
om det for alla element a,b € G giller att a b = b*a. Visa att en grupp som
ar genererad av ett enda element alltid ar abelsk.

53



6 Frisgrupper

Efter att ha gatt genom all nédvéandig teori dr vi nu redo att systematiskt ana-
lysera vilka grupper som kan féorekomma som symmetrigrupper till frisménster.
Med hjélp av dessa grupper, de sa kallade frisgrupperna, far vi sedan en klas-
sificering av monstren, det vill sdga en indelning av dem utifran deras sym-
metrier.

I detta kapitel gar vi bland annat igenom hur vi ska handskas med problemet
att ett frismonster kan ha flera olika frisgrupper beroende pa hur vi placerar
vart koordinatsystem. Detta gor vi for att senare kunna visa att ett frismonster
maste ha nagon av precis sju olika symmetristrukturer. Med detta menar vi
att det, efter ett speciellt val av koordinatsystem, har precis en av de sju
frisgrupper som vi redan sett i Exemplen 5.3.2-5.3.8.

6.1 Definition av frisgrupper

I Definition 2.2.2 gav vi en matematisk definition av ett frismonster som en
delmingd av R? i formen av en o#ndligt lang remsa som upprepar sig med
ett avstand d > 0. Deras symmetrigrupper ar de grupper som vi dr mest
intresserade av.

Definition 6.1.1. En symmetrigrupp G = Sym(M) till ett frismonster M
kallas for frisgrupp.

Vi har redan sett flera olika exempel pa frisgrupper i Exemplen 5.3.2-5.3.8. Det
visar sig att dessa sju grupper &r i princip de enda som finns. Vi har ndmligen
foljande.

Pastaende 6.1.2. Varje frismdnster har, efter limpligt val av koordinat-
system, precis en av de sju symmetristrukturerna som ges av frisgrupperna
G1,...,Gr fran Exemplen 5.3.2-5.5.8.

Detta pastaende kommer vi inte bevisa forrén i Sats 7.2.9. Innan vi kan visa
detta behover vi fa en béttre forstaelse for sambandet mellan frismoénstren och
deras symmetrigrupper. For det forsta noterar vi att tva olika frismonster kan
ha samma frisgrupp.

Exempel 6.1.3. Till exempel kan vi titta pa de foljande tva monstren. Vi

sag i Exempel 5.3.7 att det vénstra monstret har symmetrigrupp Gg = (g, )
och vi kan se att det hogra monstret har precis samma symmetrier. A
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Vi ar dock inte intresserade av sjédlva utseendet av monstren utan endast av
deras symmetristrukturer, och det ar just frisgrupperna som beskriver dessa
strukturer.

Dessutom kan ett frismonster ha flera olika frisgrupper. Detta beror pa att vi
kan vélja koordinatsystemet pa flera sitt. I nésta avsnitt undersoker vi hur vi
kan handskas med detta problem.

For att enklare kunna diskutera symmetrierna hos frismoénster bestammer vi
oss for foljande konventioner.

e Varje frismonster ligger pa remsan som beskrivs
av mingden {(z,y) e R? | -1 <y < 1}

e Monstret upprepar sig med minsta avstand 1, det
vill séiga att {1 = (1) 4r den "minsta” transla-
tionen bland monstrets symmetrier.

Detta val av koordinatsystem &r inte helt entydigt som vi ser i néista avsnitt.

6.2 Olika symmetrigrupper for samma monster?

Betrakta foljande frismonster.

Enligt var konvention som vi inférde ovan ldgger vi koordinatsystemet sa att
monstret ligger pa remsan {(z,y) € R? | =1 < y < 1} men det finns fortfaran-
de odndligt manga olika sétt att vélja koordinatsystemet pa. Vi kan ta vilken
punkt som helst pa z-axeln som vart origo. Titta till exempel pa foljande
bilder som visar samma monster tva ganger om men med olika positioner av
origo.

Figur 6.1: M, Figur 6.2: M,

I bada fallen &r glidspeglingen g = ¢;/5 0 s, en symmetri men i forsta fallet
dr monstret M; spegelsymmetriskt med avseende pa y-axeln och har ingen
rotationssymmetri kring origo. Monstret M, a andra sidan &r inte spegel-
symmetriskt mot nagon av axlarna men dr symmetriskt under rotation med
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180° i origo. Man kan visa att symmetrigrupperna till de tva monstren &r
Sym(M;) = (g,sy) och Sym(Ms) = (g,r) och dessa &r uppenbarligen olika
eftersom r & (g, sy).

Om vi ska klassificera ménstren med hjélp av deras symmetrigrupper skulle vi
egentligen vilja kréiva att varje monster motsvarar precis en grupp, oberoende
av valet av origo. I det foljande kommer vi att se hur vi kan ta oss runt detta
problem.

Till att borja med ser vi att monstren M; och M, skiljer sig at endast med en
forskjutning lings z-axeln, det vill séiga med translationen ¢ = ;4 = t 10)-
Vi har alltsa My = ¢(M7). Dérmed ser vi att jimfora symmetrierna hos M
och Mj &r samma sak som att jimfora symmetrierna hos My och ¢(Mj). Detta
kan goras med hjilp av foljande hjalpsats.

Hjilpsats 6.2.1. Ldit M C R? vara en delmdngd, och lit f € Sym(M) vara
en symmetri. For varje isometri ¢ giller att o fo@~! dr en symmetri hos
bildmdngden (M), det vill siga ¢ o f o ™' € Sym(p(M)).

Bewvis. Med Sats 3.1.5 och 3.1.12 ser vi att h = @o fop~! dr en sammansittning
av isometrier och ddrmed en isometri enligt Sats 3.1.4. Dessutom géller med
Ovning 1.11 att

h(p(M)) = (po fop ) (p(M)) = o(f(e~ ' (p(M)))) = @(f(M)) = p(M).

Vi har alltsa visat att h #r en isometri som avbildar méngden ¢(M) pa sig
sjélv och &r dédrmed en symmetri hos ¢(M). O

Varje symmetri hos M ger alltsa en symmetri hos bilden ¢(M). Vi far till och
med samtliga symmetrier hos p(M) pa detta sétt.

Sats 6.2.2. Ldt M C R? vara en delmingd, och lit p:R? — R? wvara en iso-
metri. Avbildningen o: Sym(M) — Sym(p(M)) som ges av sammansdttningen
a(f) = po foe ! drinverterbar med invers a~'(h) = ¢t o ho o for alla
h € Sym(p(M)).

Bevis. Lat h € Sym(ep(M)) vara en symmetri pa ¢(M). Observera att sam-
mansittningen ¢ ~!ohoy ir en symmetri pa o~ (¢(M)) = M och dirmed kan
vi definiera en avbildning 8: Sym(¢(M)) — Sym(M) via B(h) = ¢~ o ho .
Denna avbildning ar inversen till a.. Vi har ndmligen

Bla(f)) =B(pofop™)=¢p lo(pofop op=
=(p top)ofo(p top)=idofoid=f

for alla f € Sym(M). Pa samma sétt kan vi visa att a(B(h)) = h for alla
h € Sym(p(M)). O
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Foljdsats 6.2.3. Ldat M C R? vara en delmdngd, och lit p:R? — R? vara en
isometri. Da gdller

Sym(p(M)) = {a(f) =wo fop™ | f € Sym(M)}.

Dessutom giller att om Sym(M) dr genererad av elementen f1,..., fr sa dr
Sym(¢(M)) genererad av bilderna o f1),a(f2),...,a(fx).

Bevis. Vi har redan sett att a(f) € Sym(p(M)) for alla f € Sym(M). Lat
alltsa h vara ett element i Sym(p(M)). Med f = a~'(h) = ¢~ o ho ¢, som
ligger i Sym(M) enligt Sats 6.2.2, far vi

h=a(a™'(h) = a(f),

som avslutar beviset for det forsta pastaendet.

Om Sym(M) genereras av fi,..., fr kan vi skriva varje element f € Sym(M)
som f = hjohgo---oh,, med h; € {fl,...,fk,fl_l,--- ,fk_l}. Vi behover visa
att h = ¢ o f o~ ! kan skrivas som en produkt av element i mingden

{a(fl)7 s 7a(fk)7 (a(fl))_17 R (a(fk))_l}

Genom att skjuta in identitetsavbildningen id = ¢!

produkten o f oot ser vi att

o ¢ mellan varje faktor i

1:(poh10h20’”0hm090_1:

h=gofop™
—pohio(p lop)ohyo(plop)o--o(ptop)ohy,op !t =
= (pohiop o(pohzop o---o(pohmop™t)=
= a(hy) oa(hy)o...oalhy).

Alltsé kan h skrivas som produkt av faktorer a(f;) och a(f; ). Men

a(fi)y=pofitop ™ =(@ ) ofi o™ = (po fiop ™) = (a(fi) !,

och didrmed genereras Sym(p(M)) av elementen «a(f1), a(f2), ..., a( fx)- O

Dessa resultat tillampade pa vart exempel séger alltsa att symmetrierna hos
My och My endast skiljer sig at genom sammanséttning med funktionerna ¢
och o~ diir p = t4 /4 r forskjutningen med % langdenhet till hoger.

Detta motiverar foljande allménna definition.
Definition 6.2.4. Tva delgrupper H och K av gruppen av isometrier i planet

ar konjugerade via en translation om det finns en translation ¢, med a € R sa
att antingen H = {t,okot, ' |k€ K} eller K = {t,ohot,' | h€ H}.

Anmirkning 6.2.5. Tva frismonster som skiljer sig endast genom valet av
origo har symmetrigrupper som &r konjugerade via translationen som for-
skjuter det ena monstret pa det andra.
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For att kunna avgora vilka av vara symmetrigrupper som dr konjugerade via en
translation behéver vi undersoka sammansittningarna t, o f ot; ! lite nirmare
for alla symmetrier f som forekommer hos frismonster.

Hjilpsats 6.2.6. Lat t, vara en forskjutning lings x-axeln med a € R. Da
gdller foljande:

(i) tyotyot;! =ty for alla b € R,

(ii) tgosz0t,! = s,

)
)
(iii) taosyot = 194 O Sy,
(iv) taorot;t =to, 0,

)

(v) taogot;t =g for glidspeglingen g = t1/2 © Sz
Bevis. Se Ovning 6.4. O

Lat oss nu ytterligare en gang titta pa monstren M; och My fran Figur 6.1
och 6.2 och deras symmetrigrupper. Med ¢ = t; /4 giller alltsa att

Sym(Mz) = Sym(p(M:)) = {po fop™" | f € Sym(My)}.

Kom ihag att Sym(M;) &r genererad av glidspeglingen g och speglingen s,,.
Med Foljdsats 6.2.3 foljer alltsa att Sym(p(M1)) genereras av symmetrierna

pogowtoch pos,op ! Enligt berikningarna i Hjilpsats 6.2.6 giller
pogogp ™t =goch pos,opt =1ty 08, =t 0s, Genom att infoga

id = s, o0 s, och att anvinda att t1j208: =g och s, 05, = r ser vi att

SOOSyOCP_l:t1/203y2t1/20(3x03x)03y:(tl/zosx)o(sxosy):907"-

I och med att vi enligt Sats 5.2.8 har att (g,7) = (g, g or) ser vi att detta ger
precis de symmetrier hos My som vi upptéckt tidigare.

I Exemplen 5.3.2 till 5.3.8 sag vi olika monster som hade sju olika symmetri-
grupper G1,...,G7. Eftersom vi nu har sett hur ett monster ”verkar” ge olika
symmetrigrupper stéller sig nu fragan om vara grupper Gy, ..., Gy verkligen
tillhor olika sorter monster. Svaret visar sig vara ”jal” enligt foljande sats.

Sats 6.2.7. Inga av grupperna Gy, ...,G7 dr konjugerade via en translation.

Bevis. Med Ovning 6.3 behover vi alltsa visa att det inte finns nagon trans-
lation ¢ = t, s& att G; = {wo fop™' | f € G;} for i+ j. Detta foljer direkt
av utrdkningarna i Hjélpsats 6.2.6.

1 1

For varje translation ¢ géller att potiop™" =1t och pogop™" = g. Gruppen
(G1 som endast innehaller translationer kan alltsa inte vara konjugerad till
nagon av de andra grupperna. Samma argument géller fér gruppen Gs = (g).
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Det giller #iven att g os, 0@~ ! = s, och dirmed {po fop™!| f € Gy} = Go.
Alltsa dr GGo inte konjugerad med nagon av de andra grupperna.

Dessutom behdver varje grupp som #r konjugerad till gruppen G7 innehalla
speglingen s, i z-axeln. Den enda mojligheten skulle alltsa vara Gy som vi
redan uteslutit.

Varje grupp som &r konjugerad till G innehaller glidspeglingen g. Den enda
mojligheten skulle alltsa vara gruppen G3 som vi redan uteslutit.

Det aterstar att visa att G4 och G5 inte &r konjugerade. Observera att sam-
manséttningen ¢ o s, o ol =¢?o s, &r speglingen i en linje parallell med
y-axeln. Eftersom monstret i Exempel 5.3.6, som har G5 som symmetrigrupp
inte ar spegelsymmetrisk till nagon vertikal linje kan G4 och G35 inte vara
konjugerade. O

Satsen s#ger alltsa att de sju frismonster som vi sag i Exempel 5.3.2-5.3.8
har olika frisgrupper oavsett var vi placerar vart origo i vara monster. I det
avslutande kapitlet av detta kompendium kommer vi visa att vilken frisgrupp
vi &n hittar kommer, efter ett val av koordinatsystem, ha symmetrier som ges
av precis en av grupperna Gy, ..., Gr.

Ovningar

Ovning 6.1 (x). Hur &r symmetrierna hos de tva figurerna M; och M, rela-
terade?

:1 :1
oo
e
5 - 0 -
J/\S n S 0N s} o]
P4 (V) P4 9
Figur 6.3: M, Figur 6.4: M>

Ovning 6.2 (x). Hur ir symmetrierna hos de tvé figurerna Ny och Ny rela-
terade?
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Ovning 6.3 (*x*). Lat H och K vara delgrupper av en grupp G. Visa att
foljande egenskaper ar ekvivalenta.

(i) Det finns ett element s € G sa att H = {sokos™!| ke K}.

(ii) Det finns ett element t € G s att K = {tohot™' | h e H}.

Vad &ar sambandet mellan s och ¢7

Dra slutsatsen att tva delgrupper H och K av gruppen av isometrier i planet
ar konjugerade via en translation om och endast om det finns en translation
ty med b € Rsd att K = {tyohot,'|h€ H}.

Ovning 6.4 (x). Bevisa Hjilpsats 6.2.6.

Ovning 6.5 (x%). Lat b € R. Visa att gruppen som genereras av translationen
t1 och speglingen i linjen {x = b} &r konjugerad med gruppen genererad av ¢;
och s,. Kan du forklara detta geometriskt?

Ovning 6.6 (x%). Visa att frisgruppen till ett frismonster M vars sym-
metrier ges av translationerna ¢! med n € Z, speglingen i z-axeln och sam-
manséattningar av dessa, dr helt oberoende av var man placerar origo. Det vill
siga, visa att man far exakt samma symmetrigrupp till M oavsett var man
placerar origo.

Ovning 6.7 (x+). Undersok vilka av de sju frisgrupperna fran Exempel 5.3.2—
5.3.8 som dr abelska (se Anmérkning 4.1.3).

Ovning 6.8 (x%). Ett frismonster som har samma frisgrupp som monstret i
FExempel 5.3.3 ér

133333333333333333333333333333333333333]

eftersom det &r bade translationsinvariant och spegelsymmetriskt i z-axeln (vi
far har vara lite medgorliga 1 vad vi godkénner eftersom den 6vre bagen pa
3:an inte ar riktigt lika stor som den undre). Anvénd det svenska alfabetet,
med bade versaler och gemener, for att pa samma sitt rita sju frismonster
som har samma frisgrupper som monstren fran Exempel 5.3.2-5.3.8. Notera
att man kan behova anpassa bokstéiverna lite grann for att fa helt korrekta
symmetrier (som i fallet med 3 ovan).
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7 Klassifikation av frisgrupper

Vi &r nu édntligen redo att visa att de sju frigrupper som vi sett under kursens
gang faktiskt dr de enda sju som finns i den mening att varje frismonster har
en symmetrigrupp som #r konjugerad till nagon av dessa. Detta kommer vi
gora genom att forst visa vilka speglingar och rotationer som kan férekomma
och sedan dela upp i de fall som man far och helt enkelt berikna alla dessa.
Slutligen sa gar vi igenom en algoritm man kan anvinda for att undersoka vad
ett givet frismonster har for symmetrigrupp.

7.1 Elementen i en frisgrupp

I Kapitel 6 definierade vi en frisgrupp som en symmetrigrupp till ett fris-
monster. Efter val av koordinatsystem antar vi alltid att detta monster breder
ut sig ldngs z-axeln och upprepar sig med avstand av liangd 1. Pa grund av
detta kommer translationen t; = (1) alltid vara ett element i frisgruppen.
Detta avsnitt kommer ha som mal att beskriva vilka andra element en frisgrupp
kan ha.

Varje frisgrupp G bestar per definition av isometrier, vilka enligt Sats 3.1.11
kan skrivas pa formen ¢ o u med en translation ¢ och dér u &r en rotation runt
origo eller en spegling i en linje genom origo. Vi vill nu underséka mer precist
vilka t och u som kan forekomma.

Definition 7.1.1. Vi later O beteckna méngden av alla rotationer runt origo
och speglingar i linjer genom origo. For varje frisgrupp G sétter vi

Go={u €O |tou € G fér nagon translation ¢}.

Anmirkning 7.1.2. Anledningen till att vi anviinder bokstaven O &r for att
denna méngd bendmns den ortogonala gruppen. Som namnet antyder kan man
visa att denna m#ngd faktiskt &r en grupp.

Exempel 7.1.3. Titta pa frisgruppen G3 = (g) som vi sag i Exempel 5.3.4.
Observera att speglingen s, inte ligger i gruppen G5 men att glidspeglingen ¢
gor det. Da g = t; /5 0 s, foljer det att s, € (G3),. Gruppen Gg bestar endast
av potenser g" av g didr n € Z. Med

g" = (t1jp082)" = (t1y2)" 08y =tnp 08,
och s = s, for udda n och s? = id for jamna n foljer det att (Gs), = {id, s, }.

A

Anmirkning 7.1.4. Observera att Exempel 7.1.3 visar att G, inte behover
vara en delméngd av G. Vi har ndmligen att s, € (G3), men s, ¢ Gs.

Sats 7.1.5. Lat f vara ett element i en frisgrupp G. Da dr f = tqou for nagot
a € R och u € {id, sy, sy,r}. Speciellt dar G, en delmdngd till {id, s;, sy, 7}.
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Bevis. Tag ett frismonster M C R? med G = Sym(M). Detta monster dr
alltsa en delmingd av R? som ligger mellan —1 < y < 1 och upprepar sig
med intervall av lingd 1 i z-led. Lat f € G vara en symmetri av M och skriv
f = tou med en translation ¢ och en rotation eller spegling u enligt Sats 3.1.11.
Observera att t(u(M)) = (t ou)(M), se Ovning 1.11.

Om wu ar en rotation med nagon annan vinkel &n 180° - n, dér n dr ett hel-
tal, sa kommer bilden u(M) inte lingre vara parallell med x-axeln och ingen
translation kan motverka detta. Déarmed skulle vi inte ha att (tou)(M) =M
sa t ou skulle da ej vara en symmetri. Alltsa &r de enda rotationerna som kan
forekomma id = rg oo och r = rg 180°.

Pa samma sétt betraktar vi en spegling . Om vi speglar i nagon annan linje
dn z- eller y-axeln sa kommer bilden u(M) att utbreda sig i en annan riktning
an x-axeln. Detta kan inte motverkas av nagon translation ¢, vilket motséger
att (tou)(M)= M.

De enda mojligheterna for w ér alltsa id,r, s, och s,. Observera att det for
alla dessa avbildningar géller att u(M) ligger pa remsan {—1 < y < 1}. Med
(tou)(M) = t(u(M)) foljer det att translationen ¢ bevarar denna remsa. Vi

ser darmed att ¢ dr en forskjutning lings z-axeln, det vill siiga t = t, for nagot
a € R. O

Hj#lpsats 7.1.6. Mdangden {id, s;, sy, 7} dr en grupp under sammansdttning
av funktioner.

Bevis. Se Ovning 7.1. O

Sats 7.1.7. Lat G vara en frisgrupp. Da gdller att G, med sammansdttning
av funktioner dr en delgrupp av gruppen {id, sz, s,,r}.

Bewvis. Vi har redan sett i Sats 7.1.5 att G, 4r en delméngd till {id, s, s,,7}.
Dessutom foljer med t1 o id = ¢t1 € G att det neutrala elementet id &r med i
Go.

Lat nu u,v € G,. Da vi vet att det finns a,b € R sa att t, o u och t; o v
ligger i G. Eftersom G &r en grupp f6ljer det att (¢, 0 u) o (tp o v) € G. Enligt
berékningarna i Sats 5.3.1 har vi att

(taou)o (tpov) =tgo(uoty)ov=t,otrpouov =tespo (uov),

dér tecknet framfor b &r positivt om u € {id, s, } och negativt om v € {s,,r}.
Darmed géller att t,4p 0 (uov) € G vilket betyder att uwov € G,. Med andra
ord, ssammanséttningen av tva element i G, ligger i G,,.

Slutligen maste vi visa att inversen for varje element u € GG, ocksa ligger i G,,.
Eftersom alla element w i méngden {id, s, s, 7} uppfyller att u~! = u har vi
attomu € Gy sadru !l =ueqG,. O

For att forsta vilka mojligheter som finns for G, behdver vi alltsa bestamma
delgrupperna av {id, s;, s, r} vilket vi gor i nésta sats.
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Sats 7.1.8. Delgrupperna till {id, sz, sy, r} dar {id}, {id,s;}, {id,s,}, {id,r}
och {id, 55, y,7}.

Bevis. Se Ovning 7.2. O

7.2 De sju frisgrupperna

Vi har alltsa endast fem méjligheter for gruppen G,. Med hjélp av dessa kan vi
avgora vilka frisgrupper som finns. Konkret kommer vi att ga igenom samtliga
delgrupper fran Sats 7.1.8 och konstruera alla frisgrupper G som har just denna
grupp som G,,.

Hjialpsats 7.2.1. Lat G vara en frisgrupp. Mdngden av translationerna i G
ar lika med {t} | n € Z}.

Bewis. Varje frismonster upprepar sig med avstand 1 och dérmed géller att ¢
och alla dess potenser ¢} =t, med n € Z ligger i G.

Dessutom sag vi i Sats 7.1.5 att endast translationer lings med z-axeln finns
med bland symmetrierna. Antag att ¢, € G. Varje reellt tal &r summan av
sin heltalsdel och sin decimaltalsdel sa vi far att @ = n + b dir n € Z och
0 < b < 1. Diarmed kan vi kan alltsa skriva t, = t,,1p = t,, o t. Observera att
translationen (t,)™' = t_, ligger i G. Dérmed #r ocksa sammansittningen

lopoty=1_potpip =t _pnintb =1

med i G. Eftersom ett frismonster inte upprepar sig med ett avstand mindre
dn 1 foljer att ¢, € G ar endast mojligt for b = 0. Vi har alltsa visat att
tq =t = 7. O

Hjalpsats 7.2.2. Lat G wvara en frisgrupp och lat t, o u, dir a € R och
u € {id, 54, 84,7}, vara ett element i G. Om a =n+0b dirn € Z och 0 < b < 1
sa gdller att t, o u ligger i G.

Bevis. Enligt Hjdlpsats 7.2.1 finns translationen ¢_, med i G och ddrmed
ocksa sammanséttningen

t_po(tgou) =t_po(tpppou) =t_po(thotyou) = (t_poty)o(tpou)="tyou.
U

Sats 7.2.3. Lat G vara en frisgrupp med G, = {id}. Da ir G = Gy = (t1).

Bevis. Enligt definitionen for G, dr de enda symmetrierna i G pa formen
t, oid = t, for nagot a € R. Enligt Hjéilpsats 7.2.1 foljer att a maste vara ett
heltal och ddarmed att alla symmetrier som forekommer ér potenser av tq, det
vill séiga att G = (t1). Vi maste ocksa visa att (¢;) faktiskt dr en frisgrupp,
men detta sag vi i Exempel 5.3.2 eftersom G7 = (t1) dr symmetrigruppen till
frismonstret i Figur 5.3. O
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Hjilpsats 7.2.4. Lat G vara en frisgrupp sadan att G, innehdller speglingen
sy @ x-azeln. Dd innehdller G' precis ett av elementen s, och g, dir g = 1208,
dr glidspeglingen. Vidare har vi foljande tva fall.

(i) Om sy € G gdller att ett element t,os, dr ett element i G om och endast
om a dr ett heltal.

(il) Om g € G gdller att elementet t, 0 s, dr ett element i G om och endast
oma=n+ % ddr n dr ett heltal (det vill sdga att tg o0 sy =t7 og).

Bevis. Enligt definitionen for GG, maste det finnas nagot reellt tal a sa att
tq 0 s, ligger 1 G. Som i Hjalpsats 7.2.2 kan vi skriva a = n 4+ b med ett heltal
n och 0 < b < 1 och fa att t; o s, ligger i G. D& har vi #ven (t, 0 5,)? € G.
Med Sats 6.2.6 ser vi att

(ty 0 52)° = (tp 0 8) © (th 0 8) =ty 0 (850 ) © 55 =ty 0 (£ 0 55) © 55 = Loy

ar en translation i G. Alltsa maste 2b vara ett heltal enligt Hjalpsats 7.2.1.
Eftersom vi nu antagit att 0 < b < 1 ger det bara tva mojligheter, ndmligen
att b =0 eller b = % I det forsta fallet foljer att £, o s, = tg o s, = s, ligger i
G.Om b= % sa giller att t, o s, =t;/5 0 sy, vilket dr glidspeglingen g, ligger
iG.

Vi maste nu visa att inte bada elementen s, och g kan ligga i G. Antag alltsa
motsatsen, det vill sdga att bada elementen ligger i G. Men da ligger dven
sammansattningen

g0 8z =11/2 08508z =112

i G, som inte dr mojligt enligt Hjédlpsats 7.2.1. Dérmed har vi kommit fram
till en motsigelse sa vart antagande att bada elementen ligger i G maste vara
falskt. Vi har alltsa visat att precis ett av elementen s, och g ligger i G.

(i) Om s, € G gor vi foljande. Enligt Hjdlpsats 7.2.1 vet vi att alla trans-
lationer t7 ddr n &r ett heltal ligger i G. Darmed far vi fran Sats 3.2.6
att sammansattningarna ¢} o s, ligger i G. Pa samma sétt som ovan har
vi ocksa att om t, 0 s, € G sa kan vi skriva a = n + b dir n € Z och
0 < b < 1och fa fran Hjélpsats 7.2.2 att t, o s, € G. Men da har vi att
sammanséttningen (¢, 0 ;) 0 8, = £ 0 (8, 0 8;) = t; dr ett element i G,
vilket kraver att b = 0 enligt Hjdlpsats 7.2.1. Alltsa &r a = n ett heltal.

(ii) Om g € G far vi pa samma sitt att tf og € G for alla n € Z. Om
t, 0 S € G kan vi som ovan skriva a = n + b diar n &r ett heltal och
0 < b < 1ochfa att t, o s, € G. Eftersom vi i detta fall har att
g =t1/208; € G far vi att sammanséttningen (t,05,)0 (t;/205,) = tyy1
dr ett element i G. Alltsa maste b + % vara ett heltal och eftersom
0 < b < 1 krédver detta att b = % Darmed har vi att a = n + % for nagot
heltal n.
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O

Sats 7.2.5. Lat G wvara en frisgrupp med G, = {id, s, }. Da gdller det att
G = Go = (t1,8) eller G =G5 = (g).

Bevis. Lat G vara en frisgrupp med G, = {id, s, }. Enligt Hjélpsats 7.2.1 har
vi att ¢, =t} € G for alla n € Z och att dessa dr de enda translationerna.
Dessutom har vi sett i Hjdlpsats 7.2.4 att antingen ¢, o s, € G for allan € Z
eller t, o g € G for alla n € Z.

Detta ger ocksa alla element eftersom definitionen for G, kraver att alla h € G
dr antingen pa formen h = t, eller h = t, o s, for nagot a € R.

I fallet att s, ligger i G genereras gruppen alltsa av t; och s,, eller med andra
ord G = Gy = (t1,84), vilket vi i Exempel 5.3.3 sag var en frisgrupp. Om i
stéllet glidspeglingen ¢ dr med i G é&r alla element antingen pa formen ¢} eller
thog. Da t; = g% har vi att G = G3 = (g) vilket vi sig var en frisgrupp i
Exempel 5.3.4. ]

Hjalpsats 7.2.6. Lat u vara speglingen s, i y-azxeln eller rotationen r med
180° kring origo. Lat G vara en frisgrupp med u € G,. Da finns ett b € R med
0 < b <1 sa att sammansdttningen t, o u ligger i G.

Dessutom gdller att ett element t. o u ligger ¢ G om och endast om ¢ =m +b
for nagot heltal m.

Bewvis. Observera att det enligt Sats 5.3.1 i bada fall giller att u? = id och
uoty, =1t_,ou for alla a € R.

Att u ligger i G, betyder att det finns a € R sa att t, o u € G. Vi skriver
a =n+bmedn € Z och 0 <b < 1 och med Hjélpsats 7.2.2 giller att
tyou € G.

Eftersom vi for alla heltal m har att t1" € G, som géller enligt Hjélpsats 7.2.1,
far vi dven att alla sammanséttningar ¢1" o (t, ou) = t,,1p o u ligger i G. Alltsa
ligger t.ou i G om ¢ =m + b for nagot heltal m.

Det aterstar att visa att t. o u ar ett element i G endast da ¢ ar pa formen
¢ =m+0bmed m € Z. Antag darfor att t. ou € G for nagot ¢ € R. Vi
skriver ¢ = m + d for nagot heltal m € Z och 0 < d < 1 och visar att d = b.
Enligt Hjélpsats 7.2.2 géller att dven ty 0 u € G. Det finns alltsa tva element
tyou och tgou med 0 < b,d < 11iG. Diarmed ligger dven sammanséttningen
(tyou)o (tgou) i G. Enligt de ovan ndmnda riknereglerna for u har vi att

(tbou)o(tdou):tbo(uotd)ou:tbo(t_dou)ou:tb_dou2:tb_d.

Alltsa &r translationen t, 4 ett element i G. Enligt Hjélpsats 7.2.1 maste
darmed b — d vara ett heltal. Eftersom 0 < b < 1 och 0 < d < 1 ar den
enda mojligheten att b = d, sa ¢ = m+b f6r nagot heltal m. Vi har alltsa visat
att varje element i G pa formen ¢. o u kan skrivas som t,,44 o u = t]" o (t, o u)
fér nagot m € Z. O
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Sats 7.2.7. Lat G vara en frisgrupp.

(i) Om G, = {id, sy} sa dr G och G4 = (t1,s,) konjugerade via en transla-
tion.

(ii) Om G, = {id,r} sa dr G och G5 = (t1,r) konjugerade via en translation.

Bevis. Eftersom bevisen for de tva fallen ar identiska sa later vi u vara speg-
lingen s, eller rotationen r och gor beviset for bada samtidigt. Lat alltsa G
vara en frisgrupp med G, = {id,u}. Som tidigare har vi med Hjélpsats 7.2.1
att translationerna i G &r alla potenser ¢7 med n € Z. Dessutom finns det
enligt Hjédlpsats 7.2.6 ett reellt tal b med 0 < b < 1 sa att tpou € G.

Vi vill nu visa att G generas av t; och t, o u, det vill siga G = (t1,t, ou). Tag
darfor ett element h € G. Enligt Sats 7.1.5 har vi att h = t.ov dér v € {id, u}
och ¢ € R. Om v =id sa far vi att h = t.oid = t. vilket enligt Hjélpsats 7.2.1
medfor att ¢ maste vara ett heltal. Den andra mojligheten &ar att v = u. Enligt
Hjilpsats 7.2.6 géller det att da att h =t} o, o u for nagot heltal n. Darmed
ar alla element i G antingen lika med en translation t7 = t,, eller pa formen
t} o (tp ou) for n € Z. Det betyder att G = (t1,t, o u).

Vi minns fran Sats 5.3.1 att symmetrin ¢, o s, motsvarar speglingen i den
vertikala linjen {x = g} Pa samma sétt motsvarar symmetrin ¢, or rotationen
med 180° kring punkten (%,0). Sa lat oss nu betrakta translationen ¢_/,
som forflyttar linjen {z = g} till y-axeln och punkten (%,0) till origo. Lat
M vara ett frismonster som har symmetrigrupp G. Observera att t_;, (M),
monstret som fas genom att forskjuta M med % léingdenheter till vinster, &ér
ett frismonster med symmetrigrupp

Sym((t_p/2(M)) = (t_pj2 0 t1 0 tyja,t_ys2 0 (tp 0 u) 0 ty2)

enligt Foljdsats 6.2.3. Med réknereglerna fran Hjélpsats 6.2.6 och Sats 5.3.1
ser vi att t_y /9 0ty 0ty/9 = t1 och

t_ppo(tbou)otyy =t_ypotyo(uotys) =t_ppotyo(t_ypou)=
(tppzotpot pp)ou=t s, pou=toou=u

Dérmed foljer alltsa att G dr konjugerad, via translationen {_y /5, med gruppen
Sym(t_p/2(M)) = (t1,u).

Slutligen noterar vi att vi med u = s, far frisgruppen G4 = (t1,s,) fran
Exempel 5.3.5. Om u = r ér G i stiillet konjugerad till frisgruppen G5 = (t1,r)
fran Exempel 5.3.6. 0

Sats 7.2.8. Lat G vara en frisgrupp med G, = {id, sz, sy, r}. Da dr G konju-
gerad med antingen Gg = (g,r) eller Gy = (t1,5z,5y).

Bewvis. Lat G vara en frisgrupp med G, = {id, s, sy, r}. Enligt Hjélpsats 7.2.1
har vi att ¢, =t € G for alla n € Z och att dessa &r de enda translationerna.
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Vidare giller enligt Hjdlpsats 7.2.6 att s, € G, och r € G, medfér att det
finns reella tal 0 < b,d < 1 sa att ¢, 0 s, och t40r ligger i G. Dessutom har vi
sett i Hjdlpsats 7.2.4 att s, € G, betyder att GG innehaller antingen s, eller g.
Vilken av dessa tva symmetrier som ar med i G beror pa relationen mellan b
och d. Vi har namligen att sammanséattningen

(thosy)o(tgor) =tyo(syotg)or =t,ot_gosyor =1ty 405,

och dess kvadrat
(tv—d © 52)* = tap—q)

ligger i G. Med Hjilpsats 7.2.1 foljer att 2(b — d) behover vara ett heltal.
Eftersom 0 < b < 1 och 0 < d < 1 ar detta endast mojligt for tre fall,
nimligen b—d = —1, b—d=0eller b—d = 1.

Fall 1: b — d = 0; det vill séiga att b = d. Det innebér att gruppen innehaller
speglingen t;,_, 05, = s,. Eftersom alla element i G da dr pa formen t7, t7 os,,
t} o (tp 0 sy) eller 1 o (t, o r) enligt Hjdlpsatserna 7.2.1, 7.2.4 och 7.2.6 foljer
det att G = (t1, 54,15 © 54,15 0 7). Det aterstar att visa att denna grupp é&r
konjugerad till G7. Betrakta dérfor translationen ¢_j 5 med % laingdenheter

till vénster. Enligt Hjélpsats 6.2.6 ger sammanséttningen med generatorerna
att

t_pp0ti0tyn =11,

t_p/2 © 5z 0 tpj2 = Sz,

t_ysp 0 (ty 0 sy) oty/o = sy och

t_yp0(tyor) oty =r.
Alltsa dr G konjugerad med gruppen (ti, sz, sy,r), se Foljdsats 6.2.3. Med
r = 5,08, ser Vi att rotationen inte behvs bland generatorerna, se Ovning 5.7.
Dérmed é&r alltsa G konjugerad med (t1, sz, Sy, 7) = (t1, Sz, 5y) som &r frisgrup-
pen G7 fran Exempel 5.3.8.
Fall 2: b—d = %; det vill siiga G innehaller symmetrin t,_g0s; = t1/308,; = g.
Som i det forsta fallet ser vi att G = (t1, g,t,, 108y, t407) som dr konjugerad via

2

translationen ¢_;/» med gruppen (t1,g,t/3 © 5y,7). Pa grund av relationerna
g> =ty och gor = 17208501 = t1/9 05y ser vi att 1 och 1,5 0 sy inte behdvs
bland generatorerna. Vi har alltsa (t1,9,t/2 © sy,7) = (g,7) = Gg. Detta ar
frisgruppen vi sag i Exempel 5.8.

Fall 3: b—d = —%; det vill sdga G innehaller symmetrin t;_j0 s, = t_1/20 Sz
Sammansittningen med ¢; visar att glidspeglingen g = t; 08, = tlo(t_1/2osx)
dr med i G. Som innan betyder det att G = (¢4, g, tg_108y:ta or). Denna grupp
ir konjugerad via translationen ¢_;/5 med gruppen

(t1,9,t_1/2 0 sy, 7) = (g,7) = Gg.
Vi far alltsa samma grupp som i andra fallet.

Se Ovning 7.3 for detaljerna i andra och tredje fallet. O
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Sats 7.2.9. Varje frismonster har, efter ldimpligt val av koordinatsystem, pre-
cis en av de sju symmetristrukturerna som ges av frisgrupperna G1, ..., Gy fran
Ezemplen 5.8.2-5.5.8.

Bevis. Lat M vara ett frismonster, och lat G vara dess symmetrigrupp. Med
Sats 7.1.7 och Sats 7.1.8 vet vi att G, ar lika med nagon av grupperna
{id}, {id, sz}, {id, sy}, {id,r} eller {id,ss,sy,r}. Dérmed géller enligt Sat-
serna 7.2.3-7.2.8 att G ar konjugerad med nagon av frisgrupperna Gy, ..., G7.
Enligt Sats 6.2.7 dr G konjugerad med precis en av dem. Eftersom konjugering
med en translation ¢, enbart flyttar origo sa kan vi vilja koordinatsystemet
sa att G ar lika med nagon av grupperna Gy, ..., G7. O

Nedan sammanfattar vi de sju symmetristrukturer som ett frismonster kan ha
genom att ge enkla exempel pa frismonster for varje frisgrupp.

Figur 7.1: G4 Figur 7.2: G4 Figur 7.3: G3
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
Figur 7.4: G4 Figur 7.5: G5 Figur 7.6: Gg
Figur 7.7: G-

Anmirkning 7.2.10. Lat oss dven ge nagra korta kommentarer om Alham-
bramonster och deras symmetrigrupper, de sa kallade Alhambragrupperna. Vi
ser redan i Exempel 2.2.5 att sadana monster kan ha manga fler symmetrier &n
frismonster. Att det finns translationer i tva olika riktningar mojliggoér bland
annat speglingar i diagonala linjer och rotationer med 60° eller 90°. Trots
detta finns det bara nagra fa olika symmetristrukturer. Med liknande meto-
der som for frismonstren kan man némligen visa att det finns precis 17 olika
Alhambragrupper. Beviset for detta kan man till exempel hitta i Armstrongs
bok Groups and Symmetry (se Férslag till vidare lisning pa sida 86).

Dessa monster och grupper dr namngivna efter palatset Alhambra som ligger
i Granada i Spanien. Viggarna och taken &r rikligt dekorerade med mosaiker
och i dessa ska det ga att hitta exempel pa samtliga 17 symmetristrukturer.

7.3 Algoritm for frisgrupper

Nu nér vi lart oss att det bara finns sju olika symmetristrukturer hos fris-
monster sa kan vi ge en enkel algoritm for att avgora vilken symmetrigrupp
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ett givet frismonster har. Det visar sig ndmligen att det ricker att svara pa
som mest fyra fragor enligt nedan.

I forsta steget behover vi avgora om vi kan vélja origo sa att monstret Ar
spegelsymmetriskt i y-axeln. Efter det fragar vi oss om monstret &r spegel-
symmetriskt i z-axeln. Har vi till exempel svarat ”"Nej” pa bada dessa fragor
undersdker vi om vi kan vélja koordinatsystemet sa att monstret dr rotations-
symmetriskt i origo. Om svaret dr ”Ja” ges monstrets symmetristruktur av
gruppen Gs. For varje frismonster kan vi pa samma sétt folja grafen nedan
tills vi kommit fram till dess symmetrigrupp.

G1 Gs

Ovningar

Ovning 7.1 (). Bevisa Hjilpsats 7.1.6.

Ovning 7.2 (). Bevisa Sats 7.1.8.

Ovning 7.3 (). Fyll i detaljerna for Fall 2 och Fall 3 i beviset av Sats 7.2.8.

Ovning 7.4 (). Denna uppgift handlar om algoritmen i Avsnitt 7.3.

(i) Varfor behover vi inte fraga oss om monstret har rotationssymmetri om
vi svarat ”7Ja” pa de forsta tva fragorna i algoritmen?

(ii) Varfor behover vi inte fraga oss om monstret har rotationssymmetri om
vi svarar ”7Ja” pa forsta fragan och "Nej” pa den andra?

Ovning 7.5 (x). Anviind algoritmen i Avsnitt 7.3 for att bestimma vilka
symmetrier som foljande frismonster har.
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(iii) llllllll

Ovning 7.6 (x % x). Man siger att tva grupper (G, *) och (H, ) &r isomor-
fa om det existerar en inverterbar avbildning ¢: G — H som uppfyller den
strukturbevarande egenskapen att

©(g1 * g2) = p(g1) * p(g2)

for alla g1, g2 € G. Man kallar da ¢ for en isomorfi. Foljande tre uppgifter &r
inte direkt relaterade till varandra (sa varje deluppgift kan 16sas &ven om man
inte klarat de andra) men de &r alla viktiga resultat inom gruppteori och dven
anvindbara i Ovning 7.7. Notera att denna évning ej har nagot specifikt med
frisgrupper att gora och kan ldsas enbart fran teorin om abstrakta grupper fran
Kapitel 4.

(i) Lat eq och ey vara de neutrala elementen hos G och H. Visa att om
¢: G — H #r en isomorfi sa giller det att p(eq) = eq. (Ledning: Bérja
med att tillimpa ¢ pa likheten eq = eg * eg.)

(ii) Visa att om ¢: G — H #r en isomorfi sa ar dven ¢~ ': H — G en
isomorfi.

(iii) Visa att om G &r abelsk (se Ovning 5.8) och H inte &r det sa kan G
och H inte vara isomorfa. (Ledning: Tag tva element hi,hy € H sa att
hi%hg # hoxhy och jamfor denna likhet mot densamma for g; = ¢~ (hy)
och go = p~1(hs).)

Ovning 7.7 (xx%). Med hjilp av Ovning 7.6 kan vi nu jimfora nagra av vara
frisgrupper.

(i) Visa att gruppen Gy = (t1, s,) inte &r isomorf med nagon av grupperna
Gy = (t1,8y), G5 = (t1,7), Gg = (g,7) och Gy = (t1, sz, Sy)-

(ii) Visa att grupperna G1 = (t1) och Ga = (t1,s;) inte dr isomorfa. (Led-
ning: Om a € G ar ett element som uppfyller a®> = eq, dér eq #r det
neutrala elementet i G, och om ¢: G — H &r en isomorfi, vad kan man
da siga om (p(a))??)
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 1.1.

(i) BUC = A.

(i) BNC = @.

(iv) {re D|2z€ B} =DnB={1,19,101}.

)
)

(ili) DNC = {4,36}.
)

(v) {r € A|z=y+1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
)

(vi

Ovning 1.3. Tag = € N, det vill siiga att = & nagot av talen 1,2,3,.... 1
synnerhet géller x € {0,1,2,...,2} = B, och dirmed x € ByU B UByU....
Eftersom x var godtycklig visar detta att NC ByU By UBy U .. ..

Omviént, antag att © € BoU B1 U By U.. .. Det betyder att det finns ett heltal
n>1saatt x € B, ={0,1,2,...,n}. I synnerhet giller x € {0,1,2,...} =N.
Detta visar att ByUB1UByU... CN.

Eftersom bada inklusioner N C BU B UByU... och BUB{UByU... CN
géller kan vi dra slutsatsen att N= BoyU By U By U . ...

{x+1|zeD}={25,720,37102}.

Ovning 1.5. Ett exempel ges av funktionen f definierad genom f(1) = A,
f(2) =B, f(3) =C, f(4) = B. Vi kan vélja f(k) fritt bland A, B och C for
k= 1,2,3,4. Alltsa ska vi vélja ett av tre alternativ fyra ganger, sa vi far
totalt 3 = 81 majliga funktioner.

Ovning 1.7. Alla utom "Mingden av de naturliga talen” ir pastaenden. Det
enda pastaendet for vilket vi kan avgora om det dr sant eller falskt 4r ” Varje
méngd innehaller minst ett element”, och detta pastaende ar falskt eftersom
den tomma méngden inte innehaller nagot element.

Ovning 1.9. Vi anvinder oss upprepade ganger av Hjilpsats 1.4.1 och far

(fTtog™olgof)=ftolg o(gof) =
=flo(lg7tog)of)=ftolidyof) =

=flof=idx.

Ovning 1.11. Enligt definitionen for bilden av en méngd har vi att

(fog)(X)={y e X | det existerar ett element z € X sa att (f og)(z) =y}

och

f(9(X)) ={y € X | det existerar ett element z € g(X) sa att f(z) = y}.
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Tag forst € (f o g)(X). Da giller det att det finns nagot element z € X sa

att (f o g)(z) = x. For element vet vi att (fog)(z) = f(g(z)) sa z = f(g(2))
och eftersom ¢(z) € g(X) betyder det att € f(g(X)). Eftersom detta géller

for alla z € (f o ¢g)(X) har vi att (f og)(X) C f(g(X)).
Tag nu x € f(g(X)). Da finns det ett element z € g(X) sa att x = f(2).
Eftersom z € g(X) betyder det att det finns nagot y € X sa att g(y) = z.

Diarmed har vi att = = f(2) = f(g(y)) = (f o g)(y). Eftersom (f o g)(y) per
definition &r ett element i (f o g)(X) har vi att = € (f og)(X). Da detta giller

for alla z € f(g(X)) har vi att f(g(X)) C (f o g)(X).

)

(X)

De tva inklusionerna (f o ¢)(X) C f(g(X)) och f(g(X)) C (f o g)(X) ger
tillsammans att (f o ¢)(X) = f(g(X)).

)

Ovning 2.1. Normen av —x ges av

I =x] = (=2, =)l = V(=2)* + (~9)? = Va? + 32 = [|x].

Det vill sdga att normen av —x &r lika med normen av x. Geometriskt kan
detta forklaras med foljande figur

dér vi ser att avstandet fran x till origo dr precis lika langt som avstandet
fran —x till origo. Det enda som skiljer &ar att —x pekar at motsatt hall fran
x relativt origo.

Ovning 2.3. Avstandet ges av
[x —tvx)[| = lx = x+ V)l = llx =x=v| = [ = v] = |lv[,
det vill sdga att avstandet ges av normen av elementet v

Ovning 2.5. Betrakta méingden {(z,y) € R? | ax+by+c= 0} diira = b = 0.
Ekvationen ges da alltsa enbart av ¢ = 0 vilket ger oss tva fall. Om konstanten
¢ # 0 finns det inga = och y som uppfyller ekvationen 0-z+0-y+c = 0, ddrmed
ar mangden lika med den tomma méngden @. Om déremot ¢ = 0 sa uppfyller
alla = och y ekvationen 0-x 4+ 0-y 4+ 0 = 0, alltsa {(x,y) € R? | 0 = 0} = R2.
Eftersom varken @ och R? &r vad vi vill ska betraktas som linjer utesluter vi
fallet da a = b= 0.

Ovning 2.7. Lat x = (2,%) € R?, och 1at s1,(x) = (Z,7), det vill siiga att vi
har & = 2 cos(2¢) + ysin(2p) och § = xsin(2p) — y cos(2¢p). Da giller att

S1,(50,(x)) = s1,(Z,9) = (T cos(20) + 7sin(20), T sin(260) — g cos(20)).
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Vi forenklar den forsta koordinaten under anvéndning av cos(2¢) = cos(—2¢)
och sin(2¢) = —sin(—2y) enligt

T cos(20) + ysin(20) =
= (x cos(2¢p) + ysin(2¢)) cos(20) 4 (xsin(2p) — y cos(2¢)) sin(20) =
= z(cos(2y) cos(20) + sin(2¢p) sin(26))—
— y(— cos(26) sin(2¢) + cos(2¢) sin(20)) =
= z(cos(—2¢p) cos(20) — sin(—2¢) sin(26))—
— y(cos(26) sin(—2¢p) + cos(—2¢p) sin(20)) =
= xcos(26 + (—2¢)) — ysin(20 + (—2¢)) =
5(

=z cos(20 — 2¢) — ysin(20 — 2¢p),

som dr forsta koordinaten i rg 29—2,(x).

For den andra koordinaten berdknar vi

Zsin(260) — gcos(20) =
= (zcos(2p) + ysin(2¢p)) sin(26) — (zsin(2¢) — y cos(2¢)) cos(260) =
= z(cos(2¢) sin(260) — sin(2¢) cos(260))+
+ y(sin(2¢p) sin(260) + cos(2¢) cos(260)) =
(cos(—2¢p) sin(260) + sin(—2¢) cos(260))+
+ y(—sin(—2¢) sin(26) + cos(—2¢) cos(20)) =
= zsin(20 + (—¢)) +ycos(20 + (—¢)) =
= xsin(26 — 2¢) + ycos(26 — 2¢p),

som &r den andra koordinaten i 79 26—24(x).

Alltsa &r koordinaterna i (sr, o sz, )(x) och 79 262, (x) samma och dérmed &r
(8L, © 81,)(X) = rop_2,(x). Eftersom detta giller for samtliga x € R? foljer
SLy; ©SLy = 70,20—2¢-

Ovning 2.9. For att forenkla notationen skriver vi rg i stéllet for 70,0

Lat x = (x1,y1) och y = (x2,y2). Da giller

ro(x) +19(y) = (x1cos(0) — y1sin(f),x sin(0) + y1 cos(f)) +
+ (xgcos(0) — yosin(h), xo sin(0) + y2 cos(h)) =
= (x1cos(0) — y1sin(f) + x5 cos(0) — y2 sin(6),

x1sin(f) + y1 cos(#) + xosin(f) + y2 cos(6)) =
= ((z1 + x2) cos(0) — (y1 + y2) sin(h),

(1 + x2)sin(0) + (y1 + y2) cos(8)) =
= ro((z1 + 22,51 +y2)) = ro(x +y).

Alla andra likheter visas pa precis samma sétt.
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Ovning 2.11. Lat # vara vinkeln mellan L och z-axeln som i Figur 2.10. Vi
har da att sp(x) = (z cos(20) + ysin(20), z sin(20) — y cos(20)) och darmed att

s (x)|| = /(2 cos(20) + ysin(260))2 + (zsin(20) — y cos(6))2.

Vi forenklar uttrycket inom kvadratroten enligt

(xcos(20) +y Sin(20))2 + (zsin(26) — ycos(26))? =
2%(cos(260))? + 2xy cos(260) sin(26) + 32 (sin(26))*+
2% (sin(26))? — 2y cos(26) sin(26) + y*(cos(26))* =
= 22(cos(26))? 4 32 (sin(26))? + 2% (sin(26))? + y*(cos(26))?
= 2%((cos(20))? (Sln(29))2) + y%((cos(20))? + (sin(20))?) =
=% +y?,

dir vi i sista steget anviinde oss av likheten (cos(26))? + (sin(260))? = 1. Med
detta foljer alltsa ||sp(x)|| = /22 +y? = ||x||. Lingden av bilden sz (x) ér
alltsa lika med lidngden av x.

Ovning 3.1. En symmetri pa en triangel éir helt bestimd genom dess ver-
kan pa hornpunkterna. Eftersom avstanden mellan hérnen maste bevaras sa
behover hornet A avbildas pa sig sjilv. Det finns alltsa tva alternativ. An-
tingen bevaras dven B och C eller sa byter dessa punkter plats. I forsta fallet
ar symmetrin identitetsavbildningen, i andra fallet far vi speglingen i linjen L
som i Figur 3.8. Detta &r de enda symmetrierna.

A

C ‘ B
L

Figur 3.8: Likbent triangel efter spegling i symmetrilinjen L.

Ovning 3.3. En symmetri maste avbilda figuren pa sig sjilv. Speciellt maste
symmetrin avbilda den lilla liksidiga triangeln pa sig sjalv. Darmed vet vi att
symmetrierna till denna bild ger en delméngd till médngden av symmetrier
pa en liksidig triangel som vi sag i Exempel 3.2.3. Det ar enkelt att se att
alla symmetrier pa den liksidiga triangeln dven skickar hexagonen pa sig sjilv
sa det foljer att symmetrierna till var figur ar precis symmetrierna till den
liksidiga triangeln.

Ovning 3.5. Att x och y ér olika betyder att avstandet mellan dessa tva
punkter dr strikt stérre #n noll, det vill sidga ||x — y|| > 0. Eftersom f &r en
isometri far vi da att

170 = F (Il = lIx =yl >0,
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det vill séiga att avstandet mellan f(x) och f(y) &r strikt stérre &n noll. Med
Ovning 2.2 foljer att f(x) # f(y).

Ovning 3.7. (i) Om linjen gar genom origo sa maste (0,0) tillhéra linjen.

Alltsa géller a - 04+ b -0+ ¢ = 0 vilket ger att ¢ = 0, det vill sidga att
ekvationen for linjen &r pa formen azx + by = 0. Eftersom a-04+56-0=0
for alla a,b € R ser vi att vi kan viélja talen a och b till vad som helst,
med kravet att inte bada far vara 0 (enligt definitionen for en linje).

Vi har alltsa att L = {(z,y) | ax + by = 0}. Translationen ¢, dr alltid
en isometri och en symmetri om och endast om t,(L) = L. For att
understka nér dessa méngder ar lika borjar vi med att ta ett element
(xz,y) € L. Da géller att ax + by = 0. Elementet t,(z,y) € tyv(L) ligger
pa linjen om och endast om a(z + v1) + b(y + v2) = 0. Med
a(z 4+ v1) + b(y + v2) = (ax + by) +(avi + bva) = avy + buy,
=0
foljer att ty(x,y) € L precis nir avy + bvg = 0, det vill séiga nir punkten
v = (v1,v2) € L. Ddrmed har vi visat att ¢, (L) C L precis da v € L.
Antag nu att v € L. For alla punkter (z,y) € L giller da att punkten
(x,y) — v = (x — v1,y — v2) ligger pa linjen eftersom
a(x —v1) + by —v2) = (ax +by) — (avy + bvg) = 0.
—_—  —, —

=0ty (x,y)€eL =0ty veL
Déarmed foljer att
(.’L’,y) - (x,y) —V+v= tv((x,y) - V) S tV(L)

Alltsa har vi att L C ty(L).

Vi har ddrmed visat att t, (L) = L (det vill sdga att ¢, &r en symmetri)
om och endast om v € L.

Ovning 3.9. (i) Vi behover alltsa visa att ||sz(x) — s (y)| = ||x — y| for

(i)

alla x,y € R?. Enligt Ovning 2.9 giller s7,(x) — s1(y) = s5(x —y) och
dérmed (s (x) — sp(y)|| = [|sc(x —y)||. I Ovning 2.11 har vi visat att
speglingen bevarar avstandet fran origo. Speciellt géller har alltsa att

[s(x =)l = llx =yl

Enligt Anmérkning 2.3.12 har vi att s, = tyos,0t_y dér Lo &r den linje
som ar parallell med L och gar genom origo. Vi vet att translationerna
ty och t_ dr isometrier och fran (i) har vi att sz, ocksa &r en isometri.
Déarmed kan sy, skrivas som en sammanséittning av isometrier och &r
dérmed sjélv en isometri enligt Sats 3.1.4.

Ovning 4.1. (i) Detta #r ingen grupp eftersom egenskap (iii) i Defini-

tion 4.1.1 ej géller. I detta fall har inget positivt heltal n nagon invers
under addition eftersom den skulle ges av —n vilket inte ligger i N.
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(ii) Detta &r inte heller nagon grupp eftersom egenskap (iii) i Definition 4.1.1
ej géller. Elementet 0 € Q saknar invers under multiplikation eftersom
det inte finns nagot element ¢ € Q sa att 0- ¢ = 1.

(iii) Detta &r en grupp. Tag tre reella tal a,b,c € R\ {0}. Da géller att
(a-b)-c=a-(b-c). Vidare har vi att 1 verkar som ett neutralt element
eftersom a-1 = a = 1-a for varje a € R\ {0}. Slutligen har varje nollskilt
element a € R\ {0} en invers som ges av £ € R\ {0}. Notera déremot
att (R, ) ej dr en grupp eftersom elementet 0 saknar en invers.

Ovning 4.3. Vi har att

m ganger n ganger

m-+n ganger

dér vi anvéint associativiteten hos multiplikationen for att kunna ldgga ihop
parenteserna.

Ovning 4.5. (i) Vi far foljande multiplikationstabell.

x|le g ¢ ¢ 4
ele g ¢ ¢ 4
g9lg ¢ ¢ g e
Pl ¢ gt e g
Pl gt e g ¢
gtlgdt e g & g

(ii) Viser att g* *+ g = e och g * g* = e. Dérmed #r g~ = ¢*.
(iil) P& samma sitt ser vi i multiplikationstabellen att g2 x g3 = g3 x g> = e,
det vill siga (93)_1 = ¢%.

Ovning 4.7. Enligt Ovning 4.6 behéver varje element e, a, b och ¢ férekomma
precis en gang i varje rad och kolonn.

Vi borjar med att beréikna produkten a x b. Detta element star i rad a och
déarfor kan vi ha varken a x b = a eller a * b = e. En titt pa kolonn b visar att
a*b # b. Den enda mdojligheten som &ar kvar ar alltsa axb = ¢. Pa samma sétt
foljer b* a = c.

o o Q O ¥
o S |0
o 0o Q|9
o o

e

I bade rad a och kolonn « fattas endast elementet b. Alltsa foljer a ¢ = b och
cxa = b. Pa samma sétt ser vi b* ¢ = a och ¢*b = a. Multiplikationstabellen
blir alltsa foljande.
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o Qe 0%
o Qe o0
SO 0 QR
L 0O o oS
o 0|0

Denna grupp kallas for Kleins fyrgrupp efter matematikern Felix Klein.
Ovning 4.9. Med 2 = hxg~ ! giiller zxg = (hxg~')xg = hx(g'*g) = hxe = h
och det aterstar att visa att detta dr den unika l6sningen.

Antag alltsa att x * g = h och 2’ * g = h. Speciellt har vi 2’ x ¢ = x * g och
dérmed

=2 xe=a'x(gxg ) =('xg)xg ! =

=(zxg)xg ) =ax(grg ) =vre=1

Ovning 5.1. Vi gor direkt det allménna fallet (ii).

For det neutrala elementet 0 i denna grupp géller 0 = a - 0 € H. Dessutom
géller for varje h € H att h = a - n for nagot n € Z. Med —h = a - (—n) ser vi
att dven inversen —h till A ligger H. Lat slutligen hy,ho € H. Med hy = a-ny
och hy = a-ng for ny,ny € Z foljer att hy + ho =a-ny+a-ny =a- (n; +n9)
ligger i H. Alltsa &r H en delgrupp.

Ovning 5.3. Unionen av tva delgrupper behdver inte vara nagon delgrupp.
Titta till exempel pa delgrupperna Hy och Hs i Exempel 5.1.6. Vi har t i Hy
och s, € Hy och diarmed t,s, € Hi U Hy. Observera att inget av elementen ¢
och s, ligger i bada grupper. Sammanséttningen ¢ o s, finns varken i H; eller
H5 och darmed inte i unionen Hy U Ho.

2

Ovning 5.5. Vi behover titta pa méngderna {g”, (¢™)?, (¢")°, ...} och avgora

om de innehaller samtliga element av gruppen G.

e Vi vet redan att GG genereras av g.
o For g2 giller enligt multiplikationstabellen att
0 =9 (¢ =49" () =) =9g" %"=y,
(@) = (") * (") =g" % g" = ¢* och (¢°)° = (") =’ =e.
Dirmed dr samtliga element i gruppen potenser av g? och G = (g?).
e Pi samma siitt berdknar vi potenserna av g¢°:
@) =9 (¢°) =9 (0" ="’ =gxg’ = ¢,
()" = (¢*)?* (8*)? =g g=g" och (¢*)° = (8°)* =’ =e.

Aven hir far vi samtliga element i gruppen, alltsa G' = (g°).
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e For n = 4 giller foljande.
) =g (0" =7" (0"’ =(¢")*g" =g*xg" = &*,
(g = (9" (g") =g°+g° = g och (¢")° =e.
S& G = (4.

e Identiteten e = ¢g° genererar inte hela gruppen G utan (e) = {e}.

Vi ser alltsa att alla element forutom identiteten genererar hela gruppen.

Ovning 5.7. Vi ser direkt att (g1,...,9n-1) C {g1,...,9n) = G.

Med g, € {(g1,...,gn_1) far vi att #ven dess invers g, ! ligger i delgruppen
(91, -, 9n—1). Alltsa innehaller (g1,...,g,—1) alla element i G som kan skri-
vas som produkt med faktorer i méangden {g1,...,gn—1, 9n, gl_l, . ,g;_ll, gl
Det vill séga att (g1,...,gn—1) innehaller hela gruppen G.

Ovning 6.1. Vi anviinder Foljdsats 6.2.3. Vi ser att M, fis genom att rotera
M; med 90° medurs (det vill sdga 270° moturs) och sedan forskjuta figuren
tva langdenheter at hoger och en langdenhet upp. Lat alltsa ¢ vara isometrin
t2,1) © r2700. Da géiller p(M;) = My och symmetrierna av M; och My dr
relaterade via . Speciellt giller att alla symmetrier hos My &r pa formen
po fop tdir f dr en symmetri hos M;.

Ovning 6.3. Antag forst att (i) 4r sant, det vill siga H = {sokos™! | k € K}
for nagot element s € G. For att visa att (ii) &r sant tag k € K. Vi har

k;:idok;oid:(3_1os)oko(8_1os):S_lo(SOk‘OS_l)OS.

Med elementet h = so ko s~ ! som ligger i H enligt (i), kan vi dirmed

skriva k = sT'ohos = st oho(s71)7l For t = s giller alltsa att
K C{tohot ! | h € H}. Fér att visa den omviinda inklusionen, det vill siiga
att {tohot™! | h€ H} C K, tag ett element tohot~! med h € H. Enligt (i)
finns det k € K med h = soko s~ 1. Vi far da

tohot ' =s"1o(sokos)os=(s"os)oko(s'os)=idokoid =k

som alltsa ligger i K.

Implikationen att (ii) medfor (i) fas genom att byta roll pa H och K i argu-
menten ovan.

Speciellt ser vi att ¢t = s~ .

Detta kan nu tillampas pa Definition 6.2.4. Den ena implikationen foljer direkt
av definitionen. Lat alltsa H och K vara delgrupper av gruppen av isometrier i
planet som &r konjugerade med en translation. Om K = {t,ohot, ' |h € H}
féor nagon translation t, kan vi sétta b = a och ar klara. Antag alltsa att
H = {t,okot;! | k € K}. Enligt vira funderingar ovan vet vi att ocksa
K ={(ts) Y ohoty|h€ H}. Med b= —a giller (t,) ' ohot, =t,ohot,"
for alla h € H och dirmed K = {t,ohot,' | h € H}.
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Ovning 6.5. Vi vet fran Anmirkning 2.3.12 att speglingen i linjen {z = b}
ges av s, = t, 05, 0t_y vilket enligt Sats 5.3.1 &r lika med s;, = t9, 05,,. Ddrmed
har vi att gruppen som genereras av t; och speglingen i linjen {x = b} &r
lika med (t1, %2, 0 sy). Nu ser vi fran Hjélpsats 6.2.6 att t_, o t; o ¢, = t; och
t_p o (top 0 sy) oty = sy. Dérmed har vi att grupperna (tq,sp) och (t1,s,) &r
konjugerade med translationen ¢_p.

Om vi later M vara ett monster som har sin symmetrigrupp genererad av
t1 och sy sa vet vi alltsa att monstret har en spegelsymmetri i den vertikala
linjen {z = b}. Eftersom konjugering med ¢_; flyttar origo med strickan b till
véanster och ett monster ser likadant ut oberoende pa var man sétter origo sa
har vi att monstret M &ven har symmetrigrupp (t1,s,). Dessa tva grupper
borde alltsa vara konjugerade.

Ovning 6.7. Forst och framst ser vi att G; = (t;) och G3 = (g) bada &r
genererade av ett element och dr ddrmed abelska enligt Ovning 5.8.

Tag nu tva element hi,he € Go = (t1,,). Per definition vet vi att dessa
element &r en produkt av potenser ¢t} och sI' for nagra heltal m och n. Vi
vet att s7' € {id, s, } och fran Sats 5.3.1 har vi att bade id ot, = ¢, o id och
Sz Oty = tq 08, for alla a € R. Det betyder att vi kan ordna om faktorerna i
hi o hy en i taget tills dess att vi fatt hg o hy. Ddrmed har vi att Gy = (¢4, s,)
ocksa ar abelsk.

Vi har dock enligt Sats 5.3.1 att t1 05, # s,0t1 och tyor # rot; vilket betyder
att grupperna G4 = (t1,sy), Gs = (t1,7), Gg = (g,r) och G7 = (t1, 54, sy) €j
kan vara abelska eftersom ¢; och nagon av s, och r ligger i alla dessa grupper.

Ovning 7.1. Alla beriikningar som behdvs for att visa detta har vi redan
gjort i Sats 5.3.1. Vi sammanfattar dessa berdkningar i féljande multiplika-
tionstabell.

o ‘ id s; sy
id|id s; sy, 7
Sp | sp id 1 sy
Sy | sy r id sy

Tl T sy sp id

Uppenbarligen ar id det neutrala elementet, alla element har sig sjdlva som
invers och associativiteten foljer som vanligt fran Hjdlpsats 1.4.1.

Ovning 7.3. Fall 2: b —d = %; det vill sdga b = d + % och G innehaller
glidspeglingen g = 13 0 8z = tp—q © sz. Da giller enligt Hjilpsatserna 7.2.1,
7.2.4 och 7.2.6 att alla element i G &r av formen ¢7, t} o g, t} o (td+% o Sy)
eller ¢} o (t4 o r) for nagot heltal n. Med andra ord, vi ser att G generaras av
elementen t1, g, td+% 0 sy och tgor. For att gora oss av med d tittar vi pa
translationen t_;/5. Enligt Féljdsats 6.2.3 dr G' konjugerad till gruppen som
generas av elementen ¢_;/5 0t1 0tg/9, L_g/20g0tg, t_gs0 (td+% 08y) 0tq

och t_g/p 0 (tgor)otys. Viberdknar dessa produkter enligt Hjdlpsats 6.2.6
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till

t_gpeotiotys =t
t_gpogolys =y,
t_d/zo(td+% osy)otd/2 :td+% 0t_gsp08y0tqm :td+% ot_% 0 8y
:td+%_dosy:t1/2osy
t t t =tgot t =tg0t =
—d/20(d07‘)0d/2 dOl_gj20T ol dot_ 20T

=tg_qor=r.

Vi har alltsa att frisgruppen G dr konjugerad till gruppen (t1,g,t;/2 © sy, 7).
Slutligen ser vi att t; = g2 och tijp o8y =tipos,0r =gor. Vikan alltsa
uttrycka alla generatorer med hjilp av g och r. Med da géller som i Ovning 5.7
att (t1,9,t1/2 0 sy,7) = (g,7), som &r frisgruppen G fran Exempel 5.3.7.

Fall 3: b —d = —%; det vill sdga b = d — % och G innehéller symmetrin
tp—q © Sz = t_1/2 © 5. Sammanséttning med ¢, visar att glidspeglingen g =
t1/208z =110 (t_1/2 o s;) ligger i g. Enligt Hjélpsatserna 7.2.1, 7.2.4 och 7.2.6
ar alla element 1 G &r av formen ¢, tf o g, t} o (td_% 0sy) eller tT o (tgor) for
nagot heltal n, det vill sdga G = (t1,9,t; 1 0 sy,tq o). Som innan anvéinder
vi oss av translationen t_;/o for att gora oss av med d. Enligt Foljdsats 6.2.3
ir G konjugerad till gruppen med generatorerna t_j/50t10t4/2, t_q/2090tq/2,
t_qs20 (td_% 08y) oty och t_g/o 0 (tgor)otys. Viberdknar generatorerna

enligt Hjélpsats 6.2.6 till

t_gppotiotys =1,
t_gpeogotlys =g,
t_qp0 (td—% osy) olgse = td—% O0l_g/2058y0tys = td—% Ot_% 08y =
=1lg_1_ 408y =1-1/208y,
t t tgo =tqot ti;o =tg0t =
—d/20(d07‘)0d/2 dOl_gj20T ol dot_za 0T

=tg_qor=r.

Vi har alltsa att frisgruppen G dr konjugerad till gruppen (t1,g,t_1/2 © 5y, 7).
Observera att t1/5 0 s, = t1 0 (t_1/3 0 s,). Dérmed kan vi byta ut generatorn
t_1/2 © 5y mot symmetrin ¢ ;5 0 sy, se Sats 5.2.8. Det giller alltsa att

<tlugat—1/2 o 3y7T> = <t17g7t1/2 o Sy7r> = <g7T>7
som &r samma grupp som i Fall 2.

Ovning 7.5. (i) Vi kan vélja origo sa att monstret ér spegelsymmetriskt i
y-axeln. Spegelsymmetri i z-axeln har vi dock inte. Enligt algoritmen &ar
da nésta fraga om vi har glidspegling vilket vi ser att vi har. Alltsa, vi
svarar "Ja — Nej — Ja” vilket enligt algoritmen ger oss att monstrets
symmetrigrupp ar Gg.
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(i)

(iii)

Forsta fragan kan vi svara ”Ja” pa genom att ligga vart origo i mitten
av en av diamant-formerna. Pa andra fragan blir svaret ocksa ”Ja” vilket
enligt algoritmen ger oss att monstrets symmetrier ges av gruppen Gr.

Eftersom ”staplarna” #dr vinklade sa kan vi inte vélja origo pa sa sétt
att monstret har spegelsymmetri i y-axeln, sa svaret pa forsta fragan
ar "Nej”. Vi har inte heller nagon spegelsymmetri i x-axeln. Tredje
fragan blir ddrmed om vi har rotationssymmetri vilket vi inte heller
har pa grund av linjen lingst ner pa monstret. Da svaret pa fragan om
vi har nagon glidspegling i monstret ocksa dr ”Nej” sédger algoritmen att
monstret har frisgrupp Gi.

Ovning 7.7. (i) Vi sag i Ovning 6.7 att Gy ér en abelsk grupp men att

(i)

grupperna Gy till G inte dr abelska. Enligt Ovning 7.6 (iii) foljer déirmed
resultatet direkt.

Antag att G7 och Gy #r isomorfa. Enligt Ovning 7.6 (ii) vet vi att vi i
sa fall maste ha en isomorfi at bada hallen. Vi véljer darfor att betrakta
isomorfin ¢: Gy — Gj.

Den stora skillnaden mellan de tva grupperna ér elementet s, med egen-
skapen att dess kvadrat #r identiteten, s2 = s,0s, = id, vilket inte giller
for nagot element i G. Nu noterar vi att ¢(s, 0 s5) = ¢(Sz) 0 p(sz) ef-
tersom ¢ #r en isomorfi. D& s, o s, = id far vi fran Ovning 7.6(i) att

id = p(id) = p(sz 0 52) = V(52) 0 P(8z) = 90(896)2-

Men da ¢(s;) behover ligga i gruppen G1 = (t1) sa #ar den enda mdjlig-
heten att ¢(s,) = id (eftersom inga andra element i (t1) har en kvadrat
som blir identiteten). Detta &r dock en motséigelse mot att ¢ &r inver-
terbar eftersom vi nu far att ¢(s;) = id = ¢(id). Inversen ¢! kan pa
grund av detta inte existera eftersom det skulle kriva att ¢~!(id) = id
samtidigt som ¢~ !(id) = s, vilket #r en omdojlighet. S& nagon isomorfi
mellan G och G5 kan ej finnas.

81



A  Geometri

Detta avsnitt ar tdnkt som extramaterial till Kapitel 2. Déar havdade vi i
Pastaende 2.1.8 att tva cirklar kan skéra varandra i hogst tva punkter och
att linjen mellan mittpunkterna alltid &r vinkelrdt mot linjen mellan skér-
ningspunkterna. Ritar man en ordentlig bild av tva cirklar sa verkar detta
uppenbart men vi behover dnda ha ett rigorost bevis. Nar man arbetar med
geometri sa blir det ibland svart att sirskilja vad som antas vara sant och vad
som behover bevisas. I Kapitel 1 sa pratade vi om hur man bevisar saker givet
vissa pastaenden som vi antar ar sanna, sa kallade axiom.

Inom klassisk eller Fuklidisk geometri betraktar man punkter, linjer och plan i
det tredimensionella rummet som uppfyller de sa kallade Hilberts aziom. Det
vill séiga vi forutsitter vissa egenskaper eller relationer mellan punkter, linjer
och plan. Bland annat ska det gélla att

e Tva punkter bestimmer en linje.
e En linje och punkt utanfor linjen bestimmer ett plan.

e Om tre punkter ligger pa en linje sa ligger precis en av punkterna mellan
de andra.

e For varje linje L och varje punkt P utanfor linjen finns det precis en
linje genom P som inte skdr L och som ligger i planet som bestdms av
P och L.

Den intresserade kan ldsa om alla dessa grundegenskaper i Robin Hartshornes
bok Geometry: Euclid and beyond (se Forslag till vidare lisning pa sida 86).

Det foljer direkt av axiomen att till exempel tva icke-parallella linjer skér
varandra i precis en punkt. Aven ovan namnda Pastaende 2.1.8 foljer av dessa
antaganden.

A.1 Bevis av Pastaende 2.1.8

Vi borjar med tva hjélpsatser.

Hjialpsats A.1.1. En cirkel och en linje kan skdra varandra i hégst tva punk-
ter.

Bevis. En cirkel &r alla punkter (x,y) som uppfyller en ekvation pa formen
V(z —a)?+ (y—b)2 =r dir a,b,r € R och r > 0, se Exempel 2.1.7. Dess-
utom har vi sett i Exempel 2.2.1 att en linje beskrivs antingen av en ekvation
pa formen y = kx +m med k, m € R eller av en ekvationen pa formen x = d
dér d € R. I det forsta fallet sétter vi in relationen y = kax 4+ m i ekvationen
for cirkeln och far att \/(z — a)2 + (kx + m — b)? = r. Losningarna till denna
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ekvation ger precis skdrningspunkterna mellan linjen och cirkeln. Kvadrering
av bada sidorna ger ekvationen

(x —a)® + (kz +m —b)? = r?.

Detta andragradspolynom i variabeln x har maximalt tva losningar som kan
beriknas med hjilp av till exempel kvadratkomplettering. I fallet av en vertikal
linje ger insittning av 2 = d ekvationen (d — a)? + (y — b)? = r2. Detta &r ett
andragradspolynom i variabeln y som ocksa kan ha maximalt tva losningar
vilket motsvarar hogst tva skidrningspunkter. O

Hjilpsats A.1.2. Lat x, y och z vara tre punkter i planet som inte ligger pa
nagon linje. Da finns det en unik cirkel som gar genom dessa punkter.

Bevis. Vi borjar med att rita ut linjen genom x och y och mérker ut mitt-
punkten mellan x och y. Sedan gor vi samma sak med y och z.

Nu ritar vi ut de tva linjerna som &r vinkelrdta mot vara tidigare linjer och
som gar genom mittpunkterna. Kalla dessa linjer for Ly och Ly och observera
att de inte ar parallella eftersom punkterna x, y och z ej ligger pa en linje.
Déarmed skér de varandra i en unik punkt som vi kallar for v.

X
Iy a
&

y ’ N

Lo

Dra nu linjer fran denna skdrningspunkt v till x, y och z.
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Notera att linjen Ly per konstruktion bestar av de punkter som har samma
avstand till x som till y. Speciellt giller detta fér punkten v. Dessutom ligger
v pa linjen Lo som bestar av de punkter som har samma avstand till y som
till z. Det betyder alltsa att v har samma avstand till alla tre punkter x, y
och z. Kalla detta avstand for r. Da har vi alltsa att punkterna x, y och z
ligger pa cirkeln med radie r och mittpunkt v.

X

Slutligen ser vi att mittpunkten av varje cirkel som gar genom x, y och z
behover ligga pa bada linjer L och L. Eftersom tva icke-parallella linjer
alltid skdr varandra i en unik punkt sa vet vi att mittpunkten pa denna cirkel
ar punkten v och diarmed é&r cirkeln som vi konstruerat den enda méjliga. [

Sats A.1.3. Twva olika cirklar kan skdra varandra i hdgst tva punkter.

Bevis. Antag att det finns tva cirklar som har mer dn tva skidrningspunkter.
Det betyder att det finns minst tre punkter som ligger pa bada cirklarna.
Eftersom vi i Hjdlpsats A.1.1 visade att en linje kan ha hogst tva skidrnings-
punkter med en cirkel sa foljer det att dessa tre punkter ej kan ligga pa en
linje. Enligt Hjalpsats A.1.2 sa innebér detta att de tva cirklarna ar lika. O

Nu &r vi redo for att visa den andra delen av pastaendet som vi gav i Kapitel 2.

Sats A.l1.4. Betrakta tva cirklar som skdr varandra i tva punkter. Da dr
linjen mellan mittpunkterna av cirklarna vinkelrdt mot linjen mellan skdir-
ningspunkterna.

Bevis. Antag att vi har tva cirklar, med radier r; och ro, som skir varandra
i tva punkter som i denna bild.
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Vi kan nu vilja att rita ut vart koordinatsystem som i féljande bild.

(z,y)
by

Det vill sdga att vi antar att cirkeln med radie r; har mittpunkt i origo och
den andra, som har radie r9, har en mittpunkt nagonstans pa x-axeln, sig i
punkten (a,0).

Lat nu punkten (x,y) vara en av cirklarnas skiirningspunkter. Da géller att

1, 9) = (0,0)l] = Va2 +y* =

och
1(z,y) = (a,0)| = V(z — a)* + y*> =r2.

Vi ser nu att om detta géller sa géller dven att

Iz, —y) = (0,0)] = Va2 + (—y)? = Va? +y2 =1

och

I(z, =) = (a,0)]| = V(& = a)? + (—9)? = V(2 — a)? + 42 = 2.

Det vill siga att (x,—y) ocksa ligger pa bada dessa cirklar sa denna punkt
dr ocksa en skdrningspunkt. Vi visar nu att (z,y) # (z, —y). Om de vore lika
sa skulle vi ha att y = —y, det vill sdga att y = 0. Det betyder att cirklarna
skér varandra i en punkt pa x-axeln, men i sa fall sa kan cirklarna inte ha tva
skdarningspunkter vilket motséger vart antagande. Darmed ér (z,y) # (x, —y).

Da tva cirklar kan ha hogst tva skdrningspunkter har vi hittat alla. Vi ser
nu att linjen mellan mittpunkterna &r parallell med z-axeln och linjen mellan
skdrningspunkterna (z,y) och (z,—y) &r parallell med y-axeln. Eftersom z-
axeln och y-axeln &r vinkelrita sa foljer pastaendet. O



Forslag till vidare lasning

Armstrongs bok Groups and symmetry ar en mycket trevlig bok som, precis
som detta kompendium, &r helt inriktad pa att anvinda gruppteori for att
forklara symmetrier hos olika objekt, men som inte begréinsar sig till att en-
bart titta pa frismonster. Till exempel visar han att det finns exakt sjutton
stycken olika symmetristrukturer hos tapetmonster. Detta gér han med lik-
nande metoder till de vi har presenterat i detta kompendium for att visa att
det finns sju olika symmetristrukturer hos frismonster. For detta krdvs dock
mer teori &n vad vi har utrymme for i detta kompendium och denna teori har
Armstrong med i sin bok.

Aven boken Transformation Geometry: An Introduction to Symmetry handlar
om symmetrier av plana monster och geometriska objekt. Forfattaren har dock
inte nojt sig med enbart symmetrier i planet utan tittar &ven pa tredimensio-
nella objekt sa som de platonska kropparna. Man ska dock vara medveten om
att knappt nagon gruppteori behandlas, sa& man behdver troligtvis leta efter
andra kéllor om man vill kunna forsta alla resonemang.

Abstract Algebra av Dummit och Foote &r en trevlig men krévande bok som
dr bra for den som vill ldra sig mer algebra. Den borjar med definitionen for
grupper och bygger vidare med ett flertal andra algebraiska objekt sa som
ringar och kroppar. Var dock medveten om att boken &r ganska kompakt
skriven och kan déarfor vara lite svarldst pa sina stéllen. Man kan diremot
vara siker pa att det dr en mycket bra bok som man kan ha anvindning for
en lang tid framover.

Boken Diskret matematik - Fordjupning ar ocksa en bra bok om man vill lara
sig mer gruppteori. Den dr dessutom &r skriven pa svenska. Var dock medveten
om att detta &r tinkt som en fortsdttning till boken Diskret matematik och
diskreta modeller (som ocksa dr en bra bok men inte har sérskilt mycket med
detta kompendium att gora) av samma forfattare sa vissa dmnen forvintas
ldsaren kunna. Bada dessa bockerna har ett svensk-engelskt lexikon for olika
matematiska termer.

Hartshornes bok Geometry: Fuclid and beyond har som mal att forklara Eukli-
des klassikiska bok Elementa, som bland annat definierar och bevisar flertalet
satser om (Euklidisk) geometri, pa ett sidtt som &r littillgdngligt f6r oss i nu-
tid. Aven denna #r en krivande bok sa man ska som lidsare vara forberedd pa
att behova arbeta for att kunna forsta allting. Det &r en trevlig ldsning och
boken har sa mycket material att den nistan kan vara lite avskrickande.

[1] Mark A. Armstrong: Groups and Symmetry. 2:a upplagan. Springer, 1988.

[2] George E. Martin: Transformation Geometry: An Introduction to Sym-
metry. Springer, 1982

[3] David S. Dummit & Richard M. Foote: Abstract Algebra. 3:e upplagan.
John Wiley & Sons, 2003
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[4] Kimmo Eriksson & Hillevi Gavel: Diskret matematik - Férdjupning. Stu-
dentlitteratur AB, 2003

[5] Robin Hartshorne: Geometry: Euclid and beyond. 1:a upplagan. Springer,
2000

Bockerna ovan, och manga andra bocker, finns att lana pa KTH:s bibliotek,
Osquars backe 31. Biblioteket &r 6ppet for alla.
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Sakregister

abelsk, 35 konjugerade, 57
Alhambragrupp, 68
Alhambraménster, 18 lingd, 14
antagande, 8 l%k]flet mellan funktioner, 5
associativitet, 35 linje, 17
avbi.ldning, 4 méngd, 1
inverterbar, 5 delméingd, 1
av§tand, 15 disjunkt, 2
axiom, 8 snitt, 2
bevis, 6 union, 2
bilden

naturliga tal, 2
neutralt element, 35
norm, 14

av en méngd, 4
av ett element, 3
cirkel, 15 om och endast om, 7
operation, 35
origo, 14
ortogonala gruppen, 61

delgrupp, 43
delméngd, 1
disjunkta méangder, 2
pastaende, 6
postulat, 8
punkt, 13

ekvivalent, 7
element, 1
Euklidiska planet, 13

rationella tal, 3
reella tal, 3
rotation, 20

forskjutning, 19
frisgrupp, 54
frismonster, 17

funktion, 3 sammansittning, 4

snitt av méngder, 2
spegling, 20
symmetri, 30

generatorer, 45
glidspegling, 47
grupp, 35

gruppaxiom, 35 -gruppen, 37
tal

heltal, 2 hel., 2
identiteten, 4 naturligt, 2
implicera, 7 rationellt, 3
invers, 5, 35 reellt, 3
isometri, 23 talplanet, 13

-gruppen, 37 tapetmonster, 18
isomorfa, 70 translation, 19
isomorfi, 70 translationsinvariant, 31
kommutativ, 35 union av méangder, 2
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