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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTHS MA-
TEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2010-2011 och bestar av sju avsnitt samt
ett inledande avsnitt om méngdlira. Kompendiet ar inte tankt att ldsas enbart
pa egen hand, utan ska ses som ett skriftligt komplement till undervisningen
pa de sju traffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva &r kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna #r fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa &dr att eleverna ska kunna rikna dem och pa egen
hand kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar
facit och kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon
av forfattarna.

Vi bor ocksa nimna att fa av uppgifterna &ar helt enkla. Kika darfor inte i
facit efter nagra fa minuter, om du inte 16st uppgiften, utan prata forst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att losa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

KTHs Matematiska Cirkel finansieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov, Roy Skjelnes och Tomas Ekholm, alla fran In-
stitutionen for Matematik vid KTH, Alan Sola vid Oklahoma State University
samt Johan Wild vid Europaskolan i Strangnés for deras givande kommentarer
om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal benimnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden uttver vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga studier. Lirarna pa cirkeln kan vid behov ge eleverna
forslag pa &mnen till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, liksom 6vriga uppgifter om KTHs Matematiska Cirkel, finns
tillgéngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkénns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln som en
kurs och det &r lararna fran varje skola som sitter betyg pa kursen. Lararna dr
sjalvklart ocksa vélkomna till Cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.
Vi vill gérna understryka att foreldsningarna dr 6ppna for alla gymnasieelever
och ldrare.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsdttning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséttas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen Ar pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt 6ver gym-
nasienivan. Meningen &r emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att ldra in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &r att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var férhoppning ar att lirarna med denna
utgangspunkt skall ha lédttare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
larare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nér de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istdllet dr att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
lasningarna och att eleven gor sitt bésta for att forsta materialet och 16sa
uppgifterna, blir betygséttningen ldttare. Sjdlvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara férvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvéanda de officiella kriterierna:

Godkind: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savél muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
héller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Mycket vil godkind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och lamnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller lamnar
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
héller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Det &r ocksa mojligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, september 2010
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0 Mingdlara

0.1 Mangder

Lat oss borja med att titta pa ett av de mest grundléiggande begreppen i mate-
matiken, ndmligen méangder. En méngd &r en samling objekt, som till exempel
tal, och dessa objekt kallar vi for element i méngden. Det enklaste séttet att
beskriva en méngd dr att rdkna upp dess element. Ett sadant exempel &r

A=1{1,3,a,7}.

Detta betyder att A &r en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Ett
annat sitt att beskriva en méngd &r att skriva {z € D | villkor pa x}. Med
detta menar man méngden av alla element i D som uppfyller de givna villko-
ren. Som exempel tar vi

B={nec{l,2,3,...} | n & udda}

och
C={ye {1,234} |y>2}.

Maéngden B innehaller alla udda positiva heltal, medan C' innehaller alla ele-
ment fran méngden {1,2,3,4} som &r storre dn 2. Alltsa har vi

B={1,3,5,7,9,11,...} och C ={3,4}.

Vi bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed giller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

Om A ar en méngd och z &r ett element i méngden A sa skriver vi € A och
séger att = tillhor A. Exempelvis géller 17 € {n | n dr ett udda heltal} och
b € {a,b,10,3}. Att ett element x inte tillhor méngden A skrivs z ¢ A. Den
tomma mdngden innehaller ingenting och betecknas &.

Exempel 0.1.1. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {z € A | x > 10}. Da
dr B = {12,18,4711} medan {z € A | x < 3} = @. Vidare har vi att 4 € A
men 4 ¢ B. A

Definition 0.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa dr element i méngden B sa sédgs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 0.1.3. Méngden {1,a} &r en delméngd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Definition 0.1.4. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B
bestar av de element som ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B.
Snittet av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och
betecknas AN B.



Exempel 0.1.5. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,8,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,8,4711} och AN B = {3,5}. A

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvander for
att rdkna foremal &r de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen Z = {...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.
Beteckningen kommer fran tyskans zahl som betyder tal. Mangden av alla
kvoter av tva heltal p/q ddr ¢ # O innehaller t.ex. 2/3,—7/243 och 25/1.
Vi kallar méngden de rationella talen och betecknar den med Q. Slutligen
betecknar vi med R de reella talen, det vill séiga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1,3/2,—-527/3,4/2 och w. Notera att NC Z C Q C R.

Exempel 0.1.6. Vi har att N={n € Z | n > 0}. A

Exempel 0.1.7. Méngden {n € Z | n = 2 - k for nagot k € Z} &r mingden
av alla jaimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2-k | k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 0.1.8. Lat oss papeka att en méngd dven kan ha andra méngder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A=1{2,3,{-1,1},4},

och vi har att {—1,1} € A, det vill siga méngden {—1,1} &r ett element i
méngden A. A

Lat Q vara en godtycklig mangd. Vi kommer i féljande exempel antaga att alla
méngder A, B, C, ... dr delméngder till 2. Vi definierar tva vanliga operationer
pa méngder:

1. A\B={zcA|z¢B}
2. A°=Q\A={zecQ|x¢A}

Mingden A€ kallas for komplementet till A.

Lat oss studera nagra exempel pa hur man visar pastaenden om allmédnna
méngder.

Exempel 0.1.9. Tva méngder B och C ségs vara disjunkta om de inte har
nagra gemensamma element. Visa att B och C' &r disjunkta om och endast
om BNC =g.

Lésning. Antag att B och C' &r disjunkta. Antag att x € BN C, det vill séga
att x € B och « € C'. Men detta betyder att B och C har x som gemensamt
element, vilket motséger att B och C' &r disjunkta. Alltsa maste BN C = &.

Omviént, antag att BN C = @. Det betyder att det inte finns nagot element
som tillhér bade B och C. Alltsa har B och C' inga gemensamma element, det
vill séiga att B och C' ar disjunkta.

Nu har vi alltsa visat tva saker, dels att om B och C' &r disjunkta sa géller
BNC =@, dels att om BNC = & sa ar B och C disjunkta. Tillsammans
betyder detta att B och C' &r disjunkta om och endast om BN C = . A



Exempel 0.1.10. Visa att A och A€ ar disjunkta.

Lésning. Enligt foregaende exempel ér det vi ska visa att AN A° = &. Antag
att x € AN A°. Det betyder att x € A och att x € A®. Det senare betyder per
definition att x ¢ A, vilket dr en motséigelse. Alltsa maste AN A = @. A

0.2 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion adr kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, nimligen en formel som f(z) = 22 + 1.
Detta ér ett exempel pa en funktion. Formeln sédger att om vi tar ett tal z € R
s& far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora berikningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) =22+ 1 = 5. Vi siiger att f &r en funktion fran de reella talen till
de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, z, och det vi far ut, f(x), &r
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f : R — R.

Definition 0.2.1. Lat X och Y vara méangder. En funktion f: X — Y ar
ett sitt att till varje element a € X tilldela ett véilbestdmt element b € Y. Vi
skriver f(a) = b. Vi séiger att a avbildas pa b och att b ar bilden av a.

Anmirkning 0.2.2. Ofta sdger man att f &r en funktion fran X till Y
istallet for att anvdnda beteckningen f : X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 0.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa funktion f: A — B ges av f(n) = 2n for n € A. Vi har alltsa
att f(1) =2, f(2) =4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(z) € B for
alla x € A, och detta giller ju hér eftersom

f()=1€B, f(2)=4€B, och f(3)=6¢B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det dr inte
alls nédvéndigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran den dndlige méngden A = {1,2,3} kan
man till exempel definera funktionen med hjilp av en tabell:

)

=
CRENINT e

w N 3

A

Exempel 0.2.4. Lat h(z) = 3/2-2? — 23. Detta definierar en funktion h fran
R till R. Vi har exempelvis att



Ovningar

Ovning 0.1. Lat A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...}, C = {2,4,6,8,...}
och D ={1,4,19,36,101}. Bestdm méngderna

1. BUC,
2. BNnC,

3. DNC,

W

. {x € D |z € B},

t

.A{r € Az =y+1 for nagot y € D},

(=)

{z+1]|z€ D).

Ovning 0.2. Lat N = {0,1,2,...} och B, = {1,2,...,n} for n = 1,2,3,....
Visa att N\{O}:BlLJBQUBgU-".

Ovning 0.3. Lat Q vara en méingd och A, B,C C Q. Visa att
(ANC)U(BNCY)) = (A°NC)U(B°NC°).

Ovning 0.4. Lat Q vara en miingd och A C Q. Visa att Q = AU A°.



1 Komplexa tal

I det hér kapitlet infor vi de komplezxa talen och vi motiverar varfor de intro-
ducerades i matematiken. Vi utarbetar hur riknesétten addition, subtraktion,
multiplikation och division fungerar fér komplexa tal. Dessutom visar vi hur
man kan forestélla sig komplexa tal som punkter i planet. Vi diskuterar oli-
ka séitt att representera komplexa tal och ger dven en geometrisk tolkning av
riknesétten.

1.1 Komplexa tal och dess rikneoperationer

Lat oss borja med att betrakta ekvationen x? + 1 = 0. Ekvationen har inga
l6sningar bland de reella talen eftersom kvadraten av ett reellt tal aldrig kan
vara negativ. Dock har den en l6sning i de sa kallade komplexa talen, som vi
ska infora i detta kapitel, och som &r en storre méngd av ”tal” &n de reella.
Historiskt sett var detta motivationen till att infoéra komplexa tal: om man
hade en polynomekvation utan l6sningar, kunde man fa fram korrekta resultat
genom att rakna vidare som om ekvationen faktiskt hade en 16sning. Vad man
gjorde var att infora ett nytt tal ¢, som man rdknade med som om det var
en losning till just ekvationen 22 + 1 = 0. Det visade sig att de reella talen
tillsammans med detta tal ¢ faktiskt rackte for att 16sa alla polynomekvationer.

Vi vill alltsa hitta en méngd av tal som ska innehalla alla reella talen (eftersom
alla tal som vi redan kénner fortfarande ska vara tal) samt det nya talet i.
Dessutom ska rdaknesdtten addition, subtraktion, multiplikation och division
vara definierade och fungera pa samma sitt som vi dr vana fran de reella talen.

Det ar inte alls uppenbart att vi 6verhuvudtaget kan goéra som vi vill.

Definition 1.1.1. Ett komplext tal ar ett tal pa formen

z=a+bi, dir a,beR. (1.1)

Notera att i var definition av ett komplext tal sa har vi inte sagt nagonting
om att 2 = —1: detta kommer i stillet att folja av definitioner som kommer
senare. Vi tédnker bara pa ¢ som en symbol som hittills inte har givits nagon
mening.

Det reella talet a kallas for z:s realdel, och vi skriver a = Re(z). Talet b &r z:s
imagindrdel och betecknas b = Im(z).

Méngden av alla komplexa tal, det vill sdga,
{z=a+bi:abeR}
brukar betecknas med C.

Anmirkning 1.1.2. For enkelhetens skull kommer vi att skriva a + ¢ istéllet
for a + 1i, a — bi istéllet for a + (—b)i och a istéllet for a 4 0i.



Vi anviander nu de kidnda raknesatten for R och infér motsvarande raknesatt
for komplexa tal. Vi delar for enkelhetens skull upp definitionerna.

Definition 1.1.3. Lat z = a + bi och w = ¢ + di vara godtyckliga komplexa
tal. Summan av z och w ges av

z4w=(a+c)+ (b+d)i (1.2)
och differensen av z och w &r

z—w=(a—c)+ (b—d)i (1.3)

Vi noterar att detta ér véldefinierat eftersom a+c och b+d samt a—c och b—d
ar definierade for reella tal a, b, ¢, d. Resultatet av additionen och subtraktio-
nen ar ett nytt komplext tal. Dessutom kénns definitionen naturlig eftersom
additionen och subtraktionen sker komponentvis: Realdelen av summan &r lika
med summan av realdelarna och likasa med differensen. Vi ska senare se hur
operationerna kan tolkas geometriskt.

Vi fortsétter med att definiera multiplikation.

Definition 1.1.4. Lat z = a + bi och w = ¢ + di vara godtyckliga komplexa
tal. Produkten av z och w definieras som

z+-w = (ac —bd) + (ad + bc)i. (1.4)

Vi ser igen att definitionen &r meningsfull eftersom uttrycken ac, bd, och sa
vidare, samt summor och differensen av dem, &r meningsfulla for reella tal a,

b, c och d.

Vi vill att talet ¢ beter sig som att ekvationen ¢ —1 stdmmer samt att alla
vanliga rédknelagar géiller dven for komplexa tal. Detta tvingar oss att definiera
produkten som vi gjorde ovan som foljande réikning visar.

2:

(a +bi)(c + di) = ac + bei + adi + bdi* = ac — bd + bei + adi.

Exempel 1.1.5. Siitt z = v/24i och w = 1/17—i. Da har vi enligt definitionen
av addition och subtraktion att

17vV2+1 17v2+1
zw=(V2+1i)+ (1/17 —1i) = L#—Oi: L
17 17

samt \/_

17v2 -1

——
17

Vi anvander definitionen av produkt for att berikna

2w = (V2 41)(1/17 — )
= (V2117 =1 (1)) + (V2 (1) +1-(1/17)) i

_\/§+17+1—17\/§,
T 17

z—w=(V2+i)— (1/17 —i) = 2i.




Definition 1.1.6. Om a =01 z = a + bi séger vi att z ar rent imagindrt och
om b= 0 att z ar reellt.

Anmirkning 1.1.7. De reella talen R kan identifieras med en delméngd av
de komplexa talen, ndmligen med méngden

{z € C:Im(z) = 0},

Detta dr nodvindigt eftersom vi fran notationen inte kan skilja pa det reella
talet @ € R och det komplexa talet a = a + 0i € C. Men om bada ir samma
for oss sa blir det inget problem.

Om z och y &r reella, maste vi dock kontrollera att vi far samma resultat for
x +1yochzx -y,
oavsett om vi ser x och y som reella tal eller komplexa tal. Vi berédknar
(x+0)+(y+0i)=(x+y) +0i=x+y

vilket &r samma resultat som med den vanliga additionen for reella tal. Pa
samma sett far vi xy som produkt oavsett hur vi raknar.

Anmirkning 1.1.8. Det giller att
i =i-i=(0+i)(0+i)=—1+0i=—1.

Var utrikning visar alltsa att ¢ verkligen har egenskapen

det vill séiga, i 16ser ekvationen 22 + 1 = 0 som det skulle.

Nu aterstar bara att ange vad vi ska mena med division av komplexa tal. Innan
vi gor detta ska vi infoéra lite notation.

Definition 1.1.9. Konjugatet av z = a + bi € C &r
zZ=a— bi. (1.5)
Vi genomfor en liten rédkning som visar sig vara anvéndbar:
z-2=(a+0bi)- (a—bi)=(a*+b*) + (—ab + ab)i = a* + b*.

Vi noterar att z - z alltid ar reellt.

Definition 1.1.10. Lat z € C. Det reella talet v/z - Z kallas absolutbeloppet
av det komplex talet z och betecknas med |z|.

Vi dr nu redo att definiera division for komplexa tal.



Definition 1.1.11. Lat z = a + bi vara ett godtyckligt komplext tal och lat
w = c+di # 0 vara ett komplext tal skild fran 0. Kvoten av z och w definieras

som det komplexa talet
z 1

—=—"2z-W 1.6

w o ww (1.6)
Vi ser att detta dr en meningsfull definition eftersom vi vet hur man multi-
plicerar ett komplext tal med ett reellt tal — vi multiplicerar bara imaginérdel
och realdel var for sig.

Exempel 1.1.12. Lat 2 = 2 +i och w = 1 —i. Vi har ww = 2 samt
20 = (V2 4+ 1) + (1 — v/2)i, vilket ger oss z/w = (vV2+1)/2 + (1 — v/2)/2)i.

A

1.2 Raiknelagar for komplexa tal

Vi har flera ganger i detta kapitel ndmnt att alla rdkneregler som géller for
vanliga reella tal géller dven for komplexa tal. Detta &r ett pastaende som
inte d&r uppenbart och som verkligen maste bevisas utifran definitionerna for
komplexa tal. Vi gor inte detta i detalj, eftersom ett detaljerat bevis skulle ges
av flera sidor inte sérskilt upplysande rikning. Dock formulerar vi exakt vad vi
menar med att alla vanliga riknelagar géiller. Lat z,y och z vara godtyckliga
komplexa tal. Da géller att

0-2=0
1l-z2=2
0+z=z2
r+y=y+zx
TY = yx

(x+y)z=2xz+yz
Z+y)+z=2+(y+2)
(zy)z = 2(yz).
Dessutom kan vi subtrahera och dividera komplexa tal, vilket innebér foljande:
for alla komplexa tal z finns ett komplext tal —x sadant att  + (—z) = 0,

och for varje nollskilt komplext tal y finns ett komplext tal 1/y sadant att
y - (1/y) = 1. Vi har ocksa riknelagar for komplexkonjugatet:

+y

-y

<@
Il
5]

x +
Y

x

1.3 Geometrisk tolkning

Vi lovade att ge en geometrisk tolkning av de komplexa talen. Alla punk-
ter i planet kan beskrivas med hjilp av tva reella tal, punkternas sa kallade
koordinater.



o Ztw

Qe

Figur 1.1: Geometrisk tolkning av z + w.
)

Figur 1.2: Punkten z och dess konjugat z.

Definition 1.3.1. Vi identifierar punkten (a,b) i planet med det komplexa
talet @ 4+ bi och tvirtom. Pa det sittet identifierar vi méngden C av alla
komplexa tal med planet. Vi kan se de reella talen - som vi identifierade med
alla komplexa tal med imaginérdel 0 - som z-axeln i planet.

Eftersom de komplexa talen har identifierats med punkter i planet kénns det
naturligt att forsoka tolka riakneoperationerna pa C geometriskt.

Vi borjar med att betrakta addition och subtraktion. Lat darfor z = a + @b
och w = ¢ + id vara tva komplexa tal. Vi kan rita upp dem som punkter i
planet genom att anvinda a respektive ¢ som x-koordinater och b respektive
d som y-koordinater. Summan z 4 w &r enligt definitionen det komplexa talet
a+c+i(b+d), och vi ser att motsvarande punkt har z-koordinaten a + ¢ och
y-koordinaten b+ d. Detta betyder att punkten som svarar mot summan z+w
dr hornpunkten i parallellogrammen som bestdms av z och w (se Figur 1.1).
Pa ett liknande siatt kan man ge subtraktion av komplexa tal en geometrisk
tolkning. Vi 6verlamnar detta som en &vning.

Vi kan &ven tolka den nya ridkneoperationen konjugering geometriskt: a + bi
motsvarar punkten (a, b) och a—bi motsvarar punkten (a, —b). Ddrmed innebér
konjugering att vi speglar i z-axeln.



Figur 1.3: Poldra koordinater.

For att kunna ge multiplikation och division en geometrisk tolkning behéver
vi inféra ett annat sétt att beskriva komplexa tal som punkter i planet. Detta
g0r vi 1 nésta avsnitt.

1.4 Polir form

Vi betraktar aterigen en figur. Vi kan beskriva en punkt i planet genom att
ange dess avstand fran origo, r, samt den vinkel som den réta linjen fran origo
till punkten bildar med z-axeln, se Figur 1.3. Vi berédknar avstandet med hjilp

av Pythagoras sats och far
r=+va?+0b?

vilket &r absolutbeloppet av det komplexa talet z = a + ¢b. Vi noterar att
r = 0 om och endast om z = 0.

Vinkeln 6 kallas for argumentet av z, och vi skriver § = arg(z). Om z = 0
ar arg(z) odefinierat. Genom att projicera pa z-axeln och y-axeln ser vi att
z-koordinaten for punkten z kan skrivas med hjilp av 6 som r cos 6, medan
y-koordinaten blir 7 sin 6. Detta ger

z =r(cosf +isinb),

eller z = |z|(cos § + isinf) om man foredrar det.

Nar vi multiplicerar komplexa tal i poldar form far vi uttryck som innehaller
summor av produkter av sinus och cosinus. Dessa uttryck kan forenklas med
hjalp av de sa kallade additionsformlerna for sinus och cosinus som vi dock
inte ska visa.

Hjilpsats 1.4.1 (Additionsformlerna for sin och cos). Det giller att

sin(6 + ¢) = sin 6 cos ¢ + cos O sin ¢
cos(f + ¢) = cos 0 cos ¢ — sin @ sin ¢

for alla reella tal 6 och ¢.
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Lat nu z = r(cosf + isinf) och w = s(cos ¢ + isin ¢) vara tva komplexa tal i
polar form. Vi multiplicerar z och w och far

z-w =r7(cosh +isinf) - s(cosd + isin )

= rscosfcos ¢ — rssinfsin ¢ + i(rscosfsin ¢ + rssin @ cos ¢)

Vi anvénder additionsformlerna for sinus och cosinus fran Hjélpsats 1.4.1 och
far
z-w = rs[cos(0 + ¢) + isin(6 + ¢)]. (1.7)

Nu ser vi vad multiplikation av tva komplexa tal innebdr geometriskt: man
multiplicerar talens avstand fran origo med varandra och adderar vinklarna
som de rita linjerna till punkterna bildar med z-axeln. Vi kan sammanfatta
detta med formlerna

|z-w| = |z| - [w] och arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Liknande riékningar kan genomforas for division. I polédra koordinater blir kvo-
ten av talen z och w, w # 0, det komplexa talet som i polidra koordinater kan

skrivas
z r

—= ;[cos(@ — ¢) +isin(f — ¢)],

det vill séga, vi dividerar talens absolutbelopp och subtraherar de tillhérande
vinklarna:

‘%‘ = % och arg(z/w) = arg(z) — arg(w).

Eftersom uttrycket cos 6 + isin § anviands sa ofta nar man arbetar med kom-
plexa tal ar det smidigt att hitta ett forkortat skrivsétt for det. Man kan dérfor
infora den komplexa exponentialfunktionen

¢ = cosf +isinb,
som #r en funktion som till varje reellt 6 tillordnar ett komplext tal . Vi
kan vidare notera att

€i9

=V cos26 +sin? 6 = 1.

Vi kan nu skriva det komplexa talet z = a + ib pa ett kompakt satt:

z=re?

déar alltsa r = |z| och § = arg(z). Genom att anvinda formeln (1.7), med
r =s =1, erhaller vi

el it _ ez‘(@—l—(b).
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Ovningar
Ovning 1.1. Berikna z + w, z — w, zw och z/w for

1. 2=3+iochw=—-1+4:
2. z=—v/2i och w =2 — 5i.

Ovning 1.2. Visa att distributiva lagen giller fven for komplexa tal: For
godtyckliga z,w,v € C dr (z + w)v = zv + wv

Ovning 1.3. Visa att Re(z) = (z +2)/2 och Im(z) = (2 — %) /2i.
Ovning 1.4. Visa att |zw| = |2||w| for z,w € C.

Ovning 1.5. Visa triangelolikheten |z +w| < |2+ |w]| fér z,w € C. Visa #iven
den sa kallade omvinda triangelolikheten |z — y| > |z| — |y|. for z,w € C.

Ovning 1.6. Los andragradsekvationen 22 + iz + 2 = 0 genom att anviinda
kvadratkomplettering.

Ovning 1.7. Antag kiint att man kan derivera en funktion R — C genom att

derivera real- och imaginérdel var for sig. Visa att d%ew = jef.
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2 Induktion och polynom

I detta kapitel introduceras de foremal som kursen kommer att handla om,
namligen polynom. Efter att ha gett den formella definitionen av vad vi menar
med ett polynom bevisar vi &ven vissa egenskaper hos polynom. En del av de
hir egenskaperna, till exempel den sa kallade faktorsatsen: ett polynom har
xo som rot om och endast om polynomet dr jimnt delbart med (x — zg), kan
for en del tyckas sjalvklara eftersom att de &r sa vélbekanta. Dock krivs det
lite arbete for att ge ett formellt bevis.

Den kanske allra viktigaste satsen som visas i detta kapitel dr dock divisionsal-
goritmen, som visar att den sa kallade ”liggande stolen”-metoden som anvinds
for att dividera heltal med varandra dven kan anvéandas for att dividera poly-
nom med varandra. Polynomdivision kommer att anvéndas precis hela tiden i
detta hafte.

Innan vi kan gora nagot av detta, maste vi dock infora en kraftfull bevismetod
som kallas induktionsprincipen. Induktion &r ett effektivt sitt att organisera en
typ av bevis dar sanningshalten av ett pastaende reduceras till sanningshalten
av ett "mindre” pastaende, i en mening som kommer att preciseras i kapitlet.
Just ndr man arbetar med polynom &r induktion speciellt viktigt, eftersom
valdigt manga bevis anvinder sig av denna metod pa ett naturligt sétt. 1
dessa fall anviands oftast metoden i fallet att man ska visa ett pastaende om
ett godtyckligt polynom, och det "mindre” pastaendet &r att visa pastaendet
for ett polynom av ldgre grad én det man startade med.

Manga av bevisen i kapitlet, och i resten av kompendiet, bygger pa induk-
tionsargument.

2.1 Induktion

I denna kapitel ska vi inféra en grundlaggande bevismetod som kommer att
spela en central roll i manga bevis i resten av kompendiet. Vi borjar med ett
exempel.

Exempel 2.1.1. Vi vill berékna summan
14243+...4(n—1)+n

av de forsta n naturliga talen. For de forsta exemplen vi provar fas foljande
resultat:

1=1, 1+2=3, 1+2+3=6, 1+2+3+4=10

Om vi forsoker gissa en formel sa kommer vi kanske pa att

1-2 2-3 3-4 4.5
2 3 2’ 0 2’ 0 2
Vi férmodar nu att foljande formel géller
1
1+2+3+...+(n—1)+n:%. (2.1)
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Genom utrikning har vi redan visat att formel (2.1) giller om n = 1,2, 3,4.
Men metoden att bara rdkna ut summan kommer inte att hjédlpa oss om vi
vill bevisa likheten for alla naturliga talen n. Antag istéllet att formel (2.1)
géller for nagot n. Vi vill underséka om den ocksa giller for ndstkommande
naturliga tal n + 1. Vi betraktar summan for n 4+ 1 ndrmare och far med lite
rakning:

1+2+...4n+n+1)=04+2+...4+n)+(n+1)

Vi anvénder vart antagande att formel (2.1) géller for n och ersitter den forsta
parentesen. Det ger

1+2+...+n+(n+1):@+(n+1)
~nn+1)+2n+1) (n+1)(n+2)
B 2 B 2

Vi har visat att pastaendet stdmmer for n + 1.

Lat oss sammanfatta: Vi har genom utrdkning for sma véirden av n gissat
Formel (2.1). Speciellt visade vi pa det séttet att Formel (2.1) géller for n = 1.
Sedan har vi visat att om likheten géller for nagot naturligt tal n, sa giller
den dven for nidstkommande tal n 4+ 1. Da stdmmer den for alla naturliga tal!
A

Detta &r idén bakom induktionsprincipen.

Induktionsprincipen 2.1.2. Antag att vi har formulerat ett pastaende for
varje naturligt talen n € N med n > ng. Antag vidare att foljande géller:

1. Pastaendet fér n = ng ar sant.

2. Om pastaendet for nagot n > ng ar sant, sa ar det for n + 1 sant ocksa.
Da ar pastaendet sant for alla naturliga talen n > ny.

Har ar ett annorlunda exempel dar induktionsprincipen anvénds.

Exempel 2.1.3. Antag att i ett schackbriade av storlek 2™ x 2™ har en ruta
blivit borttagen. Vi vill visa att man kan técka det resulterande schackbrédet
med L-formade bitar (se Figur 2.1) som inte 6verlappar varandra.

Figur 2.1: En L-bit

Vi ska 16sa denna uppgift med hjéilp av induktionsprincipen.
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Om n =1, sa har vi ett 2 x 2 schackbréide dér en ruta ar borttagen. Den bort-
tagna rutan dr uppenbarligen ett horn av bradet, och de resterande rutorna
tacks exakt av en L-bit.

Antag att vi har visat pastaendet for nagot n € N. Vi ska visa det for n + 1.
Varje schackbriade av storlek 27F! x 27%! kan delas i fyra lika stora kvadra-
tiska delar av storlek 2" x 2™. Den borttagna rutan ligger i en av de fyra
delbridena, och de andra tre delbrddena &r hela. Vi téacker var sitt hérn av
de tre hela delbrddena genom att lagga en L-bit i mitten av det stora brédet
dér alla delbridden mots (se figur 2.2). Nu har vi fyra delbridden som alla fy-
ra har en ruta borttagna. Varje sadant kan vi tdcka med L-bitar enligt vart
induktionsantagande. Pa detta sétt kan vi técka hela det stora brédet.

]

Figur 2.2: Stegvis 6vertidckning av schackbréddet med L-bitar

2.2 Polynom
Definition 2.2.1. En funktion f: C — C pa formen
f(z) = apa™ + an—lxnil +...+ a2x2 + ai1x + ag

dér a; € C kallas ett polynom. Talen a; kallas koefficienter till polynomet.
Om a, = 1 kallas polynomet moniskt. Om alla koefficienter ar reella kallas
polynomet reellt.

Vi kan addera och multiplicera polynom enligt de vanliga réknereglerna:

(1+z)+ 23z +2%) =322 + 22
(1+2)-2-3z+2)=1-2-3z+2%) +2-(2—3z+27)
=2-3r+a*+2r—32® + 2 =2 -2 — 227 + 23

Polynomet som &r konstant lika med 0 for alla = € C har en speciell roll. Detta
ar nollpolynomet p = 0 vars alla koefficienter lika med 0.
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Definition 2.2.2. Ett polynom f(2) = a,2" +a, 12" ' +...+asx®+arz+ag
dér a, # 0 séges vara av grad n, vilket betecknas deg f = n. Ett polynom av
grad 0 kallas konstant. Graden av nollpolynomet &r definierat som —oo.

Med andra ord: Graden av ett polynom &r den storsta exponenten bland alla
termer med nollskilda koefficienter. Att nollpolynomet har grad —oo kan verka
onaturligt och konstigt. Vi ber dock ldsaren att inte ldgga for stor vikt pa denna
detalj; definitionen &r som den &r for att alla kommande satser ska gilla dven
for nollpolynomet.

Vi kan séiga foljande om graden av en summa och en produkt av tva polynom.

Hjalpsats 2.2.3. Lat f och g vara polynom av grad n och m, d.v.s. deg f = n
och deg g = m. Det gdller att deg(f + ¢g) < max{deg f,degg} och deg(fg) =
deg f + degg.

Vi ldmnar beviset av Hjélpsats 2.2.3 som 6vningsuppgift.

Hjilpsats 2.2.4. Om tva polynom f och g uppfyller att f # 0 och fg =0, sa
dr g =0.

Bevis. Lat f # 0 och g # 0 vara nollskilda polynom. Da ar deg f > 0 och
deg g > 0, till skillnad fran graden —oo av nollpolynomet. Enligt Lemma 2.2.3
ar deg(fg) = deg f + degg > 0. Alltsa kan inte fg = 0 gélla. O

En méngd tillsammans med rdkneoperationen multiplikation som uppfyller
villkoret att produkten av tva nollskilda element inte kan vara noll kallas for
integritetsomrade. Tva exempel pa integritetsomraden &r R och C. Enligt Sats
2.2.4 &r dven méingden av alla polynom ett integritetsomrade.

2.3 Polynomdivision

Fran de naturliga talen kdnner vi till egenskapen att man kan utféra division
med rest: for tva naturliga tal n och m dar m # 0 finns det unika naturliga
tal ¢ och r sa att 0 < r < m och

n r

m T
dar g ar kvoten vid divisionen och r &r resten. For att slippa rdkna med
brak foredrar vi att skriva foregaende ekvation som n = gm + r. En liknande
egenskap géller for polynom. Vi borjar med att visa att det existerar polynom
som motsvarar g och r, och i en senare sats visar vi att de ar unika.

Sats 2.3.1 (Division med rest for polynom). Lat f och g # 0 vara polynom.
Da finns det polynom q och r sadana att degr < degg och f = qg+r.

Vi visar satsen med hjilp av induktion. Men innan vi gor det betraktar vi ett
enkelt exempel for att fa en kénsla for vad som hénder.
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Exempel 2.3.2. Lat
f(z)=2® 4222 — 3z + 1

och

glx) =2* +1,
sa att deg f = 3 och deg g = 2. Vi ska hitta polynom ¢ och r sa att f = qg+r
och dér degr < 2. Om vi multiplicerar ¢ med z far vi polynomet x - g(x) =
23 4+ x. Detta har grad 3 och det har samma 3-koefficient som f(z). Om vi

subtraherar xg(x) fran f(x), far vi ett polynom av liagre grad eftersom bada
termer som innehaller o3 tar ut varandra. Lat oss kalla resultatet for fi:

filz) = f(x) —2g(x) = 22* — 4z + 1

Vi ser att deg f1 =2 < deg f.

Nu kan vi anvinda samma idé igen. Vi multiplicerar g med 2 och far vi poly-
nomet 222 + 2. Om vi subtraherar detta fran fi, far vi ett polynom av dnnu
lagre grad. Lat oss kalla detta polynom for fo(x):

fa(x) = fi(z) — 2g(x) = —4x — 1

Nu ér deg fo = 1 < degg och det blir enkelt att dividera fs med g. Det géller
att

fo(x) = -4z —1=0-g(x) + (—4z — 1)

Vi kan nu ga bakldnges i rdkningen och far foljande:

fi(x) = fa(x) + 29(x) = 29(x) + (—4z — 1)
f(@) = fi+xg(x) = 2+ x)g(x) + (—4z — 1)

Alltsa &r polynomen som vi ville hitta ¢(z) = 2 + x och r(z) = —4z — 1. Vi
ser att dven gradvillkoret &dr uppfyllt, da degr =1 < degg.

Det finns en bra och kompakt metod att skriva upp berékningen av ¢(z) och
r(x) som vi gjorde ovan. Sittet kallas “liggande stolen” och finns nedan for vart
exempel. Ga igenom diagrammet och lista ut hur det fungerar; alla polynom
dér forekommer redan i rékningen ovan.

T + 2
(3 + 227 — 3z + 1) [22+1
- (a3 + )
207 — 4z + 1
(222 + 2)
— 4z - 1
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Vad hénde i exemplet? Vi skulle dividera polynomet f med polynomet g.
Vi reducerade problemet till samma uppgift for ett annat polynom f; som
hade lagre grad, deg fi < deg f. Denna reducering upprepade vi, och fick ett
polynom fs dér uppgiften var enkel. Sedan anvénde vi l6sningen for fo for
att berdkna losningen till var ursprungliga uppgift. Eftersom gradtalen av alla
polynom som forekom pa vigen blev mindre och mindre, var vi garanterade
att komma till ett polynom med grad mindre &n degg, dar vi kunde l6sa
uppgiften direkt.

Bevis av Sats 2.3.1 (Division med rest for polynom). Vi borjar med att be-
trakta specialfallet nir degg = 0, d.v.s. néir g &ar konstant. Da dr g(z) = ¢
for nagot ¢ € C och eftersom ¢ inte dr nollpolynomet, #r ¢ # 0. Vi kan
da skriva f = {g + 0 och far ¢(x) = f(x)/c och r(z) = 0 som uppfyller
degr = —oo < 0 =degg.

Betrakta nu det allménna fallet nér deg g = m > 0. Vi skriver
g(x) =bpx™ + ...+ bz + by
dér b, # 0. Vi visar existensen av ¢ och r genom induktion 6ver deg f.

Antag forst, som basfall for induktionen, att deg f < m. Vi kan da skriva f
pa formen f = 0g + f och eftersom deg f < m = deg g kan vi sdtta ¢ = 0 och

r=f.
Antag nu att pastaendet stdmmer nér f har grad hogst n for nagot n > m—1.
Lat f vara ett polynom av grad n+ 1 > m:

f(l‘) = an—i—lxn—i—1 + anmn + ...+ a2x2 + a1z + ag

Som i exemplet subtraherar vi en lamplig multipel av ¢ fran f for att fa ett
polynom av ldgre grad.

filz) = fa) — Ltlgrtiomg )

b
a
= (an+1£137H'1 +...taz+ ao) — g—ﬂx”“_m (bx™ + ... by + by)
m
=|a, — %bmfl " + ...+ An+1—m — Gnt1 bo $n+17m+
b, b

- 2
+ e 4+ agx” + a1z + ag.

Vi ser att deg fi < n eftersom koefficienterna framfor "1 i bade f(z) och
ag—;zlm”“*mg(:v) tar ut varandra, och vi kan anvénda vart induktionsantagan-
de. Eftersom deg f; < n, kan vi skriva f; pa formen f; = gq1g + r for polynom
q1 och r déir degr < degg. Vi far foljande uttryck for f:

J(@) = fil@) + g ()

= qi(@)g(z) + r(z) + ag—:x"“*mgu)

— (@) + %) g(0) 4 r(a)
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Vi har alltsa hittat ¢(z) = ql(a:)—i—ag—:x”*l*m och r(z) med degr < degg. O

Som for de naturliga talen, visar det sig att polynomen ¢ och r &r entydigt
bestimda av f och g. Detta ger oss divisionssatsen for polynom, som dr mot-
svarigheten for divisionssatsen for de naturliga talen.

Sats 2.3.3 (Divisionssatsen for polynom). Lat f och g # 0. Da finns det
unika polynom q och r sa att degr < degg och f=q-g+r.

Bevis. Vi har redan visat existensen av ¢ och r i Sats 2.3.1. Det kvarstar
att visa att de dr unika. Antag att bade ¢; och ry, och g2 och ro, uppfyller
villkoren. I sa fall &r

Q19 +7r1 = q29 + 2.

Vi skriver om och far
(91 - Q2)9 =Ty —T.

Vi jamfor gradtalen av polynomen pa bada sidor av ekvationen: Om ¢ —¢qo # 0,
sa har vénstersidan enligt Lemma 2.2.3 grad minst degg. Bade r; och 79 har
grad mindre &n deg g enligt vara antaganden och enligt Lemma 2.2.3 géller det
att deg (r1 — r2) < degg. Detta dr en motségelse, sa ¢ — g2 = 0 och ddrmed
aven r1 = ry. Ol

Definition 2.3.4. Lat f, g, ¢ och r vara polynom som uppfyller att f = gg+r
och dér degr < deg g. Vi kallar g kvoten och r resten vid division av f med g.

Vi kan definiera vad det betyder att tva polynom delar varandra pa samma
sitt som for de naturliga talen.

Definition 2.3.5. Vi séiger att polynomet f &r delbart med polynomet g om
det finns ett polynom ¢ sa att f = gg.

2.4 Rotter och faktorsatsen

Vi ska nu betrakta nollstillen av polynom n&rmare, och med hjilp av divi-
sionssatsen for polynom visa den sa kallade faktorsatsen.

Hjalpsats 2.4.1. Givet ett polynom f(x) och ett tal o € C, sa gdller ekvatio-
nen

f(z) = q(z)(z — o) + f(a)

for nagot polynom q(x). Med andra ord: resten av f vid division med x — « dr
lika med funktionsvirdet f(c).

Bevis. Enligt restsatsen for polynom, tillimpad pa f(x) och g(x) = x — «, kan
vi skriva f(x) pa formen f(z) = ¢(z)(x —a)+r(x) dar r(x) dr ett polynom av
grad mindre dn degg = 1. Alltsa dr r(z) = ¢ for nagot ¢ € C. Sitter vi z = «
i ekvationen f(z) = q(z)(x — o) + ¢, far vi f(a) =c. O
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Definition 2.4.2. Ett tal a € C kallas ett nollstdlle eller en rot till polynomet
f(z) om f(a) =0.

Sats 2.4.3 (Faktorsatsen). Lat f vara ett polynom och o € C. Talet o dr en
rot till f om och endast om f dr delbart med polynomet x — c.

Bevis. Antag forst att f &dr delbart med polynomet z — o. Vi kan da skriva
f(z) = (z — a)q(x) f6r nagot polynom ¢(x). Om vi sétter in = = a far vi

fla) = (a—a)g(a) =0

oavsett virdet g(a). Alltsa dr « en rot till f.

Antag nu att « &r en rot till f, dvs f(a) = 0. Enligt Lemma 2.4.1 kan vi skriva
f(x) pa formen f(x) = (z — a)q(z) + f(a) = (x — a)q(x) + 0. Vi far alltsa att
f(x) =q(z)(x — a) och att f(x) dr delbart med x — . O

Om « é&r en rot till polynomet f, kan vi skriva f = (x — a)f; for nagot
polynom f1. Om « ocksa dr en rot till fi, sa kan vi upprepa processen och far
att f1 = (x — a) fo for nagot polynom fo(x). Darmed giller f = (x — a)?f. Vi
kan fortsidtta med detta tills vi kommer till f = (z — «)™ f,,, f6r nagot m och
nagot polynom f,,,(z) dér f,,(«) # 0. Notera att (r — «)™ inte kan dela f for
nagot m > deg f pa grund av Sats 2.2.3, dvs efter hogst deg f ganger maste
vi komma till ett f,,, med f,,(«) # 0.

Definition 2.4.4. Talet « kallas en rot av multiplicitet m till polynomet f om
vi kan skriva f pa formen f = (x — «)™q for nagot polynom g med g(«) # 0.

Notera att en rot till ett polynom som vi definierade tidigare dr en rot av
multiplicitet 1 eller hogre enligt denna definition. Det &r ocksa vad vi menar
i framtiden nér vi skriver att nagot tal &r en rot till nagot polynom utan att
ndmna multipliciteten.

Exempel 2.4.5. Betrakta polynomet f(z) = 23 + 22 — 2 — 1. Vi ser att
x = 1 och x = —1 &r rotter till f eftersom f(1) = f(—1) = 0. For att
berikna multipliciteten av roten x = 1, utfor vi polynomdivision och delar f
med x — 1 vilket ger f(z) = (z — 1)q1(z) dir ¢1(x) = 2% + 22 + 1. Eftersom
q1(—1) # 0, & x = —1 en rot av multiplicitet 1. Fér roten 2 = —1 finner vi
att f(z) = (z + 1)ga2(x) dir g2(z) = 2? — 1. Nu giller det att go(—1) = 0 igen
och vi utfér polynomdivision en gang till for att fa go(z) = (z + 1)(x — 1) och
dirmed f(x) = (x +1)%q3(z) dér g3(z) =2 — 1. Nu ér g3(—=1) # 0 och z = —1
ar en rot av multiplicitet 2. A

I avsnitt 3.3 ska vi se att vi alltid kan bryta ut faktorna pa formen (x — a)™
for alla olika rotter och respektive multipliciteter samtidigt.

20



Ovningar
Ovning 2.1. Visa att

B 2n3 +3n2+n

12422432+ ... +n? :

(2.2)

géller for alla n € N med hjélp av induktionsprincipen.

Ovning 2.2. Visa de Moivres formel (") = ¢*? dir k € N, med hjilp av
induktion.

Ovning 2.3. Visa Lemma 2.2.3: Lat f och g vara polynom.

1. Visa att deg(fg) = deg f + degg.
2. Visa att deg(f + ¢g) < max{deg f,degg}.
3. Ange tva polynom f och g sadana att deg(f + ¢g) < max{deg f,degg}.

Ovning 2.4. Beriikna kvoten och resten vid

1. division av f(x) = 2% — 52 + 42?2 — 142+ 4 med g(z) = 22+ 3. (Anviind
polynomdivison.)

2. division av f(z) = 2" — 1 med g(x) = z — 1 for alla n > 0. (Berékna
16sningen med polynomdivision for sma n och gissa den allménna for-
meln. Visa sedan den allménna 16sningen med induktionsprincipen.)

Ovning 2.5. Om tva polynom f och g bada #r delbara med polynomet h,
kallas h en gemensam delare av f och g. Uppgiften leder dig genom beviset
att det finns ett unikt moniskt polynom av maximal grad som &r gemensam
delare till f och g. Detta polynom kallas stérsta gemensamma delare av f
och g och betecknas med sgd(f,g). En bra metod att berikna sgd(f,g) dr
Euklides algoritm som vi nu ska forklara: Lat f och g vara tva polynom. Om
deg f < degg, byt namn pa polynomen. Skriv fo = f och f; = g. Berdkna
kvoten g och resten fo vid division av fy med f;. Om inte fo = 0, berékna
kvoten g3 och resten f3 vid division av f; med fo. Fortséitt tills du far att

fk+1 — O

1. Visa att fj &r en gemensam delare av f och g. (Visa det mer allména
pastaendet att fi delar alla f;.)

2. Visa att om h dr en gemensam delare av f och g, sa &r h dven en delare
av f. (Visa mer allmént att h delar alla f;.)

Vi har nu visat att f; som berdknat i Euklides algoritm &r ett polynom med
maximal grad som delar f och g. Vi delar f; med forsta koefficienten sa att
polynomet blir moniskt. Resultatet kallar vi storsta gemensamma delaren och
skriver sgd(f, g).
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(c) Anvind Euklides algoritm for att berikna sgd(2z* — 523 + 222 4 4z —
5,213 — 322 — 2z + 3).

Ovning 2.6. Lat f vara ett reellt polynom.

1. Visa att f(Z) = f(z) for alla z € C. (Anvénd rdknereglerna for komplexa
tal och deras konjugat.)

2. Visa att om « € C &r en rot till f, sa &r d&ven @ en rot till f.

Ovning 2.7. Ekvationen z* + 223 + 322 + 22 +2 = 0 har en rot £ = —1 + .
Bestdm samtliga rotter.

Ovning 2.8. Lat o € C vara en rot till polynomet f. Visa att a har multi-
plicitet storre dn ett om och endast om « ér en rot till derivatan f’. (Anvind
definitionen av multiplicitet och produktregeln fér derivatan.)
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3 Irreducibilitet

I detta kapitel kommer vi att studera hur polynom kan faktoriseras som pro-
dukter av polynom av ldgre grad, och specifikt kommer vi att studera hur
de mojliga faktoriseringarna beror pa vilka koefficienter man tillater sig att
anvanda. Lat oss motivera detta med ett exempel.

Exempel 3.0.6. Betrakta polynomet
f(.l‘) = .1‘4 - 27

som har rationella koefficienter (till och med heltalskoefficienter). En gang i
tiden kdinde man inte till irrationella tal (det vill séiga, man trodde att alla
tal kunde skrivas som en kvot av heltal), och i sa fall hade man fatt svart
att faktorisera polynomet ovan. Det visar sig att sa fort vi forsoker faktorisera
polynomet kommer vi att behéva introducera irrationella koefficienter. For att
faktorisera polynomet kan vi till exempel forst anvinda konjugatregeln:

f(2) = (2® = V2)(2® + V2),

och v/2 ir ett kiint exempel pa ett irrationellt tal. I niista kapitel kommer vi
ocksé att visa att /2 #r irrationellt.

Denna faktorisering kan dock tas ett steg lingre: den forsta faktorn, (22 —+/2),
dr noll nir x = +v/2. Vi kan alltsé faktorisera polynomet som

f(z) = (& + V2)(z — V2)(2® + V2).

Om vi vill faktorisera polynom vidare kommer vi dock att behéva ga &nnu
ett steg ldngre dn att infoéra irrationella koefficienter: vi behéver komplexa
tal, som ocksa en gang i tiden var okinda. Ty z? #r alltid positivt om x &r
reellt, v/2 dr alltid positivt, sa den sista faktorn kan aldrig vara noll for reella
x. Introducerar vi komplexa tal kan &dven sista faktorn faktoriseras, och man
finner att

f@) = (x4 V2)(x — V2)(z +iV2)(x — iV2).

Léngre &n sa hir kan polynomet uppenbarligen inte faktoriseras. A

I detta kapitel ska vi forsoka formalisera flera saker som beskrivits pa ett vagt
sétt i exemplet ovan: vad menar vi nér vi pratar om vilken sorts koefficienter
vi "tillater” i en faktorisering? Vad betyder det att faktorisera ett polynom ”sa
langt som mojligt”? Ar en faktorisering i ”minsta majliga delar” unik — hade
vi kunnat fa en annan faktorisering genom att forst dividera bort (x 4 v/2) i
stéllet for att forst anvdnda konjugatregeln? Och hur visar man egentligen att
det maste behdvas irrationella tal for att faktorisera % — 27

Det forsta vi gor ér att specificera vad vi menar med en ”sorts” koefficien-
ter som vi anvéander i en faktorisering. Vi vill inte tillata koefficienter ur en
godtycklig delméngd av komplexa talen, utan for kunna séiga nagot intressant
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maste vi krava att koefficienterna tas fran en delkropp av de komplexa talen.
Sedan definierar vi vad vi menar med att ett polynom &r irreducibelt 6ver en
delkropp, vilket svarar mot att polynomet har faktoriserats i sa sma faktorer
som mojligt nar vi endast tillater koefficienter i delkroppen. Den viktiga sat-
sen vi visar i detta kapitel ar att polynom kan faktoriseras pa ett unikt sétt i
irreducibla faktorer.

3.1 Delkroppar och irreducibilitet

Definition 3.1.1. Lat K C C vara en delméngd. Vi séger att K &r en delkropp
till C om foljande villkor &r uppfyllda:

1. 0 e K;

2. 1eK;

3. Om z,y € K, kommer &ven x + y € K och zy € K;
4. Om z € K kommer 1/z € K och —z € K.

Anmirkning 3.1.2. Det definitionen ovan séger ar att en delkropp &r en
delméingd dér vi kan anviénda alla fyra réknesdtten — addition och multi-
plikation enligt villkor 3, och eftersom division med x &r multiplikation med
1/z och subtraktion med z #r addition med —z, ger villkor 4 att dven dessa
rakneséitt inte kan fa oss att hamna utanfor delkroppen.

Anmirkning 3.1.3. Oftast kommer vi endast att skriva delkropp nér vi me-
nar delkropp till C.

Exempel 3.1.4. Foljande delméngder till C ar viktiga exempel pa delkroppar:
delméngden Q av rationella tal, delméngden R av reella tal, och delméngden
C av alla komplexa tal. I 6vningarna i slutet av kapitlet kommer vi att se fler
exempel pa delkroppar. A

Definition 3.1.5. Lat f vara ett polynom med koefficienter i en delkropp
K. Vi séger att f &r irreducibelt over K om det inte gar att skriva f som en
produkt av tva polynom med koefficienter i K, f = gh, dar bade g och h har
strikt lagre grad an f.

Exempel 3.1.6. Varje polynom av grad O eller 1 dr irreducibelt ver varje
delkropp over huvud taget. Ty om f = gh &r deg f = degg + degh. Om
deg f = 0 maste da degg = degh = 0, sa ingen av dem kan ha strikt lagre
grad. Om deg f = 1 maste den ena av g och h ha grad 1, och den andra grad
0, och alltsa har inte heller i detta fall bagge ldgre grad. A

Exempel 3.1.7. Det ar viktigt i definitionen ovan att man anger 6ver vilken
delkropp ett polynom skall vara irreducibelt. Tag till exempel polynomet

332—1—1.
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Detta polynom &r irreducibelt 6ver R, men inte 6ver C. Ty om man skall
skriva polynomet som en produkt av tva polynom av ldgre grad, maste bagge
faktorerna ha grad ett. Men att hitta en forstagradsfaktor till ett polynom &r
samma sak som att hitta en rot, och vi vet att polynomet inte har nagra reella
rotter eftersom 22 > 0 for reella viirden pa . Dock &r det inte irreducibelt nér
vi arbetar 6ver C, ty vi har faktoriseringen

2241 = (x+i)(z —1i).
A

Exempel 3.1.8. I allménhet &dr det klurigt att avgoéra om ett polynom &r
irreducibelt eller inte, &ven om foregaende exempel var enkelt. Till exempel
gar det att visa att polynomet

fx)y =2 +z+1
ar irreducibelt 6ver Q, men detta &r inte sa enkelt. A

Anmirkning 3.1.9. Lat f vara ett polynom med koefficienter i delkroppen
K, och lat ¢ vara koefficienten till hogstagradstermen. Da dr g = (1/¢)- f ocksa
ett polynom med koefficienter i K, och f &r irreducibelt om och endast om
g ar irreducibelt. Nar vi skall avgora om ett polynom ér irreducibelt kan vi
alltsa anta att polynomet dr moniskt.

Hjalpsats 3.1.10. Antag att f och g bdgge har koefficienter i delkroppen K,
och att g # 0. Enligt divisionsalgoritmen kan vi nu skriva

f=q9+r

med degr < degg. Da har dven q och r sina koefficienter i K.

Bevis. Genom att betrakta beviset av divisionsalgoritmen (Sats 2.3.1) ses att
man hittar koefficienterna till ¢ och r endast genom att addera, subtrahera,
multiplicera och dividera koefficienter till f och g. Om alla koefficienter till f
och g ligger i K, kommer &ven alla tal man kan fa fram pa detta sétt ocksa
att gora det, enligt Anmérkning 3.1.2. O

Ovanstaende hjélpsats ér for oss i princip hela poidngen med att betrakta
delkroppar: en delkropp &r en delméngd av komplexa talen dér divisionsalgo-
ritmen for polynom fungerar.

Exempel 3.1.11. I fallet K = R sa séger hjidlpsatsen ovan att om vi har
tva polynom f och g # 0 med reella koefficienter, och vi rdknar ut kvoten
och resten vid division av f med g, s& kommer vi inte att behoéva anvinda
komplexa koefficienter varken i kvoten eller resten. A

En liknelse som det kan hjélpa att ha i huvudet ndr man lédser detta kapitel
dr att mingden av alla polynom med koefficienter i nagon fix delkropp K
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ar som heltalen Z, och de moniska irreducibla polynomen ir som primtalen.
Kom ihag att ett primtal &r ett heltal som inte kan skrivas som en produkt
av tva mindre heltal, vilket definitivt liknar var definition av irreducibilitet.
Oftast definierar man endast vad det betyder for ett positivt heltal att vara
ett primtal, och detta liknar var anmérkning i 3.1.9 att det réacker att titta pa
moniska polynom nér vi talar om irreducibilitet.

Den héar 7gloslistan” sédger hur man skall tinka pa de olika begreppen pa
polynomsidan och heltalssidan.

Alla polynom med koefficienter i K Méngden av alla heltal
Moniska polynom med koefficienter i K Positiva heltal
Nollskilda konstanta polynom +1
Graden av ett polynom Absolutbeloppet av ett heltal
Moniska irreducibla polynom 4 Primtal

Absolutbeloppet kan verka konstigt i tabellen ovan om man bara tédnker pa
beloppet av ett tal som att man tar bort ett eventuellt minustecken. Anled-
ningen att det dyker upp dr att bade beloppet av ett tal och graden av ett
polynom &r det sdtt man méter ”storleken” av det.

Till exempel géller att varje heltal kan skrivas som +1 ganger ett positivt
heltal; pa samma sétt kan varje polynom skrivas som en nollskild konstant
ganger ett moniskt polynom. En annan likhet &r att de nollskilda konstanta
polynomen ér exakt de polynom f for vilka dven 1/f &r ett polynom, och pa
samma sétt dr +1 exakt de heltalen z for vilka 1/ ocksa &r ett heltal.

Den viktigaste egenskapen hos primtal ar att varje positivt heltal kan skrivas
pa ett unikt sétt som en produkt av primtal. Den sats vi skall visa i detta
kapitel d&r motsvarigheten for polynom: varje moniskt polynom med koeffici-
enter i delkroppen K kan skrivas pa ett unikt sétt som en produkt av moniska
irreducibla polynom som har koefficienter i K.

3.2 Unik faktorisering

Fixera nu en delkropp K, vilken som helst — i hela detta avsnitt kommer vi
att arbeta med en och samma delkropp. For att bli lite mindre langrandiga
kommer vi i detta avsnitt att mena ”polynom med koefficienter i K” nér vi
skriver "polynom”, och vi kommer att mena ”polynom som é&r irreducibelt
over K” nér vi skriver ”irreducibelt polynom”.

Ofta nar man vill bevisa att nagot kan goras pa exakt ett sétt, delar man upp
beviset i tva delar: forst visar man att detta kan goras pa minst ett sétt, och
sedan visar man att det kan goras pa hogst ett siatt. Sa kommer vi att gora
aven nu.

Hjialpsats 3.2.1. Lat f wvara ett moniskt polynom. Det finns minst ett sdtt
att skriva f som en produkt av moniska irreducibla polynom.
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Bevis. Vi anvéander induktion 6ver deg f. Om f har grad 1 &r vi klara, for f &r
da irreducibelt. Lat graden till f vara d, och antag att alla moniska polynom av
grad mindre &n d kan skrivas som en produkt av irreducibla moniska polynom.

Antag forst att f sjélvt dr irreducibelt. I sa fall kan vi anvéinda produkten som
endast innehaller f. Sa antag att f &r reducibelt. I sa fall kan vi skriva f = gh,
dér g och h dr moniska polynom av ldgre grad. Men enligt induktionsantagan-
det &r nu bade g och h produkter av moniska irreducibla polynom: genom att
skriva dessa produkter efter varandra, ser vi att dven f ar det. ]

Att faktoriseringen dr entydig &r den kluriga biten. Kom ihag att vi hela tiden
i detta kapitel menar polynom med koefficienter i var fixa delkropp K nér vi
endast skriver "polynom”.

Sats 3.2.2. Varje moniskt polynom f kan skrivas pa ett entydigt sdtt som en
produkt av moniska irreducibla polynom, upp till ordningen av faktorerna, och
varje irreducibelt polynom som delar f ingar © demna faktorisering.

Bewvis. Vi anvénder induktion 6ver deg f. Om deg f = 1 &r f sjélv irreducibelt,
och kan uppenbarligen inte skrivas som en produkt av irreducibla polynom pa
mer an ett satt.

Sa antag att f har grad d, och att satsen giller for alla polynom av ldgre grad.
Antag nu att f har tva faktoriseringar i irreducibla polynom:

f=pip2-Pn=q1q2" " Gm-

Vi delar in i tva fall. Antag forst att p; = ¢1. I sa fall ar

p2pP3 - Pn =42 " qm,

och eftersom dessa produkter har gradtal ldgre d4n d maste faktoriseringarna
vara lika (upp till ordningen av faktorer). I detta fall dr vi klara. Sa antag att
p1 # q1. Antag utan inskrinkning att degp; < deg ¢1. Enligt divisionsalgorit-
men kan vi skriva

@ = ap1 + b,

déir degb < deg p1. Alltsa géller att

[ =(ap1 +b)q2q3 - qm-

Vi vet att p; delar bade f och produkten apiqoqs - - - ¢ Alltsa &r dven deras
differens, det vill siga

bg2q3 - - Gm,

delbar med p;. Observera nu att b har strikt lagre grad &n p;, och vi antog att
degp1 < degqi. Det foljer att

d= deg(QlQ2 ce qm) = deg q1 + deg(q2q3 . qm)
> degb + deg(q2gs - - - @m) = deg(bgaqs - - - qm).
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Enligt induktionsantagandet finns det alltsa en unik faktorisering av produk-
ten bgags - - - gm 1 irreducibla polynom. Vi ser ett uppenbart sétt att hitta en
faktorisering av produkten, namligen att faktorisera b i irreducibla polynom
och sedan multiplicera med faktorerna g¢s,..., ¢, som vi vet ar irreducibla.
Detta ar alltsa den unika faktoriseringen. Eftersom p; delar bgaqs - - - ¢ vet
vi igen enligt induktionsantagandet att p; &r lika med en av dessa irreducibla
faktorer. Men vi vet ocksa att degp; > degb, sa p1 kan inte vara nagon av de
irreducibla faktorer som vi fick genom att faktorisera b. Alltsa &r p; lika med
nagon av ¢o, ..., ¢m, och genom att byta ordning pa faktorerna ¢; hamnar vi
aterigen i fallet p; = ¢1. Beviset ar klart. O

Exempel 3.2.3. Betrakta polynomet f(z) = z* + 22% — 2 — 2. Vi har tva
olika faktoriseringar:

f@) =@ +z+1)(@*+2-2) = (2° - 1)(z +2).

Eftersom det skall finnas en unik faktorisering av f i irreducibla faktorer 6ver
Q, sa kan inte alla polynomen som ingar i faktoriseringen ovan vara irreducibla
over Q. Uppenbarligen &r (x + 2) irreducibelt. Polynomet (23 — 1) #r defini-
tivt inte irreducibelt 6ver Q, eftersom hogerledet da skulle vara den unika
faktoriseringen i irreducibla polynom.

Mycket riktigt kan man snabbt hitta roten « = 1 till 3 — 1, och dividerar vi
23 — 1 med z — 1, som vi vet #r mojligt enligt Sats 2.4.3, finner vi 2% + x + 1,
vilket &r en av faktorerna i vénsterledet. Dividerar vi bégge sidor med z%+x+1
kvarstar alltsa

P rr—2=(@—-1)(z+2).

Dessutom #r polynomet 22 + x + 1 irreducibelt éver Q, sa att den unika fak-
toriseringen av f blir

flz)= (2 + 24+ 1)(z — 1)(z + 2).

For att se att #2 + 2 + 1 &r irreducibelt, s& noterar vi att om polynomet vore
reducibelt skulle det vara en produkt av forstagradsfaktorer, vilket skulle ge
polynomet tva rationella rotter. Men vi kan enkelt hitta polynomets rotter;

de &r
1i\/§_—1i\/§
2 4 2

enligt pg-formeln. Men /3 &r inte ett rationellt tal. Vi kommer att ge ett bevis
av att /3 #r irrationellt i niista kapitel. A

3.3 Multiplicitet av rotter

Sats 3.3.1. Om «q,aq,...,ap dr olika rotter till polynomet f av respektive
multiplicitet my,ma, ..., my (det vill siga, oy har multiplicitet my, och sa
vidare), kan vi skriva f pa formen

f(@) = (2 = a))™ (x = a2)™ ... (x — o)™ q(2)
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for nagot polynom q(x).

Bevis. Lat K vara nagon kropp som innehaller koefficienterna till f och alla
rotterna «;, till exempel K = C. Att f har «; som rot med multiplicitet m;
séger precis att f dr delbart med (z — a;)™. Eftersom (z — «;) uppenbarligen
ar irreducibelt, maste (z — ;)™ vara en faktor i den unika faktoriseringen av
f iirreducibla polynom 6ver K som vi vet existerar enligt Sats 3.2.2. Eftersom
detta géller for varje ¢, och polynomen (z — o) och (z — ;) &r olika for i # j,
foljer satsen. O

Sats 3.3.1 har bland annat som konsekvens att det bara kan finnas ett &dndligt
antal rotter till ett nollskilt polynom.

Foljdsats 3.3.2. Lat f vara ett nollskilt polynom av grad deg f =n > 0 och
lat aq, s, ..., ap vara rotter till f av multiplicitet my, mo, ..., my. Det gdller
att

mi+meo+ ...+ mp <n.

Det vill siga, summan av alla multipliciteter av de olika rétterna dr higst n.

Bevis. Sats 3.3.1 séger att vi kan skriva f pa formen
f=@—01)™(r—a2)™...(x — ag)™q(x)

for nagot polynom ¢. Eftersom f var nollskilt, sa kan inte heller ¢ vara noll-
polynomet och darmed &r degq > 0. Det foljer nu direkt fran Sats 2.2.3 att

n=degf=mi+mo+...+mp+degq>=mi+mo+...+mg. O

Foljdsats 3.3.3. Lat f wvara ett nollskilt polynom av grad n > 0. Da har f
hogst n olika rétter.

Bevis. Antag att aq,as,...,q; ar olika rotter till f med multipliciteter my,
ma,...,mg. Da giller m; > 1 for multipliciteter m;. Vi anvinder Foljdsats
3.3.2 och far

n=>mi+mo+...+mp=214+14+...+1=%

Alltsa ar k < n och det kan inte finnas mer &n n olika rotter till f. O

3.4 Irreducibilitet 6ver C och R

For att exemplifiera teorin fran detta kapitel beskriver vi vilka komplexa re-
spektive reella polynom som ér irreducibla. I dessa fall visar det sig vara enkelt
att avgora vilka polynom som &r irreducibla. Dock maste man nu kénna till
den sa kallade algebrans fundamentalsats:

Varje polynom med komplexa koefficienter har minst en rot i C.
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Denna sats kommer att visas i detta kompendiums sista kapitel. Det &r vért
att podngtera att inga resultat i resten av kompendiet kommer att bero pa de
vi visar i detta avsnitt. Speciellt kommer vi inte att anvinda dessa resultat i
beviset av algebrans fundamentalsats, da detta skulle leda till ett cirkelbevis.

Sats 3.4.1. De enda polynom som dr irreducibla dver C dr de som har grad
hogst 1.

Bevis. Lat f vara ett moniskt irreducibelt icke-konstant polynom med kom-
plexa koefficienter. Enligt algebrans fundamentalsats existerar minst en rot
r € C, och enligt faktorsatsen &r f delbart med (z —r). Men f &r inte del-
bart med nagot polynom av grad minst ett utom sig sjélvt, sa f ar lika med
(x—1). O

Det foljer att om f &ar ett godtyckligt moniskt polynom éver C sa kommer den
unika faktoriseringen i irreducibla polynom, som vi vet existerar enligt Sats
3.2.2, att se ut som

flx) = (& —xz)(z —22) -+ (z — 7a),
dér d = deg f. Speciellt har polynomet exakt d rotter ridknat med multiplicitet.

Sats 3.4.2. De enda irreducibla polynomen dver R dr de som har grad hégst
1, och de andragradspolynom som har tva komplexkonjugerade (icke-reella)
rotter.

Bewvis. Lat f vara ett moniskt irreducibelt polynom med reella koefficienter.
Enligt algebrans fundamentalsats har f minst en rot; lat oss kalla den r. Vi
delar upp i tva fall: antingen &r r reellt, eller sa &r r icke-reellt.

I det forsta fallet vet vi enligt Sats 2.4.3 (Faktorsatsen) att f &r delbart med
polynomet (z — ). Men eftersom f var irreducibelt 6ver R &r det inte delbart
med nagot annat reellt polynom &n sig sjilvt, sa f(z) = (z — r).

I det andra fallet vet vi igen att f dr delbart med (x — ), och enligt Ovning
2.6 och faktorsatsen dr det dven delbart med (z — 7). Alltsa &r f dven delbart
med produkten av dessa, det vill séiga

(z—7)(z—7) =22 = (r +7)z + 7.
Men detta polynom har reella koefficienter! Ty r + 7 = 2Re(r), och 77 = |r|?,
vilka alltid &r rella tal. Eftersom f &r delbart med (x — r)(x — 7), som har
reella koefficienter, och f var irreducibelt 6ver R, maste

fx)=(z—r)(z—7)=2* = (r +F)x + 7.
Vi har nu visat att f maste ha grad ett eller vara ett andragradspolynom utan

reella rotter. Omvéandningen, att alla dessa polynom é&r irreducibla 6ver R, &r
enkelt. 0
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Ovningar

Ovning 3.1. Bevisa aritmetikens fundamentalsats: Varje heltal n > 2 kan
skrivas unikt som en produkt av primtal, upp till ordningen av faktorerna,
genom att imitera beviset for polynom.

Ovning 3.2. Lat D vara ett rationellt tal, och v/D en av dess kvadratrotter.
Vi antar inte nodvindigtvis att D #r positivt. Lat Q[v/D] beteckna mingden

{a+bVD|z,yeQ}cC.

Visa att Q[v/D] ar en delkropp. Ledning: for att se att man kan utfora division
i Q[V/D], jamfor med hur man dividerar tva komplexa tal.

Ovning 3.3. Faktorisera
f(z) = a* + 32 — 222 — 102z — 12
i irreducibla reella faktorer, givet att —1 + ¢ &r en rot till f.

Ovning 3.4. Lat f vara ett polynom med reella koefficienter. Visa att antalet
icke-reella rotter till f, rdknat med multiplicitet, &r jamnt. Visa speciellt att
alla reella polynom av udda grad har en reell rot.

Ovning 3.5. Antag att ett reellt polynom f har egenskapen att f(x) och
f(2?) har samma antal irreducibla faktorer 6ver R. Vad kan man siga om
rotterna till f7
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4 Gauss Lemma

I forra kapitlet diskuterades faktorisering av polynom i irreducibla faktorer
over nagon delkropp till C. Vi studerade fallen K = R och K = C, och sag att
det fanns en enkel beskrivning av exakt hur de irreducibla polynomen ser ut.
I detta kapitel fokuserar vi pa delkroppen Q i stéllet, och vi kommer se att
det finns en mycket rikare teori i detta fall.

Det forsta vi kommer att gora &r att jamfora tva olika problem: faktorisering
med heltalskoefficienter och faktorisering med rationella koefficienter. Aven om
heltalen inte &r en delkropp till C, visar det sig att detta fall passar vil in i
teorin som presenterades i foregaende kapitel. Det finns ndmligen en kéind sats
som brukar kallas Gauss lemma, och med hjélp av den kan man visa att sa fort
ett polynom med heltalskoefficienter kan skrivas som en produkt av polynom
med rationella koefficienter, kan polynomet ocksa skrivas som en produkt av
polynom med heltalskoefficienter. Irreducibilitet 6ver rationella talen &r dirfor
”samma sak” som irreducibilitet 6ver heltalen.

Med hjilp av detta kan vi ocksa hitta en enkel algoritm med vars hjilp man
kan hitta alla rationella rotter till ett godtyckligt polynom med rationella
koefficienter.

Efter detta kommer vi att visa Eisensteins kriterium, som forvanande ofta ar
anvindbart om man &r given ett polynom som man vill bevisa dr irreducibelt
over Q.

4.1 Primitiva polynom och Gauss lemma

Vi borjar med nagra observationer om hur polynom med rationella koefficienter
kan skrivas om som polynom med heltalskoefficienter, och vice versa.

Exempel 4.1.1. Polynomet

f(”«")sz—l—éx—é:(m_%) <x+§>

har rationella koefficienter, och ar reducibelt 6ver de rationella talen. Dock &r
det inte sérskilt meningsfullt att fraga sig om f kan faktoriseras 6ver helta-
len: eftersom koefficienterna till f inte &r heltal, kan man omojligen hitta tva
polynom ¢ och h med heltalskoefficienter som uppfyller f = ¢ - h. Déremot
blir fragan meningsfull om man forst sitter alla termer i polynomet f pa ett
gemensamt brakstreck. Den minsta gemensamma ndmnaren till alla termer i
f &r 6, och multiplicerar vi med 6 far vi en faktorisering &ven &ver heltalen:

6-f(x)=62"4+2—-2=(2c—1)3z+2).

Dock hade vi inte nodvéandigtvis behévt multiplicera med minsta gemensamma
ndmnaren. Hade vi multiplicerat med en godtycklig multipel av 6 hade vi
fortfarande fatt ett polynom med heltalskoefficienter och en faktorisering éver
heltalen. A
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1 foregaende kapitel var det smidigt att slippa oroa sig Gver tvetydigheter
som kommer fran att man kan multiplicera hela polynomet med en konstant
genom att begrinsa sig till moniska polynom. Motsvarigheten for polynom
med heltalskoefficienter ar att begriansa sig till sa kallade primitiva polynom:

Definition 4.1.2. Lat f(z) = a,2" + a,_12"" ' + -+ + ag vara ett polynom
med alla koefficienter a; heltal. Vi séger att f &r primitivt om det inte existerar
nagot heltal N > 1 sadant att N delar varje koefficient a;.

I vart exempel ovan var polynomet 6f primitivt, men (exempelvis) 42f &r inte
det.

Hjalpsats 4.1.3. For varje polynom f med rationella koefficienter finns ett
rationellt tal a sadant att a - f har heltalskoefficienter och dr primitivt. Om a/
dr nagot annat sadant tal, dr o' = +a.

Bevis. Genom att multiplicera f med en gemensam multipel till varje tal som
ingar i ndmnarna till koefficienterna till f, fas ett polynom pf med heltalsko-
efficienter. Delar vi sedan pf med den storsta gemensamma delaren ¢ till de
resulterande heltalskoefficienterna fas ett primitivt polynom, ty om det resul-
terande polynomet inte vore primitivt skulle vi kunna hitta en &nnu storre
gemensam delare. Alltsa fungerar a = p/q.

Antag att talet a’ = p’/q’ ocksa skulle uppfylla villkoret i hjélpsatsen. Antag
ocksa att p/q respektive p’/q" &r reducerade brak, det vill séiga, att tdljare och
namnare saknar gemensamma faktorer. Eftersom p'qa = pq’d’, &r ocksa

p'qaf =pdd'f.
Bégge led #r polynom med heltalskoefficienter. Notera nu att p’ delar alla
koefficienter i hogerledet. Eftersom p’ saknar gemensamma delare med ¢’, och
a' f &r ett primitivt polynom och dirfér inte har nagra tal som delar varje

koefficient, foljer det att p’ delar p. Pa samma sétt delar p talet p’, ¢ delar ¢/,
och ¢’ delar g. Det foljer att p = £p’ och ¢ = £¢’. O

Exempel 4.1.4. For polynomet

1 1
— 2 T
som vi sag i ett tidigare exempel, ska talet a i Hjdlpsats 4.1.3 viljas till £6.

A

Den centrala observationen i beviset av Gauss lemma formulerar vi som en
egen hjalpsats.

Hjilpsats 4.1.5. Ldit f(x) = 2™ + ap_ 12" ' + ... + ag, g(z) = bpa™ +
e+ bo. Skriv f(2)g(z) = Cppm@™ T + Cppmo12" T + 1L+ ¢. Fizera ett
primtal p, och antag att inte varje koefficient till f eller g dr delbar med p.
Om a; dr den koefficient till f som har ligst grad av de som ej dr delbara med
p, och b; dr motsvarande koefficient till g, sa kommer c;4; inte heller att vara
delbar med p.
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Bevis. Lat oss forst ténka pa hur den (i + j):te koefficienten till fg ser ut. For
att fa en 2't/-term vid multiplikationen av f med g, sa maste man multiplicera
en term ag2® och en term byx!, dér k-+1 = i+j. Alltsa kan vi ha (k,1) = (0,i+7),
(k,1) =(1,i4j — 1), och sa vidare, vilket ger att

Citj = obirj + a1bipj—1 + -+ abj + -+ - + airj—1b1 + ai5bo.

Nu géiller det att alla termer i denna summa utom a;b; &r delbar med p. For
att se detta, notera att alla ay for k < ¢ enligt antagande ar delbara med p —
vi har ju sagt att a; ska vara den lagsta koefficienten som ej ar delbar med p
— och alla termer som kommer fore a;b; i summan 4r delbar med nagon av
dessa. Analogt vet vi att alla by for k < j &r delbara med p, och alla termer
som kommer efter a;b; &r delbara med nagon av dessa. Men eftersom varken
a; eller b; var delbara med p, &r deras produkt inte det heller. (Hér &r enda
stéillet vi anvéinder att p dr ett primtall)

Alltsa &r ¢;4; en summa av ett tal som dr delbart med p (ndmligen summan
av alla termer utom a;b;) och ett tal som ej ar delbart med p (den aterstaende
termen, a;b; sjilvt). En sadan summa kan aldrig sjélv vara delbar med p. [

Sats 4.1.6. (Gauss lemma.) Lat f och g vara tva primitiva polynom. Da dr
dven deras produkt fg primitiv.

Bevis. Lat oss anta motsatsen, att fg inte dr primitivt. Da existerar ett tal
N > 1 som delar varje koefficient till fg. Lat p vara ett primtal som delar N:
da giller att dven p delar varje koefficient till fg. Dock vet vi att bade f och
g var primitiva, s det kan inte géilla att p delar varje koefficient till vare sig
f eller g. Alltsa maste det existera nagon koefficient a; till f av ligsta gradtal
som ej ér delbar med p, och nagon minsta koefficient b; till g som ej &r delbar
med p. Men enligt foregaende hjilpsats &r i sa fall den (i 4 j):te koefficienten
till fg inte delbar med p, vilket &r en motségelse. Beviset &r klart. O

Foljande sats ger tillimpningen till irreducibilitet. Lat oss siga att ett polynom
f med heltalskoefficienter &r irreducibelt dver Z om det inte existerar polynom
g, h, av strikt lagre grad med heltalskoefficienter, sadana att f = gh.

Foljdsats 4.1.7. (Gauss lemma, alternativ form.) Ett polynom f med hel-
talskoefficienter dr irreducibelt over Z om och endast om det dr f irreducibelt
over Q.

Bevis. Det &r klart att om f &r irreducibelt 6ver Q ar det dven irreducibelt
over Z.

Att dela bort en konstant paverkar inte irreducibilitet, sa vi kan utan in-
skrinkning anta att f dr primitivt. Antag att f ar reducibelt 6ver Q, sa att
det existerar en faktorisering

f=gh
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dér g och h har rationella koefficienter. Nu existerar det som i Hjélpsats 4.1.3
¢ och d sadana att cg och dh &r primitiva polynom med heltalskoefficienter.
Men i sa fall &dr enligt Sats 4.1.6 dven

cdf = (cg)(dh)

ett primitivt polynom! Eftersom bade f och (cd)f &r primitiva polynom med
heltalskoefficienter, ger Hjdlpsats 4.1.3 att ¢d = £1. Alltsa ér

f==£(ag)(bh)
en faktorisering ¢ver heltalen. O

Foljdsats 4.1.8. (Kriterium for rationella rotter.) Lat f(x) = apa™+---+ag
vara ett polynom med heltalskoefficienter. Antag att det rationella talet xo dr
en rot till f, och att

_p
Tro— —
q

ddr p och q saknar gemensam faktor. Da gdller att q delar a, och p delar ag.

Bevis. Enligt Faktorsatsen 2.4.3 &r f delbart med (z — wp). Vi far alltsa en
faktorisering 6ver de rationella talen:

f(x)

(x —x)

f(@) = (& = o) -

Som i beviset for foregaende sats far vi en faktorisering 6ver heltalen genom
att multiplicera bégge faktorer med en konstant for att gora bégge faktorerna
primitiva. Faktorn (z — xg) blir primitiv genom att multiplicera med ¢, sa det
finns en faktorisering

f(z) = (qz — p)g(x),

dér g har heltalskoefficienter. Men multiplicerar man ut hogerledet ses nu att
hogstagradskoefficienten till f &r ¢ ganger hogstagradskoefficienten till g, och
konstanttermen till f &r p ganger konstanttermen till g. Speciellt géller alltsa
qla, och plag. O

Anmirkning 4.1.9. Ett anvindbart specialfall av 4.1.8 &r nér polynomet f
faktiskt &r moniskt. I sa fall skall ndmnaren till en eventuell rationell rot dela
termen a,, som ar 1, sa ndmnaren kan endast vara 1 och roten ar faktiskt
ett heltal. Detta ger foljande anvéndbara regel: om ett moniskt polynom med
heltalskoefficienter har en rationell rot, dr denna rot ett heltal, och polynomets
konstantterm dr jimnt delbar med roten.

Exempel 4.1.10. En omedelbar konsekvens &r att det existerar reella tal som
inte #r rationella. Till exempel kan inte v/2 vara rationellt, det vill siga, det
existerar inte heltal p och ¢ med



Ett sadant tal skulle nimligen vara en rationell 16sning till ekvationen 22 —2 =
0, och enligt féregaende anmirkning maste p/q vara ett heltal som delar 2,
alltsa +1 eller +2, vilket &r absurt. A

Anmirkning 4.1.11. Foljdsats 4.1.8 ger en enkel algoritm for att hitta al-
la rationella rotter till ett polynom med rationella koefficienter. Man borjar
med att sdtta koefficenterna pa en minsta gemensam niamnare, for att fa ett
polynom med heltalskoefficienter. Sedan vet man att varje rationell rot maste
ha egenskapen att dess tédljare delar konstanttermen och dess ndmnare delar
hogstagradstermen. Men det finns bara dndligt manga olika rationella tal med
denna egenskap, och i praktiken gar det ofta snabbt att helt enkelt testa alla
dessa alternativ for att se om nagot av dem fungerar. Hittar man ingen rot pa
detta sitt saknar polynomet rationella rotter.

4.2 Eisensteins kriterium

Det &r i allménhet svart att avgora huruvida ett polynom med rationella
koefficienter dr irreducibelt 6ver Q. (Eller, vilket enligt Korollarium 4.1.7 &r
ett ekvivalent problem, om ett polynom med heltalskoefficienter &r irreducibelt
over Q.) En enkel metod som fungerar ibland dr det sa kallade Eisensteins
kriterium, som vi nu visar. Den viktiga observationen man behéver gora for
att bevisa Eisensteins kriterium &r densamma som i beviset av Gauss lemma,
som vi tidigare isolerade i Lemma 4.1.5.

Sats 4.2.1. (Eisensteins kriterium) Lat f(x) = ap + a1x + -+ + apx™ vara
ett polynom med heltalskoefficienter. Antag att det existerar ett primtal p med
foljande tre egenskaper: (i) p delar alla koefficienter a; for i < n; (ii) p delar
inte ay; (ii) p? delar inte ag. Dd dr f irreducibelt éver Q.

Bevis. Antag motsatsen, sa f(z) = g(x)h(z), dir bade g och h har grad
minst ett och har heltalskoefficienter. (Fér att se att g och h kan antas ha
heltalskoefficienter maste vi anvinda Korollarium 4.1.7.) Notera forst att a,
dr produkten av hogstagradskoefficienterna till g och h. Eftersom a, ej &r
delbart med p, &r inte heller hogstagradskoefficenterna till g eller h det.

Dock hdvdar vi nu att alla aterstaende koefficienter till g och A dr delbara
med p, det vill séga, alla koefficienter till g och h utom de hogsta &r delbara
med p. Ty antag att det fanns koefficienter till g eller A av ldgre grad som ej
var delbara med p — i sa fall skulle, enligt Lemma 4.1.5, det ocksa existera
nagon koefficient till f av ldgre grad &n den hogsta som inte var delbart med
p. Men alla koefficienter utom a,, var delbara med p.

Speciellt &r konstanttermen till bade g och h delbar med p. Men konstantter-
men till f dr produkten av konstanttermerna till g och h, s om bada dessa
ar delbara med p maste p? dela konstanttermen ag, vilket vi har antagit inte
géller. Denna motséigelse visar att f maste ha varit irreducibelt. U

Exempel 4.2.2. Betrakta polynomet f(x) = 1523 — 1222 + 98. Detta poly-
nom kan man visa dr irreducibelt 6ver Q med hjilp av Eisensteins kriterium.
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Faktoriserar man koefficienterna i primtal finner man att

15=3-5

12=2-2-3

98 =2-7-T7.
Alltsa uppfyller f Eisensteins kriterium for primtalet 2, vilket visar att det &r
irreducibelt. A
Ovningar

Ovning 4.1. Antag att n #r ett heltal och att ° + na + 1 har minst en
rationell rot. Vad kan n ha fér virden?

Ovning 4.2. Visa att \/4 4+ /3 ir ett irrationellt tal.

Ovning 4.3. T beviset till Hjilpsats 4.1.5 anvénder vi att om ett primtal p
delar en produkt av heltal ab, maste p dela antingen a eller b. Varfor ar det
viktigt att p dr ett primtal?

Ovning 4.4. Visa att polynomet f(z) = 23 + 322 — 5z + 4 #r irreducibelt
over Q. Ledning: om f = gh, vilka gradtal kan g och h ha? Vad sdger detta
om rotter till f?

Ovning 4.5. Anvind variabelbytet y = z — 1 och Eisensteins kriterium for
att visa att polynomet 1 + x + 22 4+ 2% + 2 dr irreducibelt over Q.

Ovning 4.6. Lat f vara ett polynom med heltalskoefficienter av grad d. Visa
att om det finns fler &n 2d stycken olika heltal n sadana att f(n) dr ett primtal,
sa maste f vara irreducibelt 6ver Z. Ledning: om f = gh, hur manga losningar
kan det finnas till g(n) = +1 respektive h(n) = +17
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5 (Gauss-Lucas sats

I detta kapitel definierar vi forst vad vi menar med att en delméngd av C &r
konver, och vad som menas med konvexa holjet till en delméngd av punkter
i planet. En svarighet néir man definierar konvexitet ar att det finns ett visst
glapp mellan den formella definitionen av en konvex méngd, och den intuitiva
bilden av konvexitet. Vi ger dérfor flera olika definitioner av konvexitet, och
vi ger tva olika karaktériseringar av det konvexa holjet, en utifran snittet av
oandligt manga konvexa méangder, och en utifran konvexkombinationer.

Efter allt detta atervander vi till polynomen. Den sats som detta kapitel foku-
serar pa, den sa kallade Gauss-Lucas sats, sdger att rotterna till ett polynoms
derivata ligger i det konvexa holjet av rotterna till polynomet sjdlvt. Innan
vi visar denna sats studerar vi ocksa ett enkelt specialfall, nimligen om man
véljer ett polynom f som endast har reella rotter. I detta fall siger Gauss-
Lucas sats att f’ ocksa endast har reella rotter, och att varje rot till f’ ligger
mellan tva rotter till f.

5.1 Konvexa méangder i C

I detta kapitel ska vi understka begreppet konvexitet och dess egenskaper. Vi
kommer att arbeta med delméngder av C, men vi papekar att alla definitioner
fungerar dven i andra méngder som t.ex. R. Egenskaperna som vi anvéinder
oss av ar att man kan bilda summor av element, och multiplicera element med
reella tal.

Definition 5.1.1. En méngd K C C kallas konvex om det for alla z; och 2z
i K och X\ € [0,1] &ven géller att z = Az + (1 — Xz ligger 1 K.

Geometriskt betyder definitionen foljande: om man viljer tva godtyckliga tal
z1 och z5 i en konvex méngd, sa dr man garanterad att alla punkter som ligger
pa linjesegmentet mellan z; och z5 ocksa tillhér méngden K. Detta beror pa
att ekvationen

z=Az1 + (1 = Nz,

dér A varierar 6ver de reella talen, 4r en parametrisering av linjen som passerar
genom 21 och zy. For A € [0, 1] far man precis alla punkter pa linjen som ligger
mellan z; och zy. Parametern A bestdmmer hur nédra punkten z ska ligga z;
eller zo: ndr A = 0 fas z = 21, och nir A =1 fas z = 2.

Har dr nagra exempel pa konvexa och icke-konvexa méngder i C.

Exempel 5.1.2. Betrakta nu foljande situation: givet &r en konvex méangd
K, och tre punkter zi, 29 och z3 som alla tre tillhér K och som bildar hérnen
av en triangel. Eftersom K &r konvex, tillhor alla punkter pa triangelns kanter
ocksa K. Men vad hédnder med punkterna som ligger i det inre av triangeln?
Lat oss vilja en godtycklig punkt z i triangelns inre, och bilda linjen genom
z och hornet z;. Denna linje skdr den motstaende kanten i nagon punkt x.
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Figur 5.1: Nagra konvexa méngder

1 © BT

Figur 5.2: Nagra icke-konvexa méngder

Eftersom K ar konvex, och z ligger pa segmenten mellan z5 och z3, s& vet
vi att x dr ett element av K. Men nu ligger z pa segmentet mellan = och z;
och eftersom K #r konvex, sa ligger dven z i médngden K. Detta visar att hela
triangeln &r en delméngd av K. A

Figur 5.3: Triangeln i K

Intuitivt skulle vi kunna séga att en konvex méngd innehaller alla punkter
som ligger "nagonstans i mitten” mellan ett visst antal av punkter i méangden.
Detta ska vi formalisera genom att inféra begreppet konvexkombination:

Definition 5.1.3. Lat 21, 29, ..., 2z, vara n punkter i C. En summa pa formen
a121 + a222 + ...+ an2y,
dér a1, a9, ..., a, ar icke-negativa reella tal som uppfyller att
ar+a+...+a,=1
kallas for en konverkombination av punkterna z1, 22, ..., 2.

Exempel 5.1.4. Vi kan ténka pa en konvexkombination som ett viktat me-
delvirde av punkterna zq, zo upp till z,. Har ar tva specialfall:
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1. Vi har tva punkter z; och z5 och siitter a; = ay = 1/2. Da blir

zZ1 + 29
2

precis mittpunkten av segmenten mellan z; och zs.

Z = Q121 + Q929 =

2. Vi har tre punkter 21, zo och z3 och sétter a; = ay = ag = 1/3. I detta

fall blir T
21+ 20+ 2
2 =a1z1 +agze + azzz = %
precis mittpunkten (tyngdpunkten) av triangeln som har hérnen zq, zo
och z3.

A

Det finns dven en fysikalisk tolkning: Kom ihag att vi kan ténka oss C som
planet. Lat oss forestélla oss att detta plan C &r en stor men viktlos skiva
och att vi stéller en vikt som véger a; viktenheter i punkten z1, en vikt med
as viktenheter i punkten zy, och sa vidare. I sa fall blir punkten z = a;2; +
asze + ...+ apz, precis tyngdpunkten av denna konstruktion, det vill séga,
att skivan skulle kunna balansera pa ett nalshuvud som var placerat i exakt
denna punkt.

Sats 5.1.5. En mdingd K C C dr konvex om och endast om K innehaller alla
konvexkombinationer av punkter som ligger i K.

Bevis. Om en méngd K innehaller alla konvexkombinationer av element i K,
sa innehaller den speciellt alla konvexkombinationer av tva element:

a121 + agzo.

For dessa vet vi att a; +a9 = 1. Om vi kallar aq for A sa blir as lika med 1 — A,
och vi har aterfatt definitionen av en konvex méangd.

Vi visar nu andra riktningen med induktion. Som basfall tar vi fallet med
tva punkter. Forsta delen av beviset visar exakt att en méngd dr konvex
precis nir den innehaller konvexkombinationer av tva punkter. Antag att
pastaendet dr sant for n punkter. Antag ocksa att z dr en konvexkombina-
tion av z1,...,2p4+1 € K:

zZ=a121 + -+ aQpt12n+1-
Lt A=a1+as+---+a,=1—ap+1. Om A =0 &r 2 = 2,41 och ligger i K.
Antag istéllet att A # 0 och betrakta elementet

Z=—(a121+ -+ +an2y).

A

Denna &r en konvexkombination av z1,..., z, eftersom summan av koefficien-
terna ar )
Z(a1+a2+"'+an) =1,
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sa enligt induktionsantagandet ar z € K. Lat nu A = A. I sa fall 4r

~ A
A+ (1=Nzpp1 == (mz1+ -+ apzn) + (1 — (1 — ang1))2n = 2.

A
Eftersom K antogs konvex, foljer att z € K. O
Antag nu att vi har ett visst antal punkter z1,zs,...,2, i C givna. Vi vill

hitta en konvex méngd som innehéller alla punkterna och dr sa ”liten” som
mojligt. Vi ska klargora vad vi menar med ”liten”. For det behover vi féljande
hjalpsats:

Hjalpsats 5.1.6. Lat I' vara en godtycklig mdngd, och antag att vi for varje
v € I' ér givna en konvexr mingd K. C C. Vi definierar snittet

K=K,
yel’

som mdngden av de element som ligger © alla K. I denna situation dr dven
K konvex.

Bevis. Antag att z; och zy #r tva punkter i K och att A € [0,1]. Vi behover
visa att dven Azy 4+ (1 — \)zy tillhor K.

Tag ett godtyckligt v € I'. Da innehaller K, bade 2z och 23 enligt definitionen
av snitt. Nu dr K, konvex och innehaller dédrmed dven Az; + (1 — A)zo. Detta
giiller alltsa for alla v € T" och det foljer att Az; 4+ (1 — \)zg dr ett element av
snittet av alla K, det vill siga K. Beviset &r klart. U

Lat oss betrakta méngden av alla konvexa méngder som innehéller vara givna
punkter z1, 2o, ..., z,. Uppenbarligen sa innehaller snittet av dessa ocksa de
givna punkterna, och &r dessutom enligt féregaende lemma konvex. Framfor
allt &r snittet innehallen i varje konvex méngd som innehaller zq, ..., z,,, och pa
sa sétt kan vi tdnka pa det som den minsta sadana méngden. Detta motiverar
foljande definition:

Definition 5.1.7. Lat z1, 29,..., 2z, vara punkter i C. Det konvexa holjet av
punkterna dr definierat som snittet av alla konvexa méangder som innehaller
alla punkter z1, 29, ..., z,, och betecknas conv(zy, 29, ..., z,).

Man ké&nner kanske att den givna definitionen av det konvexa holjet av ett
antal punkter inte sdger sa mycket om hur det konvexa holjet faktiskt ser ut i
praktiken. Vi ska nu se att man kan beskriva conv(zy, 29, ..., 2,) pa ett annat
satt med hjalp av konvexkombinationer:

Sats 5.1.8. Lat x1,...,x, vara punkter i det komplexa planet. Det konveza
héljet conv(zxy,...,xy,) dr lika med mdingden av alla konverkombinationer av
punkterna xi,Ts, ..., Ty.

41



Bevis. Vi ska visa att conv(xy,xs,...,2,) och mingden av alla konvexkom-
binationer av punkterna xi,xo,...,2, ir samma méingd. Lat oss kalla den
senare méangden for L.

Vi har i Sats 5.1.5 visat att en konvex méngd innehaller alla konvexkombina-
tioner av dess punkter. Eftersom conv(z1,z2,...,z,) innehaller alla punkter
T1,%2,...,Ty och dr konvex, sa foljer det att den innehaller &ven alla konvex-
kombinationer. Alltsa &r L en delmingd av méngden conv(z1, 2, ..., xy). Vi
fortsédtter med att visa att L &r konvex. Detta &r lite tekniskt att visa. Lat
oss viilja tva godtyckliga punkter z och 2’ i L. Enligt defintionen av L kan de
skrivas pa formen

zZ=a1x1 + asxo + ...+ apT, och z’:a'lml—l—aémg—l—...—l—a%xn
for vissa aq,...,an,d},...,a, € [0,1] som uppfyller att
ai+ag+...+a,=ay+ay+...+a, =1

Lat oss dessutom viéilja ett godtyckligt A € [0, 1]. Vi ska nu visa att Az+(1—\)2’
ar ett element av L. Vi berdknar

Az + (1 =XN)z2' = XNarzy + aszs + ... + apwy)
+ (1= A) (ajz1 + dhxo + ... + a,xy,)
= (A1 + (1= N)a))) z1+ ...+ (Aan + (1 = Nay,) 2y,

Om vi definierar b; = Aa; + (1 — A)a} kan vi skriva ekvationen som
Az + (1= N2 =bixy +boxo + ... + bpxy

Detta ser ut som att det dr en konvexkombination av z1,xo,...,z,. Man
behéver dock nu kontrollera att alla b; ligger i intervallet [0, 1] och att deras
summa by + by + ... + b, ér lika med 1. Detta ger vi som &vningsuppgift at
l&saren.

Dérmed har vi visat att L dr konvex och per definition innehaller L alla punkter
21y ..., 2n. Eftersom conv(zy,...,z,) ir snittet av alla konvexa méingder som
innehaller z1,...,z,, maste conv(zy,..., 2,) vara en delméngd av L. Som vi
visade i borjan av beviset dr tviartom L en delmingd av conv(zy,...,z,).
Dérmed &r méngderna lika. O

5.2 Gauss-Lucas sats

Vi ska i denna kapitel studera hur rétterna till ett polynom ger villkor pa
rotterna till dess derivata. Lat oss borja med att definiera vad derivatan av
ett polynom &r.

Definition 5.2.1. Derivatan av ett polynom f(z) = a,2™ +a,_12" 1 +... +
air + ag ar polynomet f'(z) = na,z" '+ (n—Dap_12" 2+ ...+ 2a22° +ay.
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Exempel 5.2.2. Polynomet f(z) = 223 + 22 — 5z + 4 har derivatan f’(z) =
622 + 22 — 5. Varje konstant polynom f(x) = ¢ for nagot ¢ € C har derivata
f'(x)=0. A

Exempel 5.2.3. Lésaren kidnner kanske till att derivatan av en funktion i
nagon punkt anger lutningen av tangenten till funktionens graf i den punkten.
Betrakta foljande bild som visar funktionsgrafen till ett reellt polynom. Vi

N

D

Figur 5.4: Funktionsgrafen till ett reellt polynom med nagra tangenter

ser fran bilden att polynomet har antingen ett lokalt minimum eller ett lokalt
mazximum mellan varje par av konsekutiva nollstéllen. Vi kommer att ga in mer
i detalj om minimumpunkter och maximumpunkter i Kapitel 7. Tangenten i ett
lokalt minimum eller maximum har alltid lutning 0. Annars sagt, har derivatan
av funktionen alltid en rot i ett lokalt minimum eller maximum. Det foljer att
derivatan av ett polynom alltid maste ha en rot mellan tva punkter som bada
ar rotter till polynomet sjélv. A

For att visa pastaendena i foregaende paragraf pa ett matematiskt korrekt
sitt, kan vi anvénda oss av Rolles sats. Den &r formulerad fér en godtycklig
kontinuerlig funktion och vi anvénder oss av faktumet att alla polynom &r
kontinuerliga funktioner. Vi ger inget bevis for satsen, eftersom detta skulle
krava en djupare bakgrund i analys.

Sats 5.2.4 (Rolles sats). Om f: R — R dr en kontinuerlig funktion och
f(x1) = f(xa) =0 for tva olika reella tal x1 och x2, sa finns det ett tal £ som
uppfyller x1 < & < z9 och f'(§) = 0.

Rolles sats har en intressant konsekvens for polynom som bara har reella rétter.
Foljdsats 5.2.5. Lat f(z) vara ett polynom av grad n som har n olika reella

ritter. Da har dess derivata f'(x) exakt n — 1 olika reella rétter.

Bevis. Lat x1 < x9 < ... < x, vara de n olika rétterna av f(z). Enligt Rolles
sats finns det for varje i = 1,...,n — 1 ett reellt tal & som uppfyller x; < & <
x;41 och f/(&;) = 0. Alltsa har f'(x) de n—1 olika rétterna &1, &2, ..., &p—1. O

Lat oss nu betrakta ett polynom f med komplexa koefficienter. Om polynomet
inte bara har reella rotter, sa skulle vi &nda vilja sdga nagot om var rotterna
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av derivatan ligger. Det visar sig att detta dr mojligt: vi skall nu visa den sa
kallade Gauss-Lucas sats, som dr en generalisering av féregaende sats. I Gauss-
Lucas sats arbetar vi med det konvexa holjet av rotterna till polynomet f, sa
vi far en tydlig bild av vad satsen innebar geometriskt i det komplexa planet.

Sats 5.2.6 (Gauss-Lucas sats). Lat f wvara ett icke-konstant polynom. Da
ligger alla rétter till f' i det konvexa héljet av rotterna till f.

Bevis. Lat oss kalla de n rotterna till f for zi,...,z,, dir n = degf. I
ovningsuppgift 5.4 visas identiteten
flz) 1 1 n 1
flz) z—z1 z—20 T z—2z,
for alla polynom f och alla z € C dér f(z) # 0.
Lat z vara en rot till f/. Lat oss dven anta att f(z) # 0, specialfall f(z) =0
tar vi hand om i slutet av beviset. Vi forlinger alla brak i den foregaende

ekvationen for att fa reella nimnare. Enligt vara antaganden ér f'(2)/f(z) =0,
vilket ger

z— 3 z— 5 z— 7,
0= 5 st tT—0s
PEeTER P ==l
Lat oss definiera «o; := ﬁ for varje ¢ = 1,...,n, och lat « = a1 + ao +
1

...+ a,. Om vi samlar ihop alla termer med z, sa far vi
az =o121 +agZo + ...+ anzy,.
Vi noterar att alla talen aq,..., @, samt deras summa « &r reella. Vi konju-
b ) -]
gerar ekvationen och far
az = o121 +agzo + ...+ apzy.

Vi definierar a; := «;/a och noterar att alla a; &r positiva reella tal vars
summa ar 1. Om vi nu delar forra ekvationen med «, sa far vi

Z=a121 +ag22 + ...+ anzy.

Detta visar att z ligger i det konvexa holjet av 21, 29,..., 2.

Vi ska inte glomma specialfallet nér bade f'(z) = 0 och f(2) = 0. I detta fall
kan vi skriva z = 1 - z, och eftersom z sjilv dr en rot till f sa ligger alltsa z i
det konvexa holjet av alla rotter till f. O

Korollarium 5.2.5 &r ett specialfall av Gauss-Lucas sats: Om f endast har
reella rotter, kommer det konvexa holjet av rotterna att bli ett intervall pa
reella linjen. Alltsa har dess derivata ocksa endast reella rotter.

Exempel 5.2.7. Betrakta polynomet f(z) = 23+ 2%+ 3z — 5. Rotterna till f
arxy =1, z9 = —1+2i och 3 = —1—2i och alla har multiplicitet 1. Derivatan
av f #r polynomet f/(z) = 322 + 2x + 3 och har rétterna x4 = (—1+2v/2i)/3
och x5 = (—1 — 2/2i)/3. I Figur 5.5 kan vi se att x4 och x5 ligger i triangeln
som har hoérnen x1, x5 och z3. A
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T2

T3

Figur 5.5: Rétterna till polynomet 23 4+ 22 + 3z — 5 och dess derivata

Ovningar

Ovning 5.1. Visa Carathéodorys sats for det komplexa planet C som séiger
foljande: Om z ligger i det konvexa holjet K av punkterna zi, zo,..., 2, € C,
sa finns det tre punkter z;,z;, 2, bland 21,29,...,2, sa att z dven ligger i
conv(z;, zj, z). (Anvind ett geometriskt resonemang: Vilken form har K? Om
du drar en rak linje genom z och t.ex. punkten z1, sa skir den linjen mellan tva
andra av punkterna. Anvind det for att konstruera en konvexkombination.)

Ovning 5.2. Visa medelvirdessatsen for kontinuerliga funktioner som siger
foljande: Om f &r en kontinuerlig funktion och a < b &r tva reella tal, sa finns
det nagot reellt tal ¢ € (a,b) sa att

ERRIUES (0

(Konstruera en kontinuerlig funktion g som uppfyller att g(a) = g(b) = 0. Du
kan gora ansatsen g(x) = f(x)+kx+1 och bestdmma lampliga konstanter k£ och
l. Anvénd riknelagarna for derivatan och Rolles sats for g.) Vad beskrivs av

talen W samt f’(¢)? Gor en geometrisk tolkning av medelviirdessatsen.
Ovning 5.3. Lat ay,...,an,d},...,d, €[0,1] vara sa att
ai+...+a,=d\+...+a,=1

och lat A € [0,1]. Definiera b; = Aa; + (1 — A)a) som i beviset av Sats 5.1.8.
Visa att

1. b € [O, 1],
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Ovning 5.4. Visa att om ett icke-konstant polynom f av grad d har rétterna
21, 29,...,2q sa giller det att
1(2) 1 1 1

f(z) :z—zl+z—z2+'”+z—zd

for alla z € C dér f(z) # 0. (For z dir f(z) = 0 far vi ett odefinierat uttryck.)

Ovning 5.5. Lat p vara ett andragradspolynom, dvs degp = 2, som har
rotterna « och 3. Berikna roten av p’ och skriv den som konvexkombination
av « och (. Visa att Gauss-Lucas sats stammer for p.
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6 Symmetriska funktioner

I detta kapitel kommer vi att inféra flera nya begrepp. Forst introduceras
polynom i flera variabler, vilket &r exakt vad det later som: i stéllet for endast
en variabel, till exempel z, tillater vi flera variabler, till exempel x, y och z.

Dock kommer vi inte i detta kapitel att studera polynom i flera variabler i
allménhet, utan en véldigt speciell sorts polynom, de sa kallade symmetriska
polynomen. Symmetriska polynom é&r viktiga &ven nér man studerar polynom i
en variabel, pa grund av Sats 6.4.1 som vi visar i detta kapitel. Denna sats séger
att sambandet mellan rétterna till ett polynom och polynomets koefficienter
enklast uttrycks med hjélp av symmetriska polynom.

Den enskilt viktigaste satsen om symmetriska polynom é&r den sa kallade fun-
damentalsatsen for symmetriska polynom. Denna beskriver hur varje sym-
metriskt polynom, oavsett hur komplicerat, &r uppbyggt av enkla byggstenar.
Dessa enkla byggstenar ér de elementdra symmetriska polynomen.

Slutligen ger vi ett bevis av Newtons identiteter, som relaterar de elementéra
symmetriska polynomen till en annan familj av symmetriska polynom, potens-
summorna.

6.1 Polynom i flera variabler

Tidigare i kursen har vi endast arbetat med polynom i en variabel, som ju &ar
ett uttryck liknande
17 4 5z + 1023 — 7a®.

I detta kapitel kommer vi dock att behova tala om polynom i flera variabler.
Med detta menar vi ett uttryck sasom

Sxy 4 daz® — y? — 22%yz.

Formellt gor vi foljande definition. For att kunna arbeta med ett godtyckligt
antal variabler (och inte bara tre) sa betecknar vi variablerna med z1, z2, ..., T,
i stéllet for x,y, 2.

Definition 6.1.1. Ett polynom i flera variabler ar en dndlig summa av termer
pa formen

axtaxn? - xn,
dér a € C &r en koefficient, x1, ..., x, ar variablerna, och ri,...,r, ar exponen-
terna. Varje tal r; &r ett heltal storre &n eller lika med 0.

Vi ser t.ex. att x‘:{’mg + 5:61:5% ar ett polynom i variablerna x; och x2 och att
323 +51173 —23:2_3 inte &r ett polynom eftersom exponenten till x5 &r negativ.

Manga, men inte alla, av egenskaperna for polynom i en variabel gar fortfa-
rande att formulera for polynom i flera variabler.
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6.2 Symmetriska funktioner

Vi ska i detta avsnitt betrakta polynom i flera variabler som inte férédndras
av att man byter ordning pa variablerna. Sadana polynom ska vi kalla for
symmetriska.

Vi ska klargora vad vi menar med att ”byta ordning pa variabler” med ett
exempel. Funktionen
f(x,y,2) = 2%y + y*2 + 2% + 3zyz

dr en symmetrisk funktion eftersom

f(xayaz) = f(y,fE,Z) = f(:E?Z?y) = f(Zayﬂ?) = f(Z,fE,y) = f(yvzvx)‘
A andra sidan ir
x2y+y2x+xz+yz

inte en symmetrisk funktion. Den foréndras inte av att man byter x och y med
varandra, men om man byter x mot z eller y mot 2z &ndras uttrycket.

For att kunna formalisera definitionen av en symmetrisk funktion, behéver vi

gora en till definition.

Definition 6.2.1. Lat X vara en mingd. En funktion o: X — X kallas en

permutation om det existerar en funktion ¢~': X — X med egenskapen att

o Yoo och oo™ ! &r identitetsfunktionen, d.v.s. funktionen som avbildar alla

element av X pa sig sjélv.

Om X = {x1,x9,...,2,}, tdnker vi pa o som en funktion som byter plats
pa variablerna z1, x9, . .., Z,, och o~ ! som funktionen som byter tillbaka dem
igen. Kravet att 0! ska existera #r nodvindigt for att utesluta ”daliga” funk-
tioner, som den som avbildar alla variabler pa x.

Definition 6.2.2. Lat f vara en funktion i variablerna x1, ..., z,. Vi siger att
f ar en symmetrisk funktion om det for varje permutation

o:{x1,z9, ..., xn} — {21, 22, .0y Tn },

géller att
flxy, 2o, .yxy) = flo(xr),0(x2),...,0(zy)).

Om f ar ett polynom och en symmetrisk funktion, séger vi att f ar ett sym-
metriskt polynom.

Vi ska senare anvinda oss av foljande hjalpsats.

Hjalpsats 6.2.3. Lat f vara en symmetrisk funktion i x1,xs,...,x,. Defini-
era funktionen g i variablerna x1,xo,...,Tn—_1 genom

g(x1,...,xp—1) = f(x1,...,24-1,0).

Da dr g en symmetrisk funktion.
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Bevis. Lat o: {z1,...,2n—1} — {x1,...,2,_1} vara en permutation. Vi ska
visa att

g1, ..., xp—1) = glo(x1),...,0(xn_1)).

Vi definierar 7: {z1,...,zp—1,2,} — {z1,...,2p_1,2,} genom 7(x;) = o(x;)
for allai =1,...,n— 1 och 7(x,) = z,, da dr 7 en permutation. Eftersom f
ar symmetrisk, géller det att

flxy, o xp_1,20) = f(7(21), ..., T(Tp—1), 7(2n))

= f(o(x1),...,0(xpn-1),2n).

Detta ger oss

g(x1,...,xp—1) = f(z1,...,24-1,0)
= f(o(x1),...,0(xpn-1),0)
=g(o(x1,...,0(zp-1)).
vilket skulle visas. U

6.3 Elementira symmetriska polynom

Definition 6.3.1. Lat 1 < k < n. Vi definierar det k:te elementdra symmetris-

ka polynomet av variablerna x1, ..., z, som summan av alla méjliga produkter

av k olika variabler. Vi betecknar det med eg(x1, ..., x,), eller e,(Cn) om vi vill

framhéva antalet variabler, eller bara e, om antalet variabler framgar fran
kontexten. Om k& > n definierar vi e = 0.

Exempel 6.3.2. For n = 4 finns exakt fyra olika elementéira symmetriska
polynom som inte &r noll.

€1 ::1:1+x2+x3+:1:4
€y = T1X2 + Tr1x3 + T1T4 + ToI3 + T2y + Tr3x4

€3 = T1X2T3 + 1Ty + T1T3T4 + Tox3T4

€4 = X1T2T3T4.
A

Att vi anvinder samma namn e for den k:te elementéira symmetriska funk-
tionen oavsett vilket antal variabler vi anvinder kan verka forvirrande forst,
men visar sig vara mycket bekvamt. I praktiken leder inte detta till forvirring
pa grund av foljande anvindbara lemma.

Hjilpsats 6.3.3. Det gdller att

e,(cn)(xl, ey Tpy) = e,(gnﬂ)(:cl, ceey Ty, 0).
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Bevis. Termerna i hogerledet dr alla mojliga produkter av k stycken av variab-
lerna x1, ..., Ty, Tpy1. Sitter vi x4 = 0 forsvinner exakt de termer dar x,41
ingar, och resten dr oféréandrade. Kvar blir alltsa exakt alla mgjliga produkter
av k stycken av x1, ..., Ty,. O

Nasta hjélpsats sdger att om vi ersétter variablerna i ett polynom med andra
symmetriska polynom i samma antal variabler, sa far vi igen ett symmetriskt
polynom.

Hjilpsats 6.3.4. Om p dr ett polynom i k wvariabler och om fi,..., fi dr
symmetriska polynom i n variabler, sa dr polynomet

p(flqua"'afk)

ett symmetriskt polynom © n variabler.

Bevis. Lat o: {x1,...,2,} — {21,...,2,} vara en permutation. Vi ska visa
att

p(fi(xe, .. yxn), oy ful, o )
=p(filo(z1),...,0(@n)),. .., fu(o(x1),...,0(zy))).

Detta foljer direkt fran vart antagande att alla f; &r symmetriska funktioner.
O

Exempel 6.3.5. Lat p(21, 22) = 21 + 225 + 2122. Vi noterar att p(z1, 22) inte
ar symmetriskt i variablerna z; och zy. Lat fi(x1,x9,x3) = 21 + x2 + x3 och
fa(x1, 29, 23) = x12223. Vi berdknar

p(f1, f2) = fr+2f3 + f1f2
= (xl + 29 + 1‘3) + 2(1‘11‘21‘3)2 + (1‘1 + 22 + 1‘3)(.%1.%21‘3)

2.2 2 2 2 3
=21 + 29 + 3 + 22{2525 + 212273 + 12573 + T1T223

och ser att detta ar ett symmetriskt polynom i variablerna x1,x9 och 3. A

Hjalpsats 6.3.4 har ett intressant specialfall: Lat p vara ett godtyckligt poly-
nom i variablerna 1, ..., z,, och lat ey, ..., e, vara de elementira symmetriska
polynomen i dessa variabler. Vi kan bilda polynomet

pler,ea, ..., ep)
genom att sétta in var och ett av de symmetriska polynomen ey, dar variablerna
xy, var forut. Hjdlpsatsen sidger att p(eq, eo, ..., e,) dr ett symmetriskt polynom.

Det visar sig att varje symmetriskt polynom kan konstrueras pa detta sétt
for ett unikt polynom p: de elementéira symmetriska polynomen é&r de enkla
atomer av vilka varje komplicerat symmetriskt polynom &r uppbyggt.

Innan vi formulerar och visar detta precist behover vi ett lemma till.
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Hjalpsats 6.3.6. Lat p vara ett polynom i variablerna x1, ..., z,. Antag att
p(z1, .y tp—1,0) = 0.

Da finns ett polynom q i variablerna x1, ... ,x, med
b=2n-q.

Bevis. Att sétta x, till noll dr detsamma som att stryka alla termer fran p
dér variabeln x, ingar. Att man far nollpolynomet kvar efterat séiger precis
att alla termer forsvunnit, sa att varje term i polynomet p var delbara med
. Alltsa kan x,, brytas ut, vilket skulle visas. O

Sats 6.3.7 (Fundamentalsatsen for symmetriska funktioner). Lat p vara ett
symmetriskt polynom i x1, ..., x,,. Det existerar ett unikt polynom p in variabler
sadant att

p=pler,...,en).

Beuvis. Vi anvénder ett lite knepigt induktionsargument. Det som gor det hér
beviset lite mer komplicerat &r att vi inte anvédnder induktion Gver ett tal,
utan induktion 6ver tva: bade graden till polynomet och antalet variabler. Vi
maste darfor ocksa ha tva olika bassteg. Det forsta ar fallet att p har grad noll,
d.v.s. dr en konstant. I sa fall far vi helt enkelt vilja p till samma konstant.
Det andra &r fallet att n = 1, dér p ar ett vanligt polynom i en variabel. I sa
fall &r e; = x1, alla polynom &r symmetriska, och vi maste dven i detta fall
valja p = p.
Antag att satsen dr bevisad for: (i) alla symmetriska funktioner av hogst n —
1 variabler, och (ii) alla symmetriska funktioner av grad mindre &n degp.
Betrakta polynomet

q=p(x1,x2, ..., Tn_1,0). (6.1)

Enligt Hjdlpsats 6.2.3 ar ¢ en symmetrisk funktion av variablerna x1, ..., x,.
Enligt antagande (i) finns det ett unikt polynom ¢ i n — 1 variabler, sadant
att

~ (n—1 ~1 ~1
g=q(e" ™, e ey, (6.2)
Betrakta nu polynomet
r=p(@1, ) — g™, e el ) (6.3)
i n variabler. Enligt Hjélpsats 6.3.4 &r q(egn), egn), cees 61(171)1) symmetriskt. Dess-

utom &r differensen av tva symmetriska funktioner symmetrisk. Déarmed &r r
en symmetrisk funktion i n variabler. Dessutom &r

r(x1, ..oy ®p_1,0) = 0.

For att se detta, notera att nér vi sitter in x,, = 0 i ekvation (6.3) blir enligt
ekvation (6.1) forsta termen lika med ¢, och andra termen blir enligt Lemma
6.3.3 exakt

ae" ey e,
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Ekvation (6.2) sdger att dessa tva termer tar ut varandra. Enligt Hjdlpsats
6.3.6 dr dérfor varje term i r delbar med z,. Eftersom r &r symmetriskt &r
varje term till och med delbar med z1xs- - x, = e,. Vi kan alltsa skriva

r=e,-Ss.

for nagot polynom s i n variabler. Eftersom 7 och e, &dr symmetriska funk-
tioner dr dven s det. Dessutom har s lagre grad &n p, sa enligt det andra
induktionsantagandet kan vi skriva

s=35(e1,...,en)
pa ett unikt sitt. Det foljer att
p=gqler,...,en—1) + ens(er,...,en),

sa p ar ett polynom i de elementéra symmetriska funktionerna. Eftersom bade
g och § var unikt bestdmda av induktionsantaganden &r denna representation
unik. O

Exempel 6.3.8. Betrakta det symmetriska polynomet fran Exempel 6.3.5,
_ 2,22 2 2 3
p(z1, 2, x3) = x1 + T2 + T3 + 2xix575 + T{T2x3 + T1X5T3 + T1T2T5.

Vi sétter q(x1,x2) = p(x1,x2,0) = x1+ 29 vilket dr ett symmetriskt polynom i
tva variabler. Vi ser direkt att g(x;,z2) &r det forsta elementéra symmetriskta
polynomet. Om vi definierar q(x1,x2) = 21, far vi dirmed att

q(z1,22) = 1 + 22 = €1 = q(ey, e2).
Vi berdknar nu

T(.’El, T2, $3) - p(ajlu T2, $3) - q(617 62)
22,2 2 2 3
= 2x{x525 + 10223 + T1T5T3 + T1T2Ty

= z129x3 (2z120x3 + 1 + T2 + x3)

och far r = e3gs dir s = 2zxyx9w3 + 1 + x2 + x3. Om Vi sétter s(z1,x9,x3) =
2x3 + x1, far vi s = 5(eq, €9, e3). Vi siitter ihop allt och far

p=dq(e1,e2) +e3s(er, e2,€3)
d.v.s. vi kan sétta
p=q+x38s=x1 +x3 223+ 11) =21 + 21‘% + x123.
Detta ger oss
p(z1, T2, 23) = Dler, ez, e3) = e + 2e3 + ejes.

Vi uppmanar ldsaren att jimfora detta med Exempel 6.3.5. A

52



Vi ger dven ett lite mer komplext exempel dér man behover anvinda idén fran
beviset av Sats 6.3.7 flera ganger.

Exempel 6.3.9. Betrakta det symmetriska polynomet
p(x1, 09, 03) = 5 + 23 + 23.

Vi ska uttrycka p med hjilp av e1, es och e3. Vi delar upp losningen i flera steg
for att inte tappa 6verblicken.

Steg 1: Vi betraktar p(x1, z2,0) = 3 + 23 och ska uttrycka detta symmetriska
polynom i tva variabler med hjilp av ej(z1,22) och es(x1,x2). Eftersom det
inte &r uppenbart hur det gar, sa reducerar till en variabel i Steg 2.

Steg 2: Vi betraktar p(z1,0,0) = 23 och vill skriva detta med hjilp av e (z1) =
x1. Detta &r enkelt och vi far p(x1,0,0) = e (z1)3.

Steg 3: Vi atergar till tva variabler och betraktar

3

p(x1,22,0) — er(x1,22)° = af + 25 — (21 + 22)° = —3(ai22 + 2123).

vilket i enlighet med beviset av Sats 6.3.7 dr delbart med ey(z1,z2) = x129.
Vi ser att

—3(3:%3:2 + xlx%) = —3z1x9(x1 + x2) = —3ea (w1, 22)e1(x1, x2).

Vi far att
p(z1,22,0) = e (21,22)° — 3ea(21, 22)e1 (21, 22).

Steg 4: Vi &r nu beredda att hantera alla tre variabler. Vi berdknar

p($17x27x3) - (61(1‘1,.’132,.’133)3 - 362(.’1}'1,.’132,.’133)61(.’13171‘271‘3))

= 3.1‘1.1‘2l‘3 = 363(.1‘1,$2,$3).

och uppmanar lidsaren att genomfora rakningen ovan sjalv. Detta ger oss slut-
ligen att
o3+ o3+ 2h = e} — 3eser + 3es.

A

Vi ser att ett nagorlunda enkelt exempel kan leda till mycket rédkning for
att komma fram till hur man kan uttrycka ett symmetriskt polynom med
hjélp av de elementédra symmetriska polynomen. Dock finns det ett sétt att
forenkla nagra av rdkningarna och just exemplet ovan blir mycket ldttare om
vi anvénder resultatet i Avsnitt 6.5.

6.4 Rotter och koefficienter av polynom

Betrakta nu polynom i en variabel éver de komplexa talen. Kom ihag att enligt
algebrans fundamentalsats (som visas i nésta kapitel) har varje polynom av
grad n exakt n stycken rotter, om vi rdknar en rot av multiplicitet m som m
upprepningar av samma rot.
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Sats 6.4.1. Ldt f(x) = 2" + ap—12"" ' + - + ag vara ett moniskt polynom i
en variabel. Lat dess rétter vara ry, ...,r,. Det gdller att

aj = (—1)”71{6”,]@(7“1, T9,y ey Tn),

sa koefficienterna till f ges (upp till ett teckenbyte) exakt av de elementdira
symmetriska funktionerna av rotterna.

Bewvis. Vi vet att

fl@)=(x—ri)(x—ry) - (x—1p). (6.4)

Begrunda nu vad som hénder ndr man multiplicerar ut alla parenteserna. Varje
term blir en produkt av n faktorer. Man kommer att fa en term 2* precis nir
man multiplicerar ihop k stycken x, och n — k stycken faktorer pa formen
(—r;). Summan av alla sétt att multiplicera ithop n — k olika av de n talen
r1,...,7 ar enligt definitionen av elementéra symmetriska funktioner exakt

en,k(rl, veey Tn),

och eftersom varje rot har ett minustecken vid sig i ekvation (6.4) far vi dess-
utom en faktor (—1)"~*. Men eftersom detta gav precis summan av alla koef-
ficienter som hor till 2*-termer, far vi just aj som koefficient for z*. O

Exempel 6.4.2. Betrakta polynomet f(z) = 23 + asx?® + a1z + ag och antag
att f har rotterna ri, 7o och r3. Vi vet fran Sats 3.3.1 att vi kan skriva f(z) =
c(x—r1)(x—ry)(x—r3) dir ¢ € C &r en konstant. Men eftersom f dr moniskt,
vet vi att ¢ = 1. Vi multiplicerar ut och far

flx) = x® — (ri+re+ 7“3)552 + (rirg + r1rs + rorg)T — rTaTs.

Dérmed géller det att

as = —61(7”177‘2,7’3)
ayp = 62(T17T27T3)
apg = _63(T17T27T3)'

Kombinerar vi Sats 6.4.1 med Sats 6.3.7, far vi foljande viktiga foljdsats.

Foljdsats 6.4.3. Varje funktion av rétterna till ett polynom som inte fordndras
ndr vi byter ordning pa rétterna kan uttryckas i polynomets koefficienter.

Exempel 6.4.4. Betrakta det moniska polynomet f(z) = 2®+asz® +a12+ag
med rétter 71,79 och r3. Polynomet

3,.3,.3
p3(r1,m2,73) = 17 + 15 + 73
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ar ett symmetriskt polynom i variablerna 1,79 och r3 och enligt Féljdsatsen
ovan kan det skrivas som ett polynom i koefficienterna as, a; och ag.

Vi paminner oss om Exempel 6.3.9 diir vi beriiknade att p3 = 3 — 3egeq + 3es.
Enligt Exempel 6.4.2 dr e; = —ao, e2 = a1 och e3 = —ag vilket ger oss att

3 3 3 3
7”1 + T2 + T3 = _a2 + 3a1a2 — 3@0.

6.5 Newtons identiteter

Definition 6.5.1. Lat £ > 1 och n > 1. Vi definierar den k:te potenssumman
som den symmetriska funktionen

pp=aF +ab 4+ a2k

Precis som med e har vi valt en notation for dessa funktioner som inte visar
antalet variabler. Motsvarigheten till Lemma 6.3.3 for potenssummor kan vi-
sas, och det foljer att det inte leder till forvirring att anvénda samma namn
oavsett antalet variabler. Eftersom dessa #r symmetriska funktioner, sa vet vi
enligt Sats 6.3.7 att det gar att uttrycka varje pi i de elementéra symmetriska
funktionerna ey, ..., e,. Foljande sats ger ett sétt att rakna ut hur varje p; kan
uttryckas i e;.

Sats 6.5.2 (Newtons identiteter). Betrakta symmetriska funktioner i n vari-
abler. For varje k gdller att

0=pr — e1Pp_1 + eapr—a — eapr—3 — -+ (=) " Leg_1p1 + (1) kex

(Kom thag att vi har definierat e, =0 om k > n.)

Beuvis. Det forsta och viktigaste steget &r att inse att det forbluffande nog
riacker att bevisa pastaendet i det valdigt speciella fallet £k = n. Om k& > n
kan vi bara ldgga till k — n extra variabler, bevisa pastaendet i detta fall, och
sedan siitta alla extra variabler till 0. Enligt Lemma 6.3.3 far vi kvar exakt
detta pastaende.

Om k < n kravs lite mer. Forst noterar vi att alla termer &r symmetris-
ka, och kan darfor uttryckas i ey, ..., e, enligt Sats 6.3.7. Men eftersom varje
term har grad hogst k, kan endast ey, ..., e inga. Om vi sétter alla variabler
Tht1s Lht2s -, Tp till noll far vi en symmetrisk funktion av z, ..., xx, och en-
ligt Sats 6.3.7 kan vi dérfor skriva uttrycket vi far da pa ett unikt sétt som
en funktion av ey, ..., e;. Men det finns ett uppenbart sétt att skriva uttrycket
som en funktion av ey, ..., eg, ndmligen att ta det uttryck som vi vet fungerar
for n variabler. Det ricker alltsa att visa pastaendet efter att de sista n — k
variablerna satts till noll, och igen har vi reducerat till fallet n = k.

Som i Proposition 6.4.1 géller att

(t—x)(t —x2) - (t—xp) =t —ert" L egt™ 2 4 (=1)"e,,.
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Sétt in t = x1. Hogerledet forsvinner, och vi far
0=2a —erzt !t Feg 2+ (=1)"e,.

Gor nu samma sak for ¢ = x9, ¢ = x3, och sa vidare, och summera alla
ekvationerna man far. Vi ser att summan foérsta termen i varje uttryck blir
exakt

22 4 2l = o,
och summan av andra termen i varje uttryck blir
n—1 n—1 n—1
—€17q — €1T9y — - e1x = —€1Pn—-1,

och sa vidare. Beviset ar klart. O

Exempel 6.5.3. Vi kommer ihag Exempel 6.3.9 dér vi beriknade att ps =
e3 — 3egeq + 3ez med hjilp av flera langa rikningar. Vi ska istiillet anvinda
6.5.2. Newtons identitet for k = 3 séger att

0 = p3 — e1pa + eap1 — 3es.
Vi ser att vi behover uttrycka dven ps och p; med hjélp av e, es och ez. Det
ar klart fran definitionen att p; = e1. For att uttrycka ps anvinder vi Newtons
identitet for k = 2 och far
0= P2 —e1p1 + 262.
Déarmed ar py = e% — 2e9 och
P3 = e1pa — eap1 + 3e3 = e (€2 — 2ey) — egeq + ez = €3 — 3ejen + 3es.

Vi tycker att denna ridkning var mycket smidigare &n i Exempel 6.3.9. A

Foljdsats 6.5.4. Varje elementdrt symmetriskt polynom ey kan uttryckas med
hjdlp av potenssummorna p1, ..., Pk-

Bevis. Detta foljer direkt fran Sats 6.5.2 och induktionsprincipen. Som basfall
kan vi uttrycka e; med hjilp av p; eftersom e; = p; per definition. Antag

att vi kan uttrycka eq,...,er_1 med hjélp av pq,...,pr_1. Betrakta Newtons
identitet
0= pk — e1Pe—1 + €2Pr—2 — €3pp—3 — - + (—=1)" er_1p1 + (=1)"key.

Vi ser att den sista termen i hogerledet ar e; med en koefficient och att alla
andra termer innehaller eq, ..., e;_1 samt potentsummorna p1, ..., p. Enligt
vart induktionsantagande kan vi uttrycka alla andra de termerna med hjilp
av pi,-...,pr—1 och pr. Det ger oss ett uttryck for ey, vilket skulle visas. [
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Exempel 6.5.5. Vi ska uttrycka es med hjéalp av p;,ps och p3. For detta
behéver vi dven uttrycka e; och ey genom p; och py. Vi vet att e; = p.
Newtons identitet for &k = 2 ger oss att

0= P2 —e1p1 + 262.

och dérmed &r ey = % (e1p1 —p2) = % (p% — pg). Vi anviander Newtons identi-
tet for k=3
0 =p3 —e1p2 + eap1 — 3e3

och far att

(p3 — e1p2 + eap1)

1
<p3 —pip2 + B (p% - p2) p1>

€3 =

(2p3 — 3p1p2 + pi’)

D= W= W=

Ovningar

Ovning 6.1. Uttryck det symmetriska polynomet

xlx% + xla:g + ngz::l)’ + :1:2:133 + :1:3:1::1)’ + :1:3:1:%

med hjélp av de elementdra symmetriska polynomen eq, ea och es.

Ovning 6.2. Uttryck potenssumman p4 med hjélp av de elementira symmet-
riska polynomen ey, es, e3 och ey.

Ovning 6.3. Uttryck det elementira symmetriska polynomet e, med hjilp
av potenssummorna py, p2, p3 och py.

Ovning 6.4. Lat p(z) = z* + azz® 4+ aoz® + ayz + ag vara ett reellt polynom
med rétterna xq, xo, x3 och x4.

1. Uttryck potenssummorna 3 + x3 + 22 + 2% och z} + x5 + 23 + 2] med
hjélp av koefficienterna ag, as, a; och ag.

2. Forklara pa vilket sidtt man kan testa om polynomet p bara har reella
rétter med hjilp av potenssummorna 2% + x3 + 23 + 23 och xf + 23 +
x4+ 24 - utan att beriikna rotterna. Ar testet tillriickligt for att veta att
polynomet bara har reella rétter?

3. Utfor testet pa polynomen fi(z) = 2* — 23 + 22 — 2 + 1, fo(z) = 2* —
203 + 22+ +1och fy(x) =2t —22° + 22 —z + 1.
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Ovning 6.5. Antag att polynomet p(z) = 2° + asz? + a1x + ag har rétterna
1,79 och r3. Bestim koefficienterna av polynomet q(z) = 22 + byx? + by + by
som har rétterna rf, 73 och r3 pa foljande sétt:

1.

Uttryck bo, by och by med hjélp av de elementéra symmetriska polynomen

e1(rf,r3,r3), e2(rf, r3,r3) och es(r?, r3,r3). (Anvind Exempel 6.4.2.)

2 .2

. Skriv ey (r?,73,73), ea(r?,73,73) och es(r?,r3,73) med hjilp av de ele-

mentéra symmetriska polynomen i variablerna 71,7 och rs.

. Skriv ey (ry,7r9,73), e2(r1, 72, 73) och es(ry,re,73) med hjilp av as,a; och

ap. (Anvénd Exempel 6.4.2.)

. Uttryck bo, b1 och by med hjilp av ao,a; och ag.

. Givet att polynomet p(z) = 23 — 22% — 52 + 6 har rétterna 1, —2 och 3,

bestdm polynomet som har rotterna 1,4 och 9.
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7 Algebrans fundamentalsats

I detta kapitel bevisar vi till sist den berémda algebrans fundamentalsats: varje
polynom med komplexa koefficienter har minst en komplex rot. Vi borjar med
att ge en oversiktsbild av strategin vi kommer att anvéinda i beviset. Efter det-
ta kommer ett avsnitt dar vi diskuterar maximum- och minimumpunkter av
reellvirda funktioner, nagot som kommer att vara centralt i bevisforingen. Ef-
ter detta kommer sjélva beviset for satsen. Vi visar flera hjilpsatser som har att
gora med vilka termer i ett polynom som &r stora och vilka termer som dr sma,
sett till beloppet. Man kan séga att nér |z| dr nédra noll, kommer polynomets
beteende att avgoras av hur ldgstagradstermen ser ut, och nér |z| &r mycket
stort kommer polynomets beteende att avgoras av hur hogstagradstermen ser
ut. Nér alla hjilpsatser dr samlade far man ut beviset med férvanansvért liten
anstrangning.

Vi rekommenderar att ldsaren vixlar mellan 6versiktsbilden i avsnitt 7.1 och
det utforliga beviset i avsnitt 7.3. Bevisskissen kan vara svarlidst for att den
kénns for pratig och oprecis, medan det fullstéindiga beviset kanske kan kédnnas
omotiverat eller sa detaljerat att man inte ser skogen for alla trad.

7.1 Bevisskiss

Den grundléggande idén i beviset for algebrans fundamentalsats &r att studera
lokala minimipunkter till polynom éver de komplexa talen. Over de reella talen
ar ldsaren antagligen bekant med vad en minimum- och maximumpunkt till
en funktion ar for nagot, och hur man hittar dem: till exempel &r x = 0 en
(global) minimumpunkt till polynomet x? 4+ 1, och # = —1 #r ett (lokalt)
maximum till polynomet 23 — 3z 4+ 2. (Vi avstar fran att ga in i detaljer om
utrikningarna som visar detta.)

Over de komplexa talen maste man forst fundera éver vad man menar med
ett minimum eller ett maximum. Det &r ju odefinierat huruvida ett komplext
tal ar storre é&n ett annat. Dock kan vi jamfora beloppen av komplexa tal med
varandra, sa man kan siga att ett tal zy dr ett lokalt minimum till |f(z)| om
det for alla tal z som ligger tillrdckligt nédra zy i komplexa planet géller att
£ > 1f (o)l

Det som visar sig med denna definition &r att de punkter som var minimi- och
maximipunkter till polynom &6ver de reella talen generellt slutar vara det nér
man tittar over de komplexa talen. Till exempel sa var x = 0 ett minimum
till 22 + 1, som vi anmirkte forut. Men detta beror endast pa att x? alltid
Ar positivt ndr z #r reellt: nir x tillits ta komplexa virden kan x? mycket
vil vara negativt, sa att vi inte ldngre har ett minimum i origo. (Tag t.ex.
x =1/10, eller z = /1000, eller...)

Den mycket viktiga hjélpsats vi visar i detta kapitel ar foljande: om f &r ett
polynom och zy &r en punkt i komplexa planet, sa kan |f(z)| endast ha ett
lokalt minimum i denna punkt av den triviala anledningen att f(zo) faktiskt
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ar lika med noll. Med denna hjélpsats i var arsenal ricker det alltsa att visa
att |f(z)| har nagot lokalt minimum om vi vill visa att f har ett nollstélle.

For att visa existensen av ett lokalt minimum kommer vi faktiskt att visa ett
starkare pastaende, ndmligen att det existerar ett globalt minimum. Det &r inte
sant att alla funktioner har ett globalt minimum, sa det ar verkligen nagot vi
maste bevisa hér! I vart fall dr vi intresserade av funktionen |f]: C — R, som
dr sammanséttningen av f: C — C, och absolutbeloppsfunktionen C — R.
Det som dock géller for funktionen |f|: C — R &r foljande egenskaper, som
kommer att preciseras i kapitlet: (i) funktionen &r kontinuerlig; (ii) nér |z| ar
tillrackligt stort kommer dven |f(z)| vara stort. Av dessa kommer vi endast
att visa egenskap (ii). Intuitivt géller pastaendet eftersom att nér |z| dr stort
ar hogstagradstermen z" mycket storre till beloppet én alla andra termerna.

Dessa tva egenskaper visar sig vara tillrackliga for att garantera existensen av
ett globalt minimum till en funktion C — R. For att visa detta i detalj behovs
det en lite djupare studie av egenskaper hos de reella och komplexa talen. Vi
kommer déarfor att forpassa detta till ett appendix, och i kapitlet kommer vi
endast att citera det resultat vi behover.

7.2 Lokala och globala minima

Vi boérjar med att definiera de termer vi kommer att tala om i detta kapitel.
Vi nojer oss med att definiera minimipunkter, och Gverlater at ldsaren att
formulera motsvarande definitioner av maximumpunkter. Lat oss borja med
att definiera vad vi menar med ett globalt minimum.

Definition 7.2.1. Lat X vara en godtycklig méngd, och f: X — R en funk-
tion. Vi séger att ett element xg € X &r ett globalt minimum till f om olikheten
f(xg) < f(x) giller for alla x € X.

Definition 7.2.2. Lat X vara en godtycklig méngd, och f: X — R en funk-
tion. Vi sdger att f ar neddt begrinsad om det existerar en konstant K sadan
att f(z) > K for alla z € X.

En funktion som har ett globalt minimum #r ocksa nedat begréinsad, eftersom
vi kan ta K = f(z9).

Vi kommer ocksa att behova tala om lokala minimipunkter. Detta skall tolkas
som att funktionen inte antar nagra mindre virden dn f(xg) sa linge man
tittar tillrdckligt ndra punkten xg. Men for en godtycklig mangd X &r det
meningslost att tala om att tva element &r ndra varandra, sa i nésta definition
maste vi vara lite specifikare angaende vad for slags méangd funktionen f &r
definierad pa.

Definition 7.2.3. Lat S vara en delméngd av C, och f: S — R en funktion.
Vi séger att ett element xg € S dr ett lokalt minimum till f om det existerar
ett tal r > 0 sadant att for alla x € S vars avstand till o (alltsa |z — z¢|) &r
hogst r, giller att f(xzg) < f(x).
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Lat oss betrakta tva exempel.

Exempel 7.2.4. Betrakta funktionen f: C — R som definieras genom f(z) =
el Denna funktion antar ett storsta virde: vi har f(0) = 1, och om z # 0
dr |z| > 0, sa el < 1. Funktionen #r dérfor uppat begrinsad. Den #r ocksa
nedat begrinsad, eftersom exponentialfunktionen aldrig &r negativ. Dock sak-
nar funktionen ett globalt minimum! Anledningen #r att funktionen antar
vérden godtyckligt néra noll, men den antar aldrig virdet noll sjélvt. Nér |z|
viljs stort nog kan f(z) fas att vara mindre #n vilken konstant r > 0 som
helst. A

Exempel 7.2.5. Lat S vara cirkelskivan
{zeCllz[ <1},

och betrakta funktionen f: S — R som ges av f(z +iy) = y, det vill séga, tar
ut imaginérdelen. Denna funktion saknar bade globalt och lokalt minimum.
Funktionen antar alla vérden i intervallet —1 < r < 1, men den antar aldrig
randvérdena 1 och —1. Om vi &ndrar méngden S till

T={zeCllz[ <1},

det vill séiga, vi ldgger till randen pa cirkelskivan, sa finns det dock bade
ett globalt minimum och maximum, ndmligen i punkterna z = —i respektive
z =1. A

Problemet i foregaende exempel som férhindrade existensen av globala minima
var att funktionen kunde anta mindre och mindre virden nér variabeln z togs
niarmre och ndrmre randen pa definitionsméngden. Pa ett ganska liknande sétt
var problemet i exemplet innan dess att funktionen antog mindre och mindre
véirden nér variabeln z togs ndrmre och nérmre oéndligheten.

Om man vill garantera att en kontinuerlig funktion har ett globalt minimum
riacker det dock att utesluta dessa tva mojligheter. Lat for varje R > 0

Dr={2z€C||z| < R}.

Ménden Dpg har de viktiga egenskaperna att den ar dndligt stor och sluten,
vilket vi inte kommer att definiera precist men som ungefir innebér att den
innehaller sin egen rand. Foljande sats kommer vi att anvinda utan bevis.

Sats 7.2.6. Varje kontinuerlig funktion Dp 4, R har ett globalt minimum
respektive maximum, det vill sdga, antar ett storsta och minsta vdrde.

Att definiera exakt vad en kontinuerlig funktion &r skulle ta oss for langt fran
amnet. En nagot omatematisk definition av kontinuitet &r att sa linge man har
en tillrackligt liten storning i funktionens indata, kan man se till att skillnaden
i funktionens utdata blir godtyckligt liten. Funktionerna i exemplen ovan &r
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kontinuerliga. Ett exempel pa en icke kontinuerlig funktion &ar f: C — R som

ges av
1 omz € Dp
Z) =
/) {0 annars.

Denna funktion har en sa kallad diskontinuitet i varje punkt pa randen till
cirkelskivan Dp. For oss récker det att veta att nér f &r ett polynom &r |f(z)]
en kontinuerlig funktion, sa att satsen ovan &r tillampbar i detta fall. Mer
detaljer finns i appendixet.

7.3 Algebrans fundamentalsats

Hjalpsats 7.3.1. Varje tal a € C har en k:te rot for alla positiva heltal k, det
vill siga, det existerar nagot z som uppfyller 2* = a.

Bevis. Skriv a pa poldr form: a = re?. Lat nu z = (¢/r)e’/F. (Notera att
eftersom r &r positivt och reellt, har det en positiv och reell k:te rot ¢/r —
vi behover alltsa inte anvédnda hjélpsatsen vi forsoker visa for att definiera z,
vilket skulle leda till ett otrevligt cirkelbevis.) Nu géller att

Zk _ (\k/;)k(ew/k)k _ Tei@ =a,
vilket visar pastaendet. O

Denna hjélpsats ér ett specialfall av algebrans fundamentalsats, eftersom det
kan formuleras som att polynomet z¥ — a har minst en rot.

Vi paminner om triangelolikheten (Ovning 1.5) eftersom den kommer att
anvindas pa flera stéllen i resten av detta avsnitt. Olikheten séger att om
z och w ar komplexa tal, géller att

|z +w| < |z| + |w|.
Vi kommer ocksa att anvinda den omvénda triangelolikheten,
|z +w| > |z| — |w|.

Hjalpsats 7.3.2. Lat f och g vara polynom, och antag att deg f > degg. Da
ezisterar ett positivt tal R sadant att

[F ()] > lg(2)]
om |z| > R.

Bevis. Den intuitiva forklaring till hjdlpsatsen dr mycket enkel: nér |z| &r
mycket stort, kommer hogstagradstermen att vara mycket storre &n alla andra
termer, sa att beloppet av | f(z)| i princip bestdms av beloppet av termen med
hogst grad. Alltsa vixer |f| snabbare &n |g| om f har hogre gradtal. For att
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visa hjélpsatsen rigortst krévs dock en del rikning. Dock kan vi gora riktigt
grova uppskattningar, eftersom vi inte ar intresserade av att hitta ett speciellt
litet R — vi vill bara veta att det existerar nagot tal R med egenskapen i
hjélpsatsen.

Lat f(z) =ap+ a1z + ...+ apz", och g(z) = by + b1z + ...+ b,z Genom
att anvinda triangelolikheten flera ganger fas att

l9(2) < [bol + [bal[2] + - - + [bm][2"™].

Om dessutom |z| > 1 (och eftersom vi far vilja R hur stort vi vill &r det ju
tillatet att anta detta) kommer |[2™| > |z|, sa vi far en &nnu grévre uppskatt-
ning genom att ta

l9(2)| < ([bol + [br| + .. + [bm]) [27].

For att forenkla notationen, lat b = |bg| 4 |b1| + ...+ [by|. Vi kan alltsa ersétta
g med

g(z) = bz",
eftersom detta polynom kommer att ha storre belopp &n g nér |z| ar stort. Vi
kan dessutom anta att m = n — 1, eftersom

b2 = o] ] > (b,

da|z| >1ochn—1—m>0. Nuér

f(2) ag+ ...+ a,2" 11 ag a1
= = =-|— + ...t an_1+anz|. 7.1
'g(z) bzn—1 blzn—1 = zn—2 nel (7.1)
Antag att |z| dr storre dn den storsta av koefficienterna ag, ..., a,—2. I sa fall
har var och en av termerna
ayg a1 Gp—2
=17 on=27""""

belopp mindre dn 1. Eftersom det &r n — 1 stycken termer, foljer det ur tri-
angelolikheten att

ao ay Ap—2

St ezt

—i—an,l‘ <n—14|ap-1]

Lat nu a = n—1+|a,—1|. Anvinder vi omvinda triangelolikheten pa ekvation
(7.1) fas

f(2) 1 agp aj 1
=|>=3 (|anz\ - |25+ 25 —|—...—|—an_1D > = (Janz| —a). (72)
Antag nu att
a+b
|z| > .
|an|
Inséttning i ekvation (7.2) ger att
f(2) 1 ( a+b >
= > — | |ap| - —a| =1,
757 (o
eller ekvivalent att |f(2)| > |g(2)] > |g(2)|. O
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I beviset anstrangde vi oss inte fér att hitta en speciellt bra undre gréns for
vad R ska viljas till, utan ndjde oss med att veta att nagot sadant R existerar.
I beviset antog vi pa olika stéllen att |z| > 1, att |z| &r storre &n var och en
av koefficienterna ag, ay, - - - a,—2, och slutligen att |z| > (a +b)/|ay|, dér bade
a och b var stora uttryck som berodde pa koefficienterna till f och g. Beviset
siger alltsa att R skall viiljas storre &n vart och ett av dessa villkor.

Néista hjélpsats dr en variation pa den foregaende. Nu vill vi i stéllet studera
beteendet néra origo. I forra hjdlpsatsen var intuitionen att nér |z| &r stort
kommer bara hogstagradstermen att avgdra polynomets beteende, och att
hogstagradstermen véxer snabbare ju hogre gradtal den har. Har behover vi i
stillet att nér |z| &r litet sa kommer légstagradstermen att vara dominerande,
och ju ldgre gradtal denna term har desto storre blir den néra origo. For
att bevisa denna hjilpsats kommer vi att anvénda resultatet av foregaende
hjélpsats och variabelbytet w = 1/z; att |z| &r néra noll blir da exakt samma
sak som att w har stort absolutbelopp.

Definition 7.3.3. Lat f vara ett polynom. Vi definierar kograden av f som
exponenten till den term som har ldgst gradtal. Kograden till nollpolynomet
definieras som +oo. Vi betecknar kograden med codeg f.

Hjalpsats 7.3.4. Lat f och g vara nollskilda polynom. Antag att codeg f <
codeg g. I sa fall existerar ett positivt tal r sadant att

[F(2)] > 1g(2)]

inuti den punkterade disken {z € C|0 < |z| < r}.

Bevis. Om g = 0 &r antagandet i hjalpsatsen sant, och pastaendet uppenbart.
Sa antag att g # 0.

Lat w = 1/z. Vi kan inte direkt tillimpa foregaende hjilpsats pa uttrycken
f(1/w) och g(1/w), eftersom dessa inte &r polynom i w. Det vi dock kan gora
ar detta: lat N vara ett tal storre dn eller lika med bade deg(f) och deg(g).
Betrakta

w f(1/w) och w® g(1/w).

Uttrycket f(1/w) innehaller bara negative exponenter av w. Den ligsta ex-
ponenten som ingar &r —deg(f) och den hogsta exponenten blir — codeg(f).
Eftersom N — deg(f) > 0 blir w" f(1/w) verkligen ett polynom i w, och dess
grad dr N — codeg(f). Motsvarande pastaende giller for g. Alltsa &r

deg(w™ f(1/w)) = N — codeg(f) > N — codeg(g) = deg(w" g(1/w)),
sa enligt foregaende hjdlpsats finns det ett tal R sadant att nér |w| > R &r

[ F(1/w)] > [wg(1/w)].

Delar vi olikheten med |w!| (

stallet att

som ju maste vara positivt och nollskilt!) fas i
[F(1/w)] > [9(1/w)]
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da |w| > R, vilket efter att byta tillbaks till variabeln z &r ekvivalent med att

£ (2)] > [g(2)]
da 0 < |z| < 1/R.

Hjilpsats 7.3.5. Lat f vara ett icke-konstant polynom, och antag att f(zo) #
0. I sa fall har |f(z)| inte ett lokalt minimum i punkten zp.

Bevis. Vi gor forst nagra forenklande antaganden. Att visa att f(z) inte har
ett minimum i 2z #r ekvivalent med att visa att polynomet f(z + zg) inte har
ett minimum i origo. Genom att byta ut vart ursprungliga f mot f(z + zg)
kan vi alltsa anta att zg = 0. Vi kommer inte heller att fordndra huruvida
polynomet har ett minimum eller inte genom att dividera f med f(0) (som vi
vet ar nollskilt), sa vi kan anta att f(0) = 1.

Lat b vara polynomets nésta nollskilda koefficient efter konstanttermen, sa att
vi kan skriva

f(z) =14 b2F 4 2FHg(2),
diar k > 1 dr nagot heltal och g(z) dr nagot polynom. Enligt Hjdlpsats 7.3.1
kan vi vilja ett tal a sidant att a¥ = —1/b. Genom att ersitta z med az, kan
vi dessutom anta att b = —1, eftersom b(az)® = —2F. For att sammanfatta
kan vi alltsa anta att zyp = 0, och att f har den speciella formen

f(z) =1—2F 4 2Fg(2).

Det vi vill visa nu &r att om man véljer z till ett tillrackligt litet positivt reellt
tal kommer

[f ()] < [£(0)]-
Speciellt kan da inte |f(0)| ha varit ett lokalt minimum, eftersom z kan véljas
godtyckligt néra origo. Uppenbarligen giller det att

codeg(z¥) < codeg(2"g(2)).

Enligt Hjalpsats 7.3.4 existerar det ett tal » > 0 sadant att for alla z med
0 < |z| < r giller

28] >[5 1g(2)).
Om |z| < 7 ger denna olikhet tillsammans med triangelolikheten (Ovning 1.5)
att

[f()] =11 =25+ 2P g(2)] <1 =25+ M g(2)] < 1= 25 + |2

Antag nu att z, utéver att vara mindre i belopp &n r, dessutom &r positivt,
reellt och mindre #n 1. I sd fall &#ir [1 — 2%| = 1 — 2¥ och |2*| = r*. Olikheten
ovan blir ddrav

If(2)l <1—=2F+2"=1=]f(0).

Eftersom det gar att hitta reella tal z godtyckligt néra origo som uppfyller de
givna villkoren (0 < z < r, z < 1) visar detta att |f(z)| inte kan ha haft origo
som lokalt minimum. ]
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Sats 7.3.6. Varje polynom av grad minst ett har minst en rot i komplexa
planet.

Bevis. Betrakta f(0) som ett polynom av grad noll. Enligt Hjélpsats 7.3.2
existerar en konstant R sadan att |f(z)| > |f(0)| om |z| > R, det vill séga,
om z ¢ Dpg. Enligt Sats 7.2.6 finns det en punkt zgp € Dg som minimerar den
kontinuerliga funktionen |f(z)|: Dr — R. Vi vet alltsa att

[f(2)] = | f(20)]

for alla z € Dr. Men vi vet ocksa att |f(z)| = [f(0)| for alla z ¢ Dpg, och att
|£(0)] = |f(20)| eftersom 0 € Dg. Det foljer att olikheten

[f(2)] = | f(20)]

géiller for alla z € C 6ver huvud taget. Alltsa &r 2y ett globalt minimum
och speciellt dven ett lokalt minimum. Men i sa fall ger Hjdlpsats 7.3.5 att
f(z0) = 0, och vi har funnit en rot. O

Ovningar

Ovning 7.1. Lat f(z) = ag + apz® + app12® + - + a,2™ vara ett polynom
med reella koefficienter, sa att f definierar en funktion R — R. Hér &r k >
1 gradtalet pa forsta nollskilda koefficienten efter konstanttermen. Visa att
huruvida f har ett lokalt minimum eller maximum i origo endast bestdms av
ar. Mer specifikt: om k ar udda har f varken ett minimum eller maximum,
men om k dr jamnt kommer f att ha ett lokalt minimum om az > 0 och ett
lokalt maximum om a; < 0.

Ovning 7.2. Forklara vad foregaende uppgift har att gora med det sa kallade
”andraderivata-testet”, om ni har sett det tidigare.

Ovning 7.3. Lat f vara ett icke-konstant polynom. Visa att f antar alla
varden i det komplexa planet minst en gang.

Ovning 7.4. Lat f vara ett polynom av grad n > 0. Visa att f antar alla
utom andligt manga virden i det komplexa planet exakt n ganger.

Ledning: Anviind resultatet fran Ovning 2.8, att polynomet f har en upprepad
rot i punkten zy om och endast om zy ocksa dr en rot till derivatan till f.

Ovning 7.5. Visa att foljande tva pastaenden r ekvivalenta: (i) Varje po-
lynom med koefficienter i C har minst en rot; (ii) De enda polynom med
koefficienter i C som &r irreducibla 6ver C har de vars grad &r hogst 1.

Ovning 7.6. Lat f vara ett polynom, och R > 0 ett tal. Funktionen
|f| : DR — R

har enligt Sats 7.2.6 ett storsta och minsta virde. Visa att maximum antas
pa randen till mingden, det vill sdga da |z| = R. Ledning: bevisa forst en
motsvarighet till Sats 7.3.5 for lokala maximum, i stéllet for lokala minimum.
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Ovning 7.7. Lat D vara enhetsdisken Dy = {z € C | |2| < 1}. Lat f vara
ett polynom som har egenskapen att f(z) € D om z € D. Antag ocksa att
f(0) = 0. Visa att olikheten |f(z)| < |z| géller pa hela D. Ledning: anvind
resultatet fran foregaende uppgift pa ett listigt satt.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 0.1.
1. BUC = A.
2. BNC =0.

3. DNC = {4,36}.

4. {zeD|zeBy=DnB={1,19,101}.

5. {r € A|z=y+ 1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
6. {x+1|zeD}=1{25,20,37,102}.

Ovning 0.3. Tag z € (ANC)U (BN C%)°. Det betyder att = € Q och
z ¢ (ANC)U(BNC®). Alltsa har vi att x ¢ ANC och x ¢ BN C*. Det finns
nu tva mojligheter: x € C och = ¢ C.

I det forsta fallet, det vill siiga x € C, maste x ¢ A eftersom om x € A sa skulle
x € AN C vilket ar falskt. Alltsa géller x € A€, vilket tillsammans med z €
C ger att x € A°NC i detta fall. I synnerhet har vi att x € (A°NC)U(BNC*).

I det andra fallet géller x € C° och da maste z € B¢ eftersom om x € B sa
skulle x € B N C° vilket ar falskt. Alltsa géller x € BN C€, och i synnerhet
x € (A°NC)U (B NCe).

I bada fallen géller alltsa x € (A°NC)U(B°NC®), och eftersom x var godtycklig
sa visar detta att (ANC)U(BNC®)) C (A°NC)U (B°NC*).

Omviént, tag x € (A°NC)U (BN CC). Da géller z € A°NC eller z € B°NC*
(eller bada). Vi har alltsa dessa tva fall.

I det forsta fallet, det vill siga = € A°N C, har vi att * ¢ A och =z ¢ C°.
I synnerhet har vi att x ¢ AN C (eftersom = ¢ A) och att x ¢ BN C*
(eftersom x ¢ C¢). Alltsa tillhor x varken A N C eller B N C¢, vilket betyder
att z € (ANC)U(BNC))".

I det andra fallet, det vill siiga x € B°NC® har vi att ¢ B och att = ¢ C. Det
foljer att x ¢ ANC och att © ¢ BN C°. Alltsa giller z ¢ (ANC)U (BN C°),
vilket betyder att z € (AN C) U (BNC%))".

I bada fallen har det alltsa visats att x € (AN C) U (BN C9))°, och eftersom
x var godtycklig visar detta att (AN C)U(B°NC) C (ANC)U(BNC))".

Vi har alltsa visat att (ANC)U (BN C%))° C (A°NC) U (BN C° och att
(A°NC)U(B°NC C((ANC)U(BNC) och dirmed att

(ANC)U(BNCY)) = (A°NC)U(B°NC°).
Ovning 1.1.
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1. Vi beréknar forst summan z + w = 3+ (—1) + (1 +4)i = 2 + 5i och
differensen z —w =3 — (—1) + (1 — 4)i = 4 — 3i. Produkten av z och w
blir

zw=3-(-1)—4-14+¢3-441-(-1)) = -7+ 11i.

Eftersom | — 1+ 4i|> = 42 + 12 = 17 far vi
: (B4i)(—1—4i)  —344+4i(—12-1) 1 13

(—1+ 4i)(1 — 4i) 17 RN A

2. Vihar z +w = 0+2+i(—v2 —5) = 2 — (5 ++/2)i, och differensen blir
z—w=0-2+i(—v2—(=5)) = -2+ (5 — /2)i. Vi far vidare
2w =0-2—(—V2)(=5) +i(0- (=5) — 2-V2) = —5v2 — 2/2i,
och kvoten av z och w blir

z =20 (24+5i)  5/2 2V2.
— = = — 1.
w 4+ 25 29 29

Ovning 1.3. Om z =z + iy ér Z = x — iy. S&
z+zZ=x+iwy+z—1y =2z,

och
z—Z=x+1y — T+ 1y = 2iy.

Delar vi ekvationerna ovan med 2 respektive 2¢ finner vi att

x = Re(z) = itz

2
och _
y=1Im(z) = z _Z

21

Ovning 1.5. Vi ska visa att |z + y| < |z| + |y|. Eftersom biigge sidor ar
ickenegativa, dr detta ekvivalent med att visa att

z+y> < (lz] + |y)* = |=1* + [yI* + 2Jz|ly],
vilket i sin tur ar ekvivalent med att
(z +y)(T +7) < 2T+ yy + 2|z(|y].

Men (z + y)(T +7) = T + yy + 2y + yT. Subtraherar vi 27 + yy fran bigge
sidor finner vi alltsa att det &r ekvivalent att visa olikheten

2y + yT < 2zyl.
Lat nu z = zy. Da &r |z| = |z||y| = |z||y|, s& vi kan skriva om olikheten som

2+ 7Z < 2|2
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Eftersom z + Z = 2Re(z), aterstar enbart att visa olikheten R(z) < |z|]. Om
2z = a + bi skall vi alltsa visa att a < Va2 + b2. Men eftersom b2 > 0 &r
Va? +b%> > Va? = |a| > a. och olikheten &r visad.

For att visa den omvénda triangelolikheten, 1lat z = = — y. Vi har enligt
triangelolikheten att |z 4+ y| < |z| + |y|. Men detta dr samma sak som att
|z < [o =yl + [yl eller [z] — |y < |z —yl.

Ovning 1.7. Vi skriver ¢ med hjilp av sinus och cosinus

d d
@626 =2 (cos@ +isinf)
och deriverar real- och imaginérdel var for sig, vilket ger oss
d ; d
W= — cosf+ i— sinf

0° " do 0
= —sinf +icosf
=4 (isinf + cos 0)
= jel?

Ovning 2.1. Vi bérjar med basfallet n = 1: ekvation 2.2 r uppfyllt for n = 1
eftersom 12 = % =1.

Antag att ekvation (2.2) géller for nagot n € N. Vi ska visa att det da géller
for n 4+ 1. Betrakta vénsterledet i ekvation (2.2) for n + 1.

P+22+3+. 40+ (n+1)°=(12+22+3+...+n°) + (n+1)°

Vi anvénder induktionsantagandet att ekvation (2.2) géller fér n och ersitter
den kortare summan. Det ger oss att

9 2n3 +3n? +n
=
203+ 3n% 4+ n+6(n+1)>2
B 6
2+ 9n? + 130+ 6

6

124+2243°+ ... +n +(n+1)2

Vi berdknar hogerledet i Ekvation 2.2 dér vi ersdtter n med n + 1

20+ 123 +3(n+ 12+ (n+1)
6
2P +3n2+3n+1)+3(n*+2n+1)+ (n+1)
6

203 +9n? 4+ 13n +6
B 6

Vi ser att vénster- och hogerledet blir samma och dédrmed stdmmer ekvation
2.2 aven for n + 1.

Nu ger induktionsprincipen att ekvation (2.2) géller for alla n € N.
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Ovning 2.3. Antag att deg f = n och degg = m. Da kan vi skriva f(z) =
anz™+...+a1x+ag och g(z) = bypx™+...+ bz + by for nagra ag,...,a, € C
och bg,...,b, € C dér a, # 0 och b, # 0.

(). Vi berdknar produkten

(fg)(x) = (anz™ + ... + a1z + ag) + (bpx™ + ... + bz + bo)
= Apbp ™ + (apbpm—1 + Gp_1bp) 2T 4L
Vi ser att termen med den hogsta exponenten #r lika med a,b,,2" "™ och att
anby # 0. Diarmed &r deg(fg) = n + m.

(ii). Vi beréknar summan
(f+9)(x) = (anz™ + ... + a1+ ag) + (bpx™ + ... + b1z + bo) .

Vi betraktar olika mojliga fall.

Fall 1: n > m. Termen med den hogsta exponenten i f + ¢ &ér lika med a,x™
och dérmed ér deg(f + g) = deg f.

Fall 2: n < m. Da &r b,,2™ termen med den hogsta exponenten och vi far
deg(f + g) = degyg.

Fall 3: n = m och a,+b, # 0.1 detta fall &r termen med den hogsta exponenten
lika med (a,,+by,)x™ och eftersom a,,+b, # 0 far vi deg(f+g) = deg f = degy.

Fall 4: n = m och a,, + b, = 0. Det &ar det intressanta fallet, eftersom termen
(an + byp)z™ ér lika med 0 och forsvinner. Da har termen med den hogsta
exponenten som inte forsvinner en exponent som ar mindre &n n och vi far att

deg(f + g) < deg f = degg.

Vi ser att i alla fyra fall blir deg(f 4+ ¢g) < max(deg f,degg).

(iii) Tag till exempel f(x) = x + 1 och g(z) = —z + 2 dér deg f = 1 och
degg = 1. Vi far att f + g = 3 och deg(f + g) = 0. Alltsa &r i detta fall
deg(f + g) < max(deg f,deg g).

Ovning 2.5. Vi har enligt uppgiften féljande situation:

f=aqg+f
g=qsfa+ f3
fo=qaf3+ fa

Je—2 = arfr—1+ fi
Je—1= qes1fe +0.

(a). Om vi betraktar den sista ekvationen ovan, ser vi att f;_; ar delbart med
fr- Enligt den nést sista ekvationen &r f;_o summan av tva polynom som
bada ar delbara med fi och ddrmed &r fr_o delbart med fi. Det foljer att
fr—3 = qr_1fr—2 + fr_1 ocksa ar delbart med fj. Vi fortsdtter stegvis med
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samma metod och far att fr_4, fr_5,..., fo och slutligen f; = g och fo = f ér
delbara med fi. Darmed &r fi en gemensam delare av f och g.

Anmdrkning. Vi anvéinde oss av foljande tva egenskaper: (i) Om polynomet f
ar delbart med polynomet p, sa ér dven fg delbart med p. (ii) Om tva polynom
f och g &r delbara med polynomet p, sa dr &ven f + g delbart med p.)

(b). Lat h vara en gemensam delare till f och g. Eftersom fo = f — gag och
f och g &ar delbara med h, sa ar dven fy delbart med h. Pa samma séitt ar
f3 = g — q3f2 och darmed ar f3 delbart med h. Vi fortsétter och far succesivt
att f4, f5,..., fr dr delbara med h.

(c). Vi anvénder polynomdivision foér att berdkna kvoten och resten vid divi-
sion av x° — 2% + 42?2 — 2 — 8 med 23 + 22 — 22 — 2 samt kvoter och rester i
de foljande stegen av Euklides algoritm. Vi far foljande resultat:

20t — 523 4202 44w — 5= (2 — 1)(22% —32° — 20+ 3) + (2® — 2 — 2)
203 —32% — 20 +3 =2z — 1)(z* —x —2) + (z + 1)
-z —-2=(z—-2)(xz+1)

Den sista resten som vi fick innan resten blev 0, var = + 1 vilket redan &r ett
moniskt polynom. Dirmed &r sgd(22* — 523 4+ 202 + 40 — 5,23 + 2% — 22 — 2) =
r + 1.

Ovning 2.7. Polynomet har reella koefficienter och enligt Ovning 2.6 #r da
dven T = —1 — ¢ en rot. Vi vet fran Sats 2.4.3 (Faktorsatsen) att vi kan skriva
2t 4223 + 322 + 20+ 2 pa formen (z — (—1—1i))(x— (—=1+1))p = (2®+22+2)p
for nagot polynom p. Vi utfor polynomdivision for att bestimma p och far
p = 22+ 1. Vi ser att p har rétterna o = i och = —i. Dérmed har ekvationen
z* + 223 + 322 + 22 4+ 2 = 0 rotterna —1 + i, —1 — 4,7 och —i. Eftersom
x4 4223 4+ 322 + 22+ 2 = 0 #r av grad 4 kan det inte finnas fler &n fyra rétter
och vi har bestdmt samtliga rotter.

Ovning 3.1. Vi visar forst att varje positivt heltal &r en produkt av primtal
med induktion 6ver n. Nédr n = 2 &r n sjilv ett primtal. Antag att alla tal
mindre &n eller lika med n kan skrivas som en produkt av primtal. Vi delar in
i tva fall: antingen &r n + 1 ett primtal, och vi dr klara. Eller sa &r n + 1 inte
ett primtal, och vi kan skriva

n+1=mni -no

dér nq och ne bada dr mindre &n n. Induktionsantagandet ger att bade nq och
ng kan faktoriseras i primtal.

Vi visar sedan att denna faktorisering &r unik med hjélp av induktion. Basfallet
n = 2 &r klart. Antag att alla tal mindre &n eller lika med n har en unik
faktorisering i primtal. Antag att n 4+ 1 har tva faktoriseringar i primtal:

n+1l=pip2- pn=qq2 " Gm-
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Vi vill visa att dessa &r lika upp till ordningen av faktorerna. Om p; = ¢,
dela med dessa och anvind induktionsantagandet pa

p2p3 - Pn =42 dm-

Om inte, antag att p; < ¢;. Eftersom vi kan dividera heltal med varandra med
rest, existerar heltal a och b sadana att

q1 = ap1 + b,
dér b < pp. Alltsa giller att

n+1=(ap1 +b)q2q3 - Gm-

Vi vet att p; delar bade n + 1 och produkten apiqoqs - - - ¢,. Alltsa ar dven
deras differens, det vill séga

bq2q3 - - - qm,

delbar med p;. Observera nu att b < pi, och vi antog att p; < degq;. Det
foljer att

n+1=qq2 - ¢n > P19293 - ¢m > bgaqs - - qm.

Enligt induktionsantagandet finns det alltsa en unik faktorisering av produk-
ten bgaqs - - - ¢y 1 primtal. Men eftersom alla ¢; redan dr primtal, maste denna
faktorisering fas genom att dela upp b i primtalsfaktorer.

Eftersom p; delar bgaqs - - - ¢, vet viigen enligt induktionsantagandet att p; dr
ett av primtalen som ingar i denna faktorisering. Eftersom p; > b kan inte p;
vara en av primtalsfaktorerna vi fick néar vi faktoriserade b, sa p; ar lika med
nagon ¢;. Genom att byta ordning pa faktorerna hamnar vi aterigen i fallet

att p1 = q1.

Ovning 3.3. Vi vet att om z ir en icke-reell rot till f, sa kommer (z—2)(x—%)
att vara en irreducibel faktor, som i beviset av Sats 3.4.2. Alltsa &r polynomet
f delbart med

(z+1+d)(z+1—i)=(x+ 1) —i* =2 +22+2.
Vi beriiknar kvoten av f med 22 4 2z + 2 med hjilp av liggande stolen:

22 + =z — 6

(x* + 323 — 227 — 100 - 12) |22 +22+2
4

— (= + X + x
( 20 22?)
> — 42 — 10z — 12
— (z* 4+ 222 + 22)
— 622 — 12z — 12
- (= 622 — 122 — 12
0

Vi finner alltsa att

2t 4+ 32% — 227 — 100 — 12 = (22 + 20+ 2)(2® + 2 — 6).
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Det aterstar att ta hand om faktorn z? + 2 — 6. Om den saknar reella rétter
dr den irreducibel, men annars dr den en produkt av tva andragradare. Med
hjilp av kvadratkomplettering eller pg-formeln finner man dock att 2% +2z — 6
har de tva rotterna 2 och —3, sa den fullstindiga faktoriseringen i irreducibla
faktorer blir

f(@) = (2* + 22+ 2)(z — 2)(z + 3).

Ovning 3.5. Om f(z) = fi(z) - fo(x), dr ocksa f(2?) = fi(2?)--- fu(2?).
Alltsa ger varje irreducibel faktor till f(z) upphov till minst en irreducibel
faktor till f(z?). Vi har samma antal irreducibla faktorer endast om fér varje
irreducibel faktor f;(z) till f(z), f;(z?) ocksa #r irreducibel.

Vi vet enligt Sats 3.4.2 att f;(z) antingen &r en andragradare utan reella rotter,
eller en forstagradare. Antag att deg f;(x) = 2. I sa fall #r deg fi(2?) = 4, som
aldrig kan vara irreducibelt. Vi far alltsa inte ha nagra sadana faktorer.

Antag déarfor att fj(z) = (z —r), ddr r € R. Om r > 0 far vi en faktorisering
fi(a®) = (@ = V1) (@ + V),
over R, eftersom r har en reell kvadratrot i detta fall. Om r < 0 fas istéllet
fi(z®) = (a® =)

som saknar reella rétter eftersom z? > 0 och —r > 0. Det foljer att f endast
kan ha strikt negativa reella rotter.

Ovning 4.1. Enligt Sats 4.1.8 maste varje rationell rot p/q uppfylla att p
delar 1 och ¢ delar 1. Alltsa &r enda mojligheten att £1 &r en rot. Om 1 &r en
rot, ar

1+n+1=0,

san = —2. Om —1 &r en rot, ar
-1-n+1=0,
sa n = 0. Dessa &r enda mojligheterna.

Ovning 4.3. Denna egenskap giller inte lingre om p inte &r ett primtal. Tag
till exempel p =6, a =3, b = 4.

Ovning 4.5. Vi gor variabelbytet © = y + 1. Formellt betyder detta att vi
infér polynomet

gW) =1+ w+)+@+1)>+ @+ + (y+1)"

Da ar f(x) = g(x —1). Dessutom ér f irreducibelt om och endast om g &r det,
ty om vi har en faktorisering

f(x) = fi(z) fa(x)

ar ocksa
g(x) = f(x+1) = fi(z + 1) fa(z +1).
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Men multiplicerar vi ut definitionen av g, fas att
g(y) = 5+ 10y + 10y* + 5y° + y™.

Eftersom g uppfyller Eisensteins kriterium for primtalet 5, sa ar det irreduci-
belt dver Q.

Ovning 5.1. Vi noterar att conv(zy,2s,...,2,) dr en m-hérning for nagot
m < n. Vi antar att z; ar ett av hornen, annars byter vi namn pa nagra av
punkterna sa att det blir sa.

Betrakta linjen som gar genom 2z; och z. Om vi bara betrakta den delen av
linjen som ligger pa samma sida av z; som z, sa gar den antingen genom ett
annat horn av manghdrningen eller genom en kant. Om den gar genom ett
annat horn zp, sa ligger alltsa z pa linjesegmentet mellan z; och z; och kan
dédrmed skrivas som konvexkombination av z; och zx. Om linjen skér kanten
mellan hornen z, och z;, sa ligger z i det innersta av triangeln med hoérnen
21, 2k och z; och kan enligt Exempel 5.1.2 skrivas som linjarkombination av
z1, 23, och z;.

Ovning 5.3. 1. b; dr en konvexkombination av a; och a} och ligger ddrmed
i conv(a;,a}) vilket &r lika med intervallet [a;,a}] om a; < a) eller [a], a;]
om a; > a. Eftersom 0 < a; < 1 och 0 < a) < 1 far vi att b; €
conv(a;,a;) C [0,1]. Alltsa géller b; € [0, 1].

2. Vi berdknar

bi+...4+by= (a1 + (1 =Na)) +...4+ (Aan + (1 = Nay,)
=Xar+...+ay)+ (1 =X (a} +...+ay)
— A1+ (1-N)-1=1

Ovning 5.5. Enligt Sats 3.3.1 kan vi skriva p(z) = (z — a)(z — 3) = 22 —
(o + fB)x + af. Vi deriverar och far p'(z) = 22 — (a + ). Alltsa har p’ som

enda rot x = %ﬁ, eller skriven som konvexkombination
1 1
T=qo + 55;

och enligt Sats 5.1.8 ligger roten till p’ i det konvexa héljet av o och 3. Detta
visar Gauss-Lucas sats for polynom av grad 2.

Ovning 6.1. Vi énviinder samma metod som i Exempel 6.3.9. Skriv
p(x1, 9, x3) = :1:1:1:% + :1:1:133 + :1:2:1::1)’ + :1:2:133 + arga:z{’ + :1:33:%.
Vi reducerar till tva variabler forst:
p(21,22,0) = 2125 + 2320 = T109((21 + 29)% — 22120) = ef) ((e§2))2 - 26&2)) .

2) ®3)

Sen atergar vi till tre variabler, ersitter alla e,”” med e;”’ och bildar differensen:
(w1, w2, w3) — €5 ((e§3))2 - 26&3)) — —1mamy(T1 + T + w3) = —eiel?.
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Det ger oss resultatet
:1:1333 + a:lxg + l‘g%% + xgxg + xgxz{’ + xga:% =e9 (e% — 262) — egeq.
Ovning 6.3. Newtons identitet fran Sats 6.5.2 for k = 4 ger att
0 = p4 — e1p3 + eapa — esp1 + 4ey.

och fran Exempel 6.5.5 vet vi att eo = % (p% — pg) och ez = % (2p3 — 3p1p2 + p?)
samt att e; = p1. Det ger att

1 1 1
eq4 = — <—p4 +eps — 5 (p1 —p2) P2+ = (203 — 3pipa + pY) p1>

4 2 6
1
= 5 (=6pa+ 8p1ps — 6pips + 3p3 +pi) .
Ovning 6.5. 1. by = —e1(r2,73,72),b1 = ea(r?,73,72), by = —e3(r?, r2,r2)
2.
es(r},r3,73) = riryrs = (rirars)? = es(r1,72,73)°
ea(rd, r2,13) = r2rs + rirs + rors
= (r1ra +rirs + 12r3)? = 2r1rara(ry + o + 13)
= ea(r1,72,73)% — 2e3(r1,72,73)e1 (71,72, 73)
el(r%,rg,TQ) = T‘% + T‘% + r% = pa(ri,r2,73)
= e1(r1,72,73)% — 2e2(r1,72,73)
3' 61(T17T27T3) = —a, 62(T17T27T3) = day, 63(T17T27T3) = —ao
4.
b2 = _61(7“%77”%77‘?2)) = - (61(7”1,7”2,7“3)2 - 262(T1,T2,T3)) = _a’% + 2aq
by = ea(ri,r3,73) = ea(r1,79,73)> — 2e3(r1,72,73)e1(r1,72,73) = ai — 2apaz
by = —63(7“%77”5’7“%) = —63(7“17?”27?”3)2 = —ag

5. Om ay = —27(11 — —5 och ag = 6’ sa blir b2 — _(_2)2 +92. (_5) _ _147
by = (=5)>—2-6-(—2) =49 och by = —6> = —36.

Ovning 7.1. Vi paverkar inte huruvida f har ett lokalt minimum eller max-
imum genom att subtrahera en konstant fran f, sa vi kan anta att ag = 0. Vi
ser att

codeg(apz®) < codeg(appiz® + - + ana™),

sa enligt Hjdlpsats 7.3.4 existerar ett tal r sadant att

|akxk\ > \akﬂxk + - Fapx”
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om 0 < |z| < r. Det foljer att tecknet till f(z), alltsa huruvida f(x) &r storre
eller mindre #n noll, #r detsamma som tecknet till azz* om 0 < |z| < r.

Antag att k &r udda och aj > 0. I sa fall dr azz® > 0 nér > 0 och azz® < 0
niar z < 0. Alltsa dr f(x) > 0for 0 <z < r, och f(z) <0 for 0 >z > —r.
Samma argument fungerar nir ay < 0. Alltsa har f varken lokalt minimum
eller maximum nér k &r udda.

Om k #r jimnt och aj > 0, dr apz® > 0 for alla = # 0. Alltsa &r f(z) > 0
for 0 < |z| < r, vilket innebér att f har ett lokalt minimum i origo eftersom
f(0) = 0. Samma argument, men omvént, fungerar nir a < 0.

Ovning 7.3. Lat a € C. Polynomet f antar virdet o om och endast om
ekvationen

flz)—a=0

har nagon l6sning x. Men detta dr en polynomekvation i  med komplexa
koefficienter, sa enligt algebrans fundamentalsats finns minst en 16sning.

Ovning 7.5. Att algebrans fundamentalsats innebir att de enda irreducibla
polynomen &r forstagradare eller konstanta visades redan i Sats 3.4.1. Vi visar
omvéndningen.

Vi anvénder induktion for att visa att alla icke-konstanta polynom har en rot.
Som basfall anvénder vi polynomen med grad 1. Alla dessa kan skrivas som
(z —r), sa de har roten r. Antag att varje polynom av grad n har en rot, och
lat f vara ett polynom av grad n + 1. Enligt antagande &r inte f irreducibelt,
sa vi kan skriva

[ =gh

dér bade g och h har strikt ldgre grad, och dérfér grad minst 1. Enligt in-
duktionsantagandet har da bade g och h minst en rot, och darfér har dven f
det.

Ovning 7.7. Enligt faktorsatsen &r f(z) delbart med z, sa f(z)/z &r ett
polynom. Alltsa antar enligt forra uppgiften funktionen

f(z)
z

sitt storsta virde pa skivan D i nagon punkt zp med |z9| = 1, enligt forra
uppgiften. Men dessutom dr f(zg) € D, sa |f(z0)| < 1. Alltsa géller olikheten

z 2

z |z0]
for alla z € D, det vill séga,

[f(2)] < 2]

vilket skulle bevisas.

7



A Kontinuitet och kompakthet

I detta appendix ska vi definiera och precisera vissa begrepp som anvénts ut-
an precisa definitioner i Kapitel 7 av detta kompendium. Framfor allt kommer
vi att definiera vad det betyder att en funktion &r kontinuerlig, vilket ar ett
fundamentalt begrepp i den hogre matematiken. Framstédllningen i detta ap-
pendix dr nagot mer kortfattad &n framstillningen i resten av kompendiet. I
avsnittet med forslag till vidare ldsning ges tips

A.1 Talféljder och delf6ljder

Definition A.1.1. En talféljd dr en funktion z: N — C. Om x dr en talfoljd
sa brukar man skriva z,, i stéllet fér xz(n).

Ofta skriver vi en talféljd som en oéndlig sekvens av tal, vilket &r hur man
bor téanka pa en talfoljd. Till exempel har vi f6ljden

1
ERE

Wl

)

==
DO | =

)

Definition A.1.2. Lat x, vara en talfoljd. Vi sdger att x,, konvergerar mot
x € C, om det for varje r > 0 finns ett tal N sadant att |z, — 2| < r om
n > N.

Med andra ord kan elementen i talfoljden fas att ligga godtyckligt néra talet
x, sa ldnge vi tittar tillrdckligt langt fram i talféljden. Vi anvénder féljande
notation for att visa att talféljden x,, konvergerar mot x:

lim z, =«
n—oo

Notera att inte alla talfoljder konvergerar mot nagot tal dver huvud taget.

Definition A.1.3. En talfoljd &dr konvergent om det existerar ett tal den
konvergerar mot.

Exempel A.1.4. Talféljden z,, = 1/n konvergerar mot 0: for varje r > 0
finns ett tal N sadant att |z, — 0] =1/n<rommn > N. A

Ovning A.1. Om en talfsljd konvergerar mot  och konvergerar mot g, maste
T =y.

Definition A.1.5. En talfoljd x,, kallas fér en Cauchyfoljd om det for varje
r > 0 finns ett tal N sadant att

|Ty — x| <7

for alla mojliga par av n,m > N.
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Exempel A.1.6. Varje konvergent talfljd dr en Cauchyfoljd. Ty antag att
Ty konvergerar mot x. Tag nagot r > 0. Enligt definitionen av konvergens
finns ett tal N sadant att .

\mn—x\<§

om n > N. Om nu bade n och m &r tal stérre &n N, sa géller att

|Tp — Zm| = |2n — 2+ 2 — 2| <|zp — x|+ |z —20| < = +

N3

r
2
dir vi anviint triangelolikheten (Ovning 1.5). Alltsa ér f5ljden en Cauchyfoljd.
A

Sats A.1.7 (Fullstindighet av de komplexa talen). Varje Cauchyfiljd dr kon-
vergent.

Vi kommer inte att ge ett bevis av denna sats eftersom detta skulle kréva en
rigords definition av vad ett reellt tal &r, vilket vi inte har givit. Man kan i
stéillet acceptera satsen som ett axiom.

Anmirkning A.1.8. Satsen uttrycker att de komplexa talen ar fullstindiga,
vilket man kan ténka pa som att det inte finns tal som ”saknas”; det finns inga
glapp bland de komplexa talen. Ett exempel pa nagot som inte ar fullstandigt
ar méngden av alla rationella tal Q. Tag till exempel talféljden

3,3.1,3.14,3.141, 3.1415, . ..

som légger till fler och fler decimaler av 7. Detta &ér en talfoljd i Q. Den ar en
Cauchyfoljd och konvergerar alltsa i de kompleza talen mot w. Men det finns
inget tal den konvergerar mot bland de rationella talen.

Definition A.1.9. Lat x: N — C vara en talfoljd. Vi sdger att y: N — C
ar en delfoljd till x, om det finns en vixande funktion ¢ : N — N, alltsa en
funktion for vilken o(1) < 0(2) < 0(3) < ..., sadan att y =z o 0.

I klarsprak betyder foregaende definition att talféljden y,, fas genom att stryka
termer ur foljden z,,. Vi ténker pa o(1) som den forsta av termerna ur x, som
ar kvar, o(2) #r den andra termen, och sa vidare.

Exempel A.1.10. Betrakta aterigen talfoljden z,, = 1/n. Ett exempel pa en
delfoljd till denna &r f6ljden

11111
5, 5, g, ?, ﬁ (alla prlmtal)
En annan delfoljd &r
1111 1
I, Z, 5, 1—6, % (alla jfimna kVadrater).
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Ovning A.2. Antag att x, konvergerar mot z. Da konvergerar ocksa varje
delfoljd till x, mot x.

Exempel A.1.11. Om en talfoljd inte &r konvergent, kan man ibland &nda
hitta en delféljd som konvergerar. Tag till exempel talfoljden

1,-1,1,-1,1,....

Denna foljd &r uppenbarligen inte konvergent. Dock kan vi ta delféljden som
bestar av alla ettor, och fa en delf6ljd som konvergerar (ndmligen mot 1). Det
finns ocksa flera mojliga delféljder som konvergerar mot —1. A

Exempel A.1.12. Ett exempel pa en talfoljd som saknar konvergenta delfoljder

ar
1,2,3,4,....

Varje delfoljd kommer att ha egenskapen att elementen i foljden blir obe-
grinsat stora, och delféljden kan darfor inte konvergera mot ett dndligt vérde.
A

Ovning A.3. Lat z,, vara en talfljd med egenskapen att for varje tal K finns
det minst ett element som uppfyller |z,| > K. Visa att x,, inte dr konvergent.

Foregaende exempel &r i nagon mening den enda mojliga sortens exempel pa
en talfoljd som saknar konvergenta delféljder. Det enda problemet som kan
forhindra existensen av konvergenta delfoljder &r att foljden bestar av termer
som véxer obegransat stora.

Sats A.1.13 (Bolzano-Weierstrass sats). Lat x,, vara en talféljd. Antag att
det existerar ett tal K sadant att |x,| < K for alla n. Da har x, en delfoljd
som konvergerar mot nagot tal x € C.

Bevis. Antagandet sédger att talfoljden ligger i disken
D ={z€C| 2] < K}.

Téack over D med dndligt manga diskar vars diameter &r 1. Eftersom talfoljden
har ofindligt ménga termer, maste det finnas en delféljd 2. som endast bestar
av element fran en av diskarna. VAilj en sadan cirkelskiva och delf6ljd. Tack
nu pa samma sitt over denna skiva med diskar av diameter 1/2, och tag en
delfsljd z2 som endast befinner sig nagon av dessa diskar. Téck nu i sin tur
over denna disk med skivor vars diameter #r 1/3, tag en delfsljd x7, och si
vidare.

Det vi nu gor &r att vi konstruerar den diagonala delféljden. Denna har som
sitt forsta element det forsta elementet ur den forsta foljden; som sitt andra
element det andra elementet ur den andra delf6ljden, och sa vidare. Med andra
ord betraktar vi foljden «]'. Vi hdvdar att denna foljd 4r en Cauchyfoljd. Tag
r > 0, och vilj ett heltal N > 0 sadant att 1/N < r. Om nu n och m &r storre
dn N, sa kommer

1<
— <7
N

|0 — 2| <
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Detta eftersom bade z]! och z] ligger inuti en cirkelskiva av diameter 1/N
enligt var konstruktion.

Eftersom ! &r en delfoljd av x,, och den &r konvergent enligt Sats A.1.7, &r
vi klara. ]

A.2 Kompakthet

Definition A.2.1. En delméngd S C C ségs vara sluten om det for varje
konvergent talfoljd x,, av element i S dven giller att

lim z,
n—oo

ar ett element av S.

Hjalpsats A.2.2. Cirkelskivan Dy dr sluten for alla K > 0.

Bevis. Antag att © ¢ Dp. Vi skall visa att det inte finns en talfoljd av element
i Dg som konvergerar mot . Lat x,, vara en talféljd i Dg. Vi vet att || > K.
Lat

r=|z|] - K >0.

Da kan det inte existera nagot x,, med egenskapen att
|z —xp| <7,

eftersom
|z —an| 2 [2| = 20| > |2| - K =71

enligt omvéanda triangelolikheten. Alltsa dr Dy sluten. O

Exempel A.2.3. Méngden S = {z € C| |z| < 1} &r inte sluten. Vi kan till
exempel ta foljden

) 13715
274787167
som konvergerar mot 1 ¢ S, trots att alla element i f6ljden ligger i S. A

Definition A.2.4. En delmingd S C C ségs vara begrinsad om S C Dy for
nagot K.

Definition A.2.5. En delméngd S C C sdgs vara kompakt om det for varje
talfoljd x, av element i S existerar en delfoljd y, som konvergerar mot ett
element av S.

Sats A.2.6. En delmdingd S C C som dr sluten och begrinsad dr kompakt.

Bevis. Eftersom S &r begrédnsad, har varje f6ljd av element i S en konver-
gent delfoljd enligt Sats A.1.13. Eftersom S &r sluten vet vi dessutom att det
element delfoljden konvergerar mot faktiskt ligger i S. O

Foljdsats A.2.7. Varje cirkelskiva Dy dr kompakt.
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A.3 Kontinuitet, maxima och minima

Vi &r nu redo att definiera vad det betyder att en funktion &r kontinuerlig.

Definition A.3.1. Lat S vara nagon delméngd av C. En funktion f: S — C
kallas kontinuerlig om det for varje talfoljd x,, i .S som konvergerar mot nagot
x € S, giller att

lim f(z,) = f(z).

n—oo

Om f inte ar kontinuerlig kallas den diskontinuerlig.

Exempel A.3.2. Funktionen f: R — R som ges av

fz) =

1 annars

{O omzx <0

ar inte kontinuerlig. Om vi tar foljden x,, = 1/n fran tidigare, sa har vi att

lim z, = 0.
n—oo

Men f(z,) =1 for alla n, och f(0) =0. Sa
Tim f(e,) =14 0= £(0).

Alltsa har det ”skutt” som funktionen gor i punkten x = 0 hindrat den fran
att vara kontinuerlig. A

Exempel A.3.3. Alla ”vanliga” funktioner, sdsom polynom och trigonomet-
riska funktioner, &r kontinuerliga. Att visa detta i detalj skulle dock ta ganska
lang tid. A

Vi har redan i Kapitel 7 definierat vad ett minimum och ett maximum av en
funktion f: S — R &r for nagot, dér S &r en godtycklig méngd.

Sats A.3.4. Lat S vara en kompakt delmingd av C, och f: S — C en konti-
nuerlig funktion. Da dr dven

f(8)={f(z) |z S}

en kompakt mdangd.

Bevis. Eftersom varje element i f(.S) kan skrivas som f(z), kan varje talfoljd
i f(9) skrivas som

f(@n),

dér x, dr en talfoljd i S. Eftersom S ar kompakt har x,, en delf6ljd y, som
konvergerar mot nagot y € S. Nu vet vi enligt definitionen av kontinuitet att

lim f(yn) = f(y) € f(5).

n—~0o0

Eftersom f(yy) &dr en delfoljd till f(z,) som konvergerar mot ett element i
f(S), a f(S) kompakt. O
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Hjilpsats A.3.5. Varje nedat begrinsad delmdngd X av Z har ett minsta
element.

Bewvis. Lat n vara ett element av X, och lat N vara ett tal sadant att
m>= N
for alla m € X. Att N existerar sdger exakt att X &r nedat begrédnsad. Nu &r
SN{meZ|N<m<n}

en dndlig méingd, eftersom det bara finns dndligt manga heltal i intervallet.
Dessutom é&r den icke-tom, eftersom n ingar. Alltsa har den ett minsta element.
Eftersom inga element av X kan vara mindre &n N, ar detta element ett minsta
element av X. O

Definition A.3.6. Lat S vara en delméngd av R. Vi sédger att o € R &r ett
infimum till S om

o for alla x € S giller x > o,

e det existerar en talféljd z, i S som konvergerar mot «.

Om samma villkor géller men med omvénd olikhet, sédger vi att « &r ett supre-
mum till S.

Sats A.3.7. Varje begrinsad delmdngd S C R har ett infimum och ett supre-
mum.

Bewvis. Vi visar existensen av ett infimum; beviset av existensen av supremum
dr i princip likadant. Tag nagot 1 € S. Om x1 dr det minsta elementet av .S &r
det ocksa ett infimum. Antag darfor att det finns minst ett mindre element av
S. Det existerar da nagot heltal k sadant att det finns ett element i .S mindre
an

Ty — Q_k,

eftersom 2% blir godtyckligt litet niir k viljs godtyckligt stort. Mingden av
alla sadana heltal &r nedat begrinsad, eftersom 27% blir obegréinsat stort nér
k viljs obegransat litet, och S var begrénsad. Alltsa finns ett minsta sadant
tal k1. Lat zo vara ett element av S sadant att

Tr9 < T — 2 k1,
Eftersom k; valdes sa litet som mojligt, vet vi att
T — 2_k1+1 <x9 LT — Q_kl.

Om 29 dr det minsta elementet av S dr vi klara. Annars kan vi lata ko vara
det minsta heltalet sadant att det existerar element i S mindre an eller lika
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med 9 —27%2. P4 detta siitt kan vi konstruera en talfoljd z,, med egenskapen
att

z; — 27kt < Tl < Ty — 9 kn

Det foljer ur konstruktionen att olikheten
T; — 9 kntl Ty < Ty — 9 kn

géller for alla m > n. Vi har ndmligen att x,, < x, — 2= kn eftersom x,, <
Tpi1 < Ty — 27F7. Vi har att x,, — 27%+1 < 2, eftersom vi har valt vart k,
sadant att alla element i S #r storre &n x, — 2~ F»*1,

Vi hévdar att k1 < ke < k3 < .... Ty antag motsatsen, att k, = k,41. I sa
fall &r

Ln+2 < Ln+1 — 2_kn+1 < Tn — 2_kn — Q_k"+l = Tn — Q_kn+17

vilket sédger emot att k, valdes sa litet som mojligt eftersom x,49 € S. Vi
anvinde ovan att

2k + 2k _ 2k+1
for alla k.

Det foljer att talfoljden x,, &r en Cauchyfoljd. Tag nagot r > 0. Eftersom k,
dr en strikt vixande foljd av heltal dr den obegriansad, sa vi kan hitta ett tal
N sadant att

2 kN <,

Eftersom alla z,, for n > N ligger i intervallet
TN — o kNt Ty < TN — 27kN,

som har lingd 27%¥, kommer vi ha att |z, —z,| < r om n,m > N. Talféljden
konvergerar mot ett element x. Vi hivdar att x &r ett infimum till S.

Uppenbarligen finns det en talféljd i S som konvergerar mot x. Det récker
alltsa att visa olikheten

r < T,

for alla n. Antag motsatsen, att x > xy for nagot N. Tag r = x — xny > 0.
Eftersom foljden z, &r avtagande, maste alla x,, for n > N uppfylla

> TN > T,

sa |z —xy| = | —zN| + |zn — xp| =7 + |zN — 24| < r vilket séiger emot att
x, konvergerar mot z. Beviset &r klart. U

Sats A.3.8. Lat S wara en kompakt delmdingd av R. Da innehaller S ett
storsta och ett minsta element.
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Bewvis. Vi visar forst att S dr begrdnsad. Antag motsatsen. Da kan vi for varje
heltal n hitta ett element z, € S sadant att |z,| > n. Denna talfoljd kan
inte ha en konvergent delfoljd, vilket &r en motségelse. Sa S &r begrénsad, och
har ett infimum enligt Sats A.3.7. Tag en talfoljd i S som konvergerar mot .
Varje delfoljd konvergerar ocksa till . Av kompakthet maste nagon delfsljd
konvergera mot ett element i S, sa x € S. Alltsa ar = ett minsta element till
S. Pa samma sétt hittas ett storsta element. O

Sats A.3.9. Lat S vara en kompakt delmdngd av C. Varje kontinuerlig funk-
tion f: .S — R har ett globalt minimum och ett globalt mazimum.

Bevis. Enligt Sats A.3.4 &r f(S) kompakt. Enligt Sats A.3.8 innehaller f(S)
ett storsta och ett minsta element. Lat y vara det minsta elementet. Eftersom
y € f(9) vet vi att y = f(z). Da &r x ett globalt minimum till f. Pa samma
sitt hittar vi ett globalt maximum. O

Vi har dédrmed visat pastaendet fran Kapitel 7 att varje kontinuerlig funktion
f: Dg — R antar ett storsta och minsta vérde.
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Eftersom polynom &r ett sa brett &mne, finns det manga olika bocker som
kan ldsas efter detta kompendium, beroende pa vilken aspekt man &r mest
intresserad av.

Forslag till vidare lasning

1]

E.J. Barbeau Polynomials. Springer Problem Books in Mathematics,
1989.

En hel larobok om polynom. Antagligen kan néstan allt i detta kompen-
dium hittas nagonstans i denna bok. Framstéllningen &r lite speciell —
boken innehaller inga bevis, utan i stillet presenteras all teori genom mer
eller mindre kluriga problem. Problemen #r dels bevis for viktiga satser
som delats in i mindre delar, eller fristdende problem som bara valts for
att de &r eleganta.

David Sharpe: Rings and factorization Cambridge University Press, 1987.

Lasaren som tyckte att Kapitel 3 i detta kompendium var intressant kan
med fordel ldsa denna korta lilla bok. Boken ger en abstrakt behandling
av ringar och kroppar. Exempel pa kroppar ar C, R och Q. Ett exempel
pa en ring dr méngden av alla polynom med koefficienter i nagon kropp.
Denna bok sétter in resultaten fran Kapitel 3 i ett storre sammanhang.

lan Stewart Galois Theory, 2nd ed. Chapman and Hall, 1989

Galoisteori kan sammanfattas som det allménna studiet av sambandet
mellan symmetr: och ldsbarhet av polynomekvationer i olika kroppar. Den-
na ldrobok kan med fordel ldsas efter Sharpes bok, men &ven fristaende.
Boken visar bland annat det mest kidnda resultatet inom Galoisteori,
Abel-Ruffinis sats: Det finns ingen formel med vars hjalp man kan hit-
ta rotterna till ett godtyckligt polynom av grad minst 5 endast uttryckt
i réakneoperationerna plus, ganger, minus, division, och rotutdragning.
Jamfor detta med pg-formeln, som &r en sadan formel for andragradspo-
lynom. Boken &r ocksa en guldgruva for historisk information om Galois-
teori.

Carl Friedrich Gauss Disquisitiones Arithmeticae, English ed. Yale Uni-
versity Press, 1966.

Lérobok i talteori, skriven av den store matematikern Gauss ar 1798 nér
han var 24 ar gammal. Boken sammanfattar och ger eleganta bevis av
néra nog all talteori som var kénd innan dess, och mer &n halva boken &r
egna resultat. Boken borjar systematiskt fran grunden och kan fortfarande
ldisas med behallning trots den ibland omoderna framstéllningen. Gauss
lemma formulerades forsta gangen i denna bok (§42).

Walter Rudin Principles of Mathematical Analysis, 3rd ed. McGraw-Hill,
1976.
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Denna bok &r en riktig matematisk klassiker (forsta utgavan kom ut 1953).
Pa ett mycket elegant och koncist sitt definierar den vad de reella och
komplexa talen ér, olika typer av konvergens, kontinuitet, deriverbarhet,
integration, och s& vidare. Lisaren som fick mersmak av kompendiets
appendix kommer att hitta mer i samma stil i denna bok.

[6] Benjamin Fine, Gerhard Rosenberger The Fundamental Theorem of Al-
gebra Springer Undergraduate Texts in Mathematics, 1997.

Denna ldrobok handlar som titeln antyder enbart om algebrans funda-
mentalsats. Bokens mal dr att ge sa manga olika bevis av detta resul-
tat som mojligt. Pa vigen introduceras flera tyngre matematiska d&mnen,
sasom komplex analys, Galoisteori och algebraisk topologi. Kan ldsas efter
Persson-Béiers.

[7] Arne Persson & Lars-Christer Boiers: Analys i en variabel, Studentlitte-
ratur, 2001

Standardbok i analys for nyborjare pa hogskolan.

Bockerna ovan, och manga andra bocker, finns att lana pa Matematikbiblio-
teket, Lindstedtsvigen 25 (bottenvaningen). Biblioteket &r dppet for alla.
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