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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTHS MA-
TEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2009—2010 och bestar av sju avsnitt samt
ett inledande avsnitt om méngdlira. Kompendiet ar inte tankt att l&dsas enbart
pa egen hand, utan ska ses som ett skriftligt komplement till undervisningen
pa de sju traffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
b6r man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna #r fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa &ar att eleverna ska kunna rikna dem och pa egen
hand kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar
facit och kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon
av forfattarna.

Vi bor ocksa nimna att fa av uppgifterna &r helt enkla. Kika déarfor inte i
facit efter nagra fa minuter, om du inte 16st uppgiften, utan prata forst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att losa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

KTHs Matematiska Cirkel finansieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov, Roy Skjelnes och Kathrin Vorwerk, alla fran
Institutionen for Matematik vid KTH, samt Johan Wild vid Europaskolan i
Strangnés for deras givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal benimnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden uttver vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga studier. Lararna pa cirkeln kan vid behov ge eleverna
forslag pa &mnen till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, liksom 6vriga uppgifter om KTHs Matematiska Cirkel, finns
tillgéngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkénns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln som en
kurs och det &r lararna fran varje skola som séitter betyg pa kursen. Lararna dr
sjalvklart ocksa vélkomna till Cirkeln och manga har kommit verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkéind som fortbildning eller som undervisning.
Vi vill gérna understryka att foreldsningarna dr 6ppna for alla gymnasieelever
och ldrare.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsdttning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséttas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen Ar pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt Gver gym-
nasienivan. Meningen &r emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att lira in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &r att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var férhoppning &r att lirarna med denna
utgangspunkt skall ha littare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
larare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nér de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istdllet dr att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
lasningarna och att eleven gor sitt bésta for att forsta materialet och 1osa
uppgifterna, blir betygséttningen ldttare. Sjdlvklart betyder det mycket vad
eleverna har lirt av materialet i kursen, men ldrarna kan bara férvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvédnda de officiella kriterierna:

Godkind: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Mycket vil godkind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och lamnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller lamnar
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Det &r ocksa mojligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, september 2009
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0 Mingdlara

0.1 Mangder

Lat oss borja med att titta pa ett av de mest grundldggande begreppen i
matematiken, ndmligen méngder. En méngd ar en samling matematiska ob-
jekt, som till exempel tal, och dessa objekt kallar vi fér element i méngden.
Det enklaste séttet att beskriva en méngd &r att rdkna upp dess element. Ett

sadant exempel ar
A={1,3,a,7}.

Detta betyder att A dr en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Ett
annat sétt att beskriva en méngd &r att skriva {z € D | villkor pa z}. Med
detta menar man méngden av alla element i D som uppfyller de givna villko-
ren. Som exempel tar vi

B={nec{l,2,3,...} | n & udda}

och
C={ye{l,2,3,4} |y >2}.

Maéngden B innehaller alla udda positiva heltal, medan C innehaller alla ele-
ment fran méngden {1,2,3,4} som &r storre dn 2. Alltsa har vi

B={1,3,5,7,9,11,...} och C ={3,4}.

Vi bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed galler till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

Om A ar en méngd och x dr ett element i mingden A sa skriver vi x € A och
séger att = tillhor A. Exempelvis géller 17 € {n | n dr ett udda heltal} och
b € {a,b,10,3}. Att ett element z inte tillhor méngden A skrivs x ¢ A. Den
tomma mdngden innehaller ingenting och betecknas @.

Exempel 0.1.1. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {z € A | z > 10}. Da
ar B = {12,18,4711} medan {x € A | x < 3} = @. Vidare har vi att 4 € A
men 4 ¢ B. A

Definition 0.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa &r element i méngden B sa séigs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 0.1.3. Méngden {1,a} &r en delméngd till {1, 3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Definition 0.1.4. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B
bestar av de element som ligger i nagon av méangderna och betecknas A U B.
Snittet av. A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och
betecknas AN B.



Exempel 0.1.5. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,8,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,8,4711} och AN B = {3,5}. A

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvénder for
att rakna foremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Beteckningen kommer fran tyskans zahl som betyder tal. Slutligen beteck-
nar vi med R de reella talen, det vill sdga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1,3/2,—527/3,4/2 och 7. Notera att N C Z C R.

Exempel 0.1.6. Vi har att N={n € Z | n > 0}. A

Exempel 0.1.7. Méngden {n € Z | n = 2 - k f6r nagot k € Z} &r méngden
av alla jaimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2k | k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 0.1.8. Lat oss papeka att en méngd dven kan ha andra méngder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A=1{2,3{-1,1},4},

och vi har att {—1,1} € A, det vill siga méngden {—1,1} &r ett element i
méngden A. A

Lat Q vara en godtycklig méngd. Vi kommer i féljande exempel antaga att alla
méngder A, B, C, ... dr delméngder till €. Vi definierar tva vanligt férekommande
méngder:

1. A\B={z€cA|z¢B}
2. A=Q\A={zeQ|z¢A}

Méngden A€ kallas vanligtvis for komplementet till A.

Lat oss studera nagra exempel pa hur man visar pastdenden om allminna
méngder.

Exempel 0.1.9. Tva méngder B och C ségs vara disjunkta om de inte har
nagra gemensamma element. Visa att B och C' &r disjunkta om och endast
om BNC =g.

Lésning. Antag att B och C' &r disjunkta. Antag att x € BN C, det vill séga
att x € B och « € C. Men detta betyder att B och C har x som gemensamt
element, vilket motséger att B och C' dr disjunkta. Alltsa maste BN C = @.

Omviént, antag att BN C = @. Det betyder att det inte finns nagot element
som tillhér bade B och C. Alltsa har B och C inga gemensamma element, det
vill séiga att B och C' &ar disjunkta.

Nu har vi alltsa visat tva saker, dels att om B och C' &r disjunkta sa géller
BNC =@, dels att om BNC = & sa ar B och C disjunkta. Tillsammans
betyder detta att B och C ar disjunkta om och endast om BNC = &. A



Exempel 0.1.10. Visa att A och A€ ar disjunkta.

Lésning. Enligt foregaende exempel ér det vi ska visa att AN A° = &. Antag
att x € AN A°. Det betyder att x € A och att x € A°. Det senare betyder per
definition att x ¢ A, vilket dr en motségelse. Alltsa maste AN A = . A

0.2 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion dr kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, namligen en formel som f(z) = 22+1. Detta
ar ett exempel pa en funktion. Formeln séger att om vi tar ett tal x € R sa
far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora beriikningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) =22+ 1 = 5. Vi séiger att f &r en funktion fran de reella talen till
de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, x, och det vi far ut, f(x), &r
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f : R — R.

Definition 0.2.1. Lat X och Y vara méangder. En funktion f: X — Y ar
ett sitt att till varje element a € X tilldela ett vélbestdmt element b € Y. Vi
skriver f(a) = b. Vi séiger att a avbildas pa b och att b dr bilden av a.

Anmirkning 0.2.2. Ofta sdger man att f &r en funktion fran X till Y
istallet for att anvidnda beteckningen f : X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 0.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa funktion f: A — B ges av f(n) = 2n for n € A. Vi har alltsa
att f(1) =2, f(2) =4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(z) € B for
alla x € A, och detta giller ju hér eftersom

f()=1€B, f(2)=4€B, och f(3)=6¢B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det ar inte
alls nédvéndigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran en den dndliga mingden A = {1,2,3}
kan man till exempel definera funktionen med hjélp av en tabell:

)

=
CRENIN (e

w N 3

A

Exempel 0.2.4. Lat h(z) = 3/2-2? — 23. Detta definierar en funktion h fran
R till R. Vi har exempelvis att



Definition 0.2.5. En funktion f: X — Y séges vara injektiv om f6ljande ar
sant: om f(z) = f(y) for z,y € X sa giller att x = y.

Uttryckt i ord sédger den hér definitionen att funktionen aldrig skickar tva olika
element i X pa samma element i Y.

Definition 0.2.6. En funktion f: X — Y séges vara surjektiv om foljande
ar sant: for varje y € Y existerar ett x € X sadant att f(x) = y.

Varje element i Y &r alltsa bilden av nagot « under funktionen f om funktionen
ar surjektiv.

En funktion kan vara surjektiv utan att vara injektiv, och tvértom.

Exempel 0.2.7. Lat R4 beteckna de icke-negativa reella talen. Betrakta
funktionen f: R — R, som definieras av f(z) = x2. D& &r f surjektiv, men
inte injektiv—till exempel har vi f(—2) = f(2) = 4.

Ett exempel pa en funktion som é&r injektiv men inte surjektiv ges av funk-
tionen i 0.2.3. Det finns till exempel inget n € {1,2,3} sadant att f(n) = 3.
A

Definition 0.2.8. En funktion f: X — Y som &r bade surjektiv och injektiv
séges vara bijektiv, eller en bijektion.

En bijektion f: X — Y har en sa kallad invers. Detta dr en avbildning som
brukar betecknas f~! och som later oss ga tillbaka fran bilden av f till den
ursprungliga méngden X.

Definition 0.2.9. Lat f: X — Y vara en bijektion. Inversen till f ar avbild-
ningen f~!: Y — X som ges av f~!(y) = x, dir = dr det entydiga element i
X dom uppfyller f(z) =y.

Vi ser hir att bade injektivitet och surjektivitet &r viktigt. Om f inte &r
injektiv kan det finnas manga x € X med f(z) = y. Om f inte &r surjektiv
kan det vara sa att det inte finns nagot = med f(z) =v.

Exempel 0.2.10. Betrakta funktionen f: R — R som ges av f(z) = z°.
Denna funktion &r injektiv och surjektiv, och ddrmed en bijektion.

Inversen till f ges av funktionen f~!: R — R som definieras av f~!(y) = y'/3.
A

Exempel 0.2.11. Bade definitionsméngden och bildm#ngden maste beaktas
nér vi undersdker om en funktion &r en bijektion.

Funktionen f: Ry — Ry med f(x) = 22 4r en bijektion, med invers f~!(y) =
VY- Som vi sag tidigare dr detta pastaende &r falskt om vi betraktar f defini-
erad pa hela R. A



Ovningar

Ovning 0.1. Lat A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...}, C = {2,4,6,8,...}
och D ={1,4,19,36,101}. Bestdm méngderna

1. BUC,

2. BnC,

3. DnC,

4. {x e D |x € B},

5. {x € A|x=y+ 1 for nagot y € D},
6. {x+ 1|z e D}.

Ovning 0.2. Lat N = {0,1,2,...} och B, = {1,2,...,n} for n = 1,2,3,....
Visa att N\{O}:BlLJBQUBgU-".

Ovning 0.3. Lat Q vara en méingd och A, B,C C Q. Visa att
(ANC)U(BNCY)) = (A°NC)U(B°NC°).
Ovning 0.4. Lat Q vara en miéingd och A C Q. Visa att Q = AU A°.

Ovning 0.5. Lat X vara en mingd. Visa att om en funktion f : X — X
har en invers, det vill siga det existerar en funktion f~!: X — X sidan att
foft=f"lof=id, saar f en bijektion.



1 Euklidisk geometri

I detta kapitel kommer vi att snabbt ge en introduktion till euklidisk geometri.
Euklidisk geometri &r helt enkelt vanlig geometri i planet — namnet kommer
fran den grekiske matematikern Euklides (aktiv ca 300 f.Kr.) och anviinds
for att skilja det fran den icke-euklidiska geometrin som forst introducerades
under 1800-talet.

Malet i detta kapitel kommer dock inte att vara att ldsaren skall ldra sig myc-
ket euklidisk geometri, eftersom det inte ar detta kursen handlar om. Det vi
kommer att gbra dr att presentera de grundliggande definitionerna och ram-
verket for euklidisk geometri. Utover definitioner av saker som kan forvantas
vara kinda sedan tidigare, diskuterar vi ocksa begreppet automorfi av pla-
net, och beskriver hur méngden av automorfier till det euklidiska planet ser
ut. Malet i resten av kursen kommer att vara att ge en beskrivning av den
hyperboliska geometrin liknande denna.

Vi kommer ocksa att beskriva Euklides ursprungliga axiomatiska beskrivning
av geometri, och ge en kort historik éver det sa kallade parallellpostulatet. Den
fascinerande historien kring detta postulat var den stora drivkraften bakom
varfor den icke-euklidiska geometrin fran borjan 6ver huvud taget infordes.

1.1 Definitioner

Euklides arbetade systematiskt med ett litet antal begrepp: han anvénde sig
av punkter, linjer, avstand och vinklar. Det Euklides gjorde var att stélla upp
ett antal aziom som dessa begrepp skulle uppfylla (till exempel: genom tva
punkter passerar exakt en linje); det vi kommer gora &r att konstruera en
modell for euklidisk geometri. Med detta menar vi att Euklides aldrig faktiskt
definierade vad en punkt eller en linje dr for nagot, bara vilka egenskaper dessa
skall ha. Vi kommer i stéllet att direkt definiera vad en punkt, en linje och ett
avstand ar for nagot, pa ett sadant sétt att Euklides axiom alla &r uppfyllda.

Lat oss definiera alla dessa begrepp ett i taget.

Definition 1.1.1. Mingden R? bestar av alla ordnade par (z,y) av tal, dér
x och y tillhor de reella talen R. Néar vi talar om det euklidiska planet, eller
helt enkelt planet, sa menar vi denna méngd.

Anmirkning 1.1.2. Vi visualiserar R? som ett zy-plan, dir forsta talet anger
koordinaten i z-led och andra talet koordinaten i y-led.

Definition 1.1.3. En punkt p i planet ér ett element i mingden R?.

Definition 1.1.4. Vi séiger att L &r en linje i planet om den &r en delméngd
som har féljande form:

L=1{(z,y) € R* | ax + by + ¢ = 0}



for nagra a,b och ¢ i R, dér inte bade a och b &r lika med noll. Om en punkt
p ingar i méngden L séger vi att punkten ligger pa linjen. Ett linjesegment &r
en delméngd av en linje L som kan skrivas som

{(x,y)e L|d<xz<e}eller {(z,y) e L|d<y<e}
dér d < e.

Definition 1.1.5. Vi definierar avstandet mellan punkterna p = (x,y) och
q = (u,v) som

dist(p,q) = /(2 — u)? + (y —v)*.

Utover dessa anvinde sig Euklides t.ex. av arean av en geometrisk figur. Vi
kommer dock inte att behandla area — det &ar lite for svart att ge en bra
rigor6s definition av area, bade i det klassiska! och i det icke-euklidiska fallet.

Med hjélp av dessa begrepp kan vi definiera flera olika geometriska figurer. Vi
kan tala om en triangel som det begrinsade omrade som fas mellan tre icke-
parallella linjer, och en cirkel som méngden av punkter pa samma avstand
fran en given mittpunkt.

Om vi anvénder oss av begreppet bdglingd, som kommer att definieras i néista
kapitel, kan vi tala om lingden pa ett kurvstycke. Trots att vi &nnu inte defi-
nierat langden av ett kurvstycke kommer vi nu att anvénda detta begrepp for
att definiera vad en vinkel &r for nagot. Vi hoppas att ldsaren har 6verseende
med denna logiska oegentlighet.

Definition 1.1.6. Lat tva réta linjesegment L och M ga ut fran en punkt p,
det vill séga, p dr &ndpunkt till bigge segmenten. Rita cirkeln med mittpunkt
p och radie 1. Om segmenten L och M forlings bort fran p sa att bada har
ldingd minst 1, s& kommer bada dessa att skira cirkeln i en varsin punkt [
respektive m. Vi definierar vinkeln fran L till M som ldngden av den del av
cirkelns omkrets som gar moturs fran [ till m.

Légg speciellt mérke till att definitionen visar att vi alltid kommer att rdkna
vinklar i radianer, inte grader. Vinkeln for ett varv &r alltsd 2w, vilket ju &r
omkretsen av en cirkel med radie 1, och inte 360°.

Definition 1.1.7. Vi sdger att tva vinklar o och g ar lika om o — § &r ett
heltal ganger 2.

Anmirkning 1.1.8. Definitionen 1.1.6 visar att i denna kurs kommer vi att
rdkna vinklar med tecken. Med andra ord kommer vi att rékna en lika stor
vinkel som positiv eller negativ, beroende pa om den #r métt medsols eller
motsols. I Figur 1 sa dr vinkeln fran L till M lika med «, medan vinkeln fran
M till L ar 2w — «, vilket ocksa &r lika med —a.

!Férscker man lite sjilv, sa mirker man snabbt att det inte &r helt litt att ge en allmin
definition av vad man ska mena med arean av en figur i planet. Ett matt pa komplikationerna
som uppstar nir man ska definiera area, dr att den idag allméint accepterade definitionen av
arean av en delméngd i planet definierades inte férran i 1900-talets borjan av Henri Lebesgue!



Figur 1: En illustration av definitionen av vinkeln mellan tva linjesegment.

Figur 2: De tva infallande vinklarna &r lika stora.

Satserna i euklidisk geometri &r de pastaenden om geometrin som kan formu-
leras genom att endast anvénda dessa nu inférda begrepp. Exempel ér:

1. Sats: Om tva linjer inte skéir varandra i ndgon punkt, och en tredje linje
faller in mot dem, sa kommer denna tredje linje att mote bégge tva i
samma, vinkel;

2. Sats: I en triangel 4r summan av alla tre vinklar densamma som summan
av tva rita vinklar;

3. Sats: (Pythagoras) Om man ritar en kvadrat vid varje sida i en riatvinklig

5
N —f

Figur 3: Hir &r a+ 8+ v =46 + €.




Figur 4: Pythagoras sats.

triangel, sa dr arean av kvadraten vid hypotenusan densamma som sum-
man av areorna vid de bégge kateterna.

1.2 Automorfier

Detta avsnitt i var introduktion till euklidisk geometri kommer att beskriva
ett begrepp som dyker upp néstan 6verallt i matematiken. Med en automorfi
kommer vi att mena en funktion med egenskapen att den bevarar all geomet-
risk struktur. Mer precist sa kriaver vi att en automorfi ska vara en bijektion
(se Definition 0.2.8) med avseende pa bade punkter och linjer, och att alla
storheter man kan méta upp (vinklar och linjer) skall vara oférindrade efter
automorfin. Sa f &r en automorfi om:

e Funktionen f &r en bijektion fran méngden av punkter till sig sjélv, sa
f:R? — R? ir en bijektion;

e Funktionen f respekterar linjer: sa om L &r en linje sa kommer
fL)={f(x) |z e L}

ocksa att vara en linje, och f ger pa detta séitt dven en bijektion fran
mingden av linjer i R? till sig sjélv;

e Funktionen bevarar avstdnd, i meningen att avstandet mellan x och y
alltid dr detsamma som avstandet mellan f(x) och f(y);

e Funktionen bevarar vinklar, sa att vinkeln tva linjer skir varandra i dr
densamma fore och efter funktionen.



Figur 5: En rotation.

Helt enkelt betyder ordet ”automorfi” att funktionen f inte far fordndra nagon
enda métbar egenskap hos det den verkar pa (i vart fall det euklidiska planet)
— planet sjalvt ska vara helt oskiljbart fran bilden av planet under funktionen

f

Anmirkning 1.2.1. Definitionen av en automorfi som vi har givit &r ganska
ineffektiv, i meningen att den skulle kunna formuleras mycket kompaktare. Till
exempel sa kréaver vi forst att f &dr en bijektiv, och speciellt kraver vi da att
om p och ¢ &r skilda fran varandra, sa kommer f(p) och f(g) vara skilda fran
varandra. Sedan kraver vi dessutom senare att f ska bevara avstand mellan
punkter. Men det andra villkoret implicerar det férstal Om p # ¢ ar deras
avstand nollskilt, och da maste avstandet mellan f(p) och f(gq) vara nollskilt.
Vi har anvént ett onodigt krangligt sétt att formulera automorfivillkoret for att
betona den intuitiva betydelsen av en automorfi, som en funktion som bevarar
alla egenskaper som 6verhuvudtaget kan formuleras utifran de begrepp som vi
har formulerat.

Exempel 1.2.2. En translation, eller parallellférflyttning, av planet &r en
funktion pa formen

f(z,y) = (x +a,y+b),

dér a och b &r tva fixerade reella konstanter. Vi visualiserar det som att funk-
tionen flyttar alla punkter i planet en stréicka a i z-led, och en stréicka b i y-led.
Varje translation &r en automorfi. A

Exempel 1.2.3. En rotation runt en given punkt &r alltid en automorfi. Till
exempel kan vi rotera planet med en vinkel 6§ moturs runt origo. Lat oss rikna
ut hur denna automorfi kan skrivas i koordinater. Betrakta som i Figur 5 en
punkt p = (x,y) med avstand r = y/x2 4 y? till origo. Lat som i figuren «
vara vinkeln mellan linjen fran origo till p och z-axeln. Punkten f(p) far enligt
trigonometri koordinaterna (r cos(a + 6),rsin(a + 6)). Med additionsformler
fér cosinus och sinus fas att

f(p) = (r(cos acos @ — sin asin ), r(cos asin @ + sin v cos 0)).
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Anvénder vi nu att x = rcos«, y = rsinq, fas att
f(p) = (xcosh —ysinh,xsinb + ycosh).
A

Vi tanker inte i detalj att visa att alla dessa exempel faktiskt &r automorfier.
Lat oss dock t.ex. visa att varje rotation kring origo avbildar linjer bijektivt.
Lat L varalinjen ax+by = ¢, och f en moturs rotation med vinkel 6 runt origo.
Vi vill forst visa att f(L) &r en linje. Fran definitionen kommer (z,y) € f(L)
om och endast om (z,y) ligger pa linjen som fas av att rotera L med en vinkel
f moturs, och att detta i sin tur sker om och endast om L innehaller punkten
som fas genoma att rotera (z,y) med en vinkel § medurs. Lat nu f~! vara
funktionen som roterar planet med en vinkel # medurs runt origo. Sa f~! fas
genom att sidtta in vinkeln —6 i uttrycket for en moturs rotation. Da &r

f Y (z,y) = (xcosd +ysinh, —zsinf + ycos ),

eftersom cosz = cos(—z) och —sinz = sin(—=z). Det vi har sagt i borjan av
denna paragraf dr att

FL) ={f(z,y) | (2,y) € L} = {(z,9) | f(z,y) € L}.
Men f~!(x,y) € L giller precis da
a(xcos + ysinh) + b(—zsinh + ycosf) = ¢

eller
(acos® —bsin @)z + (asinf + becos )y = c.

Detta &r nu igen ekvationen for en linje. En lustig observation dr nu att det
enda f gjort var att "rotera” koefficienterna a och b med en vinkel 8! Om vi
jaimfor med vart tidigare uttryck for f, ser vi att nér linjen L ges av koeffi-
cienterna a,b och ¢, sa kommer f(L) att ges av koefficienterna f(a,b) och c.
Speciellt giller ju att (a,b) # (0,0) om och endast om f(a,b) # (0,0), vilket
visar att L &r en linje om och endast om f(L) &r det. Utifran denna sista
observation, att f verkar pa linjer genom att "rotera” koefficienterna a och b,
kan man ocksa visa att f ger en bijektion fran méngden av linjer till sig sjdlv.

Vad som visar sig &r att alla automorfier av det euklidiska planet kan konstrue-
ras genom att sdtta ihop dessa tva exempel, alltsa translationer och rotationer
kring origo. Med det menar vi féljande:

Sats 1.2.4. Varja automorfi av det euklidiska planet kan skrivas som en ro-
tation kring origo foljd av en translation.

Vi borjar med ett lemma.

Lemma 1.2.5. Antag att tva automorfier f och g har egenskapen att f(p) =
g(p), och f(p') = g(p'), dir p och p’ dr tva distinka punkter i planet. Da dr
f=y

11



Figur 6: En illustration av beviset till 1.2.5.

Bevis. Lat ¢ € R? vara en godtycklig punkt i planet: vi skall visa att f(q) =
9(q). Om g = p vet vi redan detta, sa vi kan utan inskrdnkning anta att g # p.
Borja med att dra det rita linjesegmentet M fran ¢ till p. Lat L vara det rita
linjesegmentet fran p till p’. Eftersom bade f och g avbildar réta linjer pa rita
linjer, och bade f och g avbildar p och p’ till samma tva punkter, sa maste
det gilla att f(L) = g(L), det vill séga

{f@)|zel}={g(z)|xel}

Lat 6 beteckna vinkeln mellan L och M. Eftersom f och g &r automorfier sa
kommer bada att avbilda M pa ett linjesegment som gar ut fran punkten p,
med en vinkel 0 fran linjen f(L) = g(L), och som har samma lingd som M.
Men nu ser vi att det bara finns ett sadant linjesegment, sa det géller d&ven att
f(M) = g(M). Speciellt kommer bade f och g att avbilda &ndpunkten pa M
till samma punkt, sa f(q) = g(q). Eftersom detta giller for varje godtycklig
punkt g &r vi klara. O

Bevis. (av 1.2.4) Lat f vara en automorfi. Vi ska visa att f kan skrivas som
en sammansittning av en rotation kring origo och en translation.

Tag tva punkter p och p’. Lat L vara linjesegmentet fran p till p’, och M lin-
jesegmentet fran f(p) till f(p’). Rita en markering pa de bada linjesegmenten
i punkterna p respektive f(p). Om vi roterar planet med en vinkel 6, kommer
dven vinkeln mellan L och varje fix linje att &ndras med 6. Sa det existerar en
rotation g runt origo sadan att linjesegmentet g(L) (det vill séiga, L roterad
med en vinkel ) och M &r parallella, och sa att den markerade punkten pa
bégge linjer pekar at samma hall.

Lat sedan h vara translationen som avbildar g(p) pa f(p). Vi hivdar nu att
f = hog. Enligt konstruktionen vet vi att f(p) = h(g(p)), och enligt 1.2.5
behover vi nu bara visa att f(p’) = h(g(p')) for att slutféra beviset. Men enligt
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definitionen av g kommer linjen fran g(p) till g(p’) att ha samma lingd och
riktning som linjen fran f(p) till f(p’), och eftersom translationen h bevarar
bade lingd och riktningar kommer detta att gilla dven linjen fran h(g(p))
till A(g(p')). Men om f(p) = h(g(p)), och linjen fran denna punkt till f(p’)
respektive h(g(p')) dr densamma, sa maste dven f(p’) och h(g(p’)) vara samma
punkt. O

1.3 Axiom

Den presentation av euklidisk geometri vi har gjort i detta kapitel dr radikalt
annorlunda fran Euklides ursprungliga. Euklides anvénder sig av samma be-
grepp — punkter, linjer, vinklar — men definierar dessa genom axiom. Det
vi har gjort ar att definiera punkter som par av tal, och definiera geometriska
figurer genom vilka ekvationer dessa talpar uppfyller. Och hur skulle Euklides
ha kunnat hitta pa en sadan definition? Euklides talade aldrig om ekvatio-
ner: han anvénde sig av ett talsystem som inte ens hade en symbol for 0, och
det skulle dr6ja ndstan 2000 ar innan René Descartes skulle infora bruket av
ekvationer och koordinatsystem i geometrin.?

I Euklides Elementa foljs en annan vég in i geometrin: man definiererar aldrig
vad en punkt eller en linje faktiskt dr for nagot, endast vilka egenskaper dessa
skall ha. Vad detta betyder &r att Fuklides séger att det finns nagot som
heter punkter och linjer och cirklar och vinklar, och att dessa uppfyller en
viss uppséttning axiom. I Elementa skiljer han pa vad han kallar axiom och
postulat, dven om vi idag skulle sdga att axiom och postulat &r synonymer.
Dessa ir Euklides fem postulat:3

1. Genom tva punkter passerar en unik linje;

2. Varje dndligt langt linjesegment kan dras vidare godtyckligt langt i bagge
riktningar;

3. Givet en punkt p och en stricka r, finns det en unik cirkel med p som
mittpunkt och r som radie;

4. Vi borjar med en definition: Lat L vara nagon linje, och M ett linjeseg-
ment som moter L i sin ena dndpunkt. Mellan L och M kan vi méta tva
olika vinklar, och om dessa tva &r lika sa séger vi att vinklarna ar rdta.
Det fjarde postulatet séger att alla rédta vinklar ar lika stora.

5. Givet en linje och en punkt som inte ligger pa denna, finns en unik linje
genom punkten som inte skir den givna linjen nagonstans.

2René Descartes (1596-1650) riknas som den analytiska geometrins fader, dir ordet ana-
lytisk betyder precis att man anvéinder ekvationer for att beskriva geometriska figurer och
algebra for att 16sa geometriska problem. Fran honom kommer namnet ”kartesiskt koordi-
natsystem”.

3Vi har omformulerat dem nagot fran hur de ser ut i original.
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Figur 7: En illustration av fjarde postulatet. Tva linjesegment faller in mot
linjen L, och det hogra moter L i rat vinkel.

Vi har ersatt Euklides ursprungliga femte postulat med det logiskt ekvivalenta
Playfairs axiom,* som for manga upplevs som geometriskt tydligare. Euklides
ursprungliga version ser ut sa hir: om tva linjer skér en tredje i tva olika
punkter, pa ett sadant sitt att de bada inre vinklarna pa ena sidan av den
tredje linjen summerar till mindre &n tva rita vinklar, sa maste de forsta tva
linjerna skéira varandra i en punkt pa just denna sidan av den tredje linjen.

Utover dessa postulat anvidnder sig Euklides av fem axiom som man kan
forestilla sig att han skilde fran postulaten for att han tyckte att de var giltiga
for all matematik, inte bara plan geometri:

1. Storheter som &r lika med samma storhet &r lika;

2. Om samma storhet adderas till lika stora storheter, &r resultaten lika
stora;

3. Om samma storhet subtraheras fran lika stora storheter, &r resultaten
lika stora;

4. Storheter som sammanfaller ar lika stora;

5. Det hela &r storre dn varje del.

De forsta tva uttrycker tva riéknelagar i ord: om @ = b och b = ¢ 4r a = ¢,
respektive att om a = b 4r a + ¢ = b + c¢. Det tredje axiomet skulle vi idag
se som ett specialfall av det andra eftersom subtraktion endast &r addition
med ett negativt tal, men Euklides kénde inte till begreppet "negativt tal”.
De sista tva ar patagligt mer geometriska och lite luddigare formulerade. Med
den foérsta menar han exempelvis att om man genom att flytta och rotera
planet kan overfora en triangel till en annan, sa kommer dessa att ha samma
vinklar, sidldngder, area, och sa vidare. Med den sista menar han t.ex. att
om en linje delar en vinkel i tva delar, s& kommer bada dessa delar att vara
mindre é&n den ursprungliga vinkeln.

“Dopt efter den skotske matematikern John Playfair (1748-1819).
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Idag skulle vi sdga att han dessutom anvénder vissa underforstadda egenskaper
hos begreppen han studerar. Till exempel kan han argumentera att ett linje-
stycke som boérjar innanfor en cirkel och slutar utanfér den, maste nagonstans
skéra cirkeln. Det finns dock inget i hans axiom som garanterar detta — det
gar inte ens att visa att det maste existera en in- eller utsidal

Att forsoka visa satser om geometri med hjilp av Euklides axiom, i stéllet for
att anvidnda ekvationer och trigonometri som vi ar vana vid, dr en utmaning
till en borjan. En kul bok som arbetar med bade euklidisk och icke-euklidisk
geometri pa detta rent axiomatiska sitt dr den bitvis ganska tunga [4]. Dock
kommer vi inte att gora nagot sadant i detta kompendium. Vart fokus kommer
vara att arbeta med en konkret modell av geometri, som punkter i ett koor-
dinatplan, och vi kommer férsoka konstruera en av de vanligaste modellerna
for hyperbolisk geometri, den sa kallade 6vre halvplans-modellen.

1.4 Historik 6ver parallellpostulatet

Det femte av Euklides postulat brukar kallas for parallellpostulatet, och dess fa-
scinerande historia &r idag vilkdnd bland matematiker — manga matematiker
kan, i stora drag, aterberdtta historiken i de féljande paragraferna. Materialet
i detta avsnitt, och mycket mer detaljer, kan hittas i vilken bok som helst om
hyperbolisk geometri eller matematikens historia, sasom [2].

Man brukar allmént definiera tva linjer som parallella om de inte mots i nagon
punkt. Parallellpostulatet séiger alltsa att givet en linje L och en punkt p ¢ L,
finns en unik linje genom p som é&r parallell med L.

Euklides sjalv anvinder inte postulatet i sina forsta 28 propositioner, nagot
som manga idag tolkar som att han sjdlv ogillade det och anstrdngde sig
for att inte behova anvidnda det. Det femte postulatet kan tyckas klumpigt
och krangligt och mindre sjélvklart &n de forsta fyra, och vildigt linge efter
Euklides tid var matematiker 6vertygade om att det gick att bevisa det femte
postulatet fran de forsta fyra. Manga falska bevis for det femte postulatet har
foreslagits genom aren, men alla har fallit pa att de nagonstans pa ett subtilt
séatt anvint en egenskap hos planet som &r ekvivalent med parallellpostula-
tet. Till exempel uppticktes Playfairs axiom av den grekiske matematikern
Proclus; det var denna egenskap han implicit anvénde i sitt eget falska bevis
for (Euklides version av) parallellpostulatet.

For en modern lisare ér kanske de intressantaste bland dessa falska bevisforsok
Girolamo Saccheris (1667 - 1733). Vad han gjorde var att anta att parallellpos-
tulatet &r falskt, och forsokte hitta en motséigelse. Motsatsen till parallellpos-
tulatet dr som foljer: det existerar en linje och en punkt ej pa linjen, sddana
att antingen finns ingen parallell linje genom den givna punkten, eller sa finns
fler 4n en. Han visade att om det inte finns nagon parallell linje finner man
en motségelse, sa om parallellpostulatet &r falskt sa maste det finnas manga
olika linjer som inte skir den givna. Saccheri hittade flera intressanta resultat
innan han upptéckte nagot han trodde var en motsigelse. (Resultatet han hit-
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Figur 8: Legendres mérkliga konfiguration av rédta linjer.

tade var dock inte egentligen en motségelse, utan bara ointuitivt.) Han kunde
bland annat pa vigen visa att om parallellpostulatet &r falskt fér nagon punkt
och linje, sa &r postulatet falskt for alla punkter och alla linjer. Han visade
att om det fanns fler &n en parallell linje, sa existerar odndligt manga olika
parallella linjer. Vidare sa mérkte han att om parallellpostulatet &r falskt sa
maste vinkelsumman i varje triangel i planet vara mindre &n 7, inte lika med
7 som for en vanlig triangel!®

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) fortsatte Saccheris arbete och visade t.ex.
att om parallellpostulatet ar falskt sa gar det att rita tva linjer som skér
varandra i en godtyckligt liten vinkel, och sedan rita en tredje odndligt lang
rat linje som ligger helt innanfor det spetsiga omradet mellan de andra tva
linjerna, utan att skira nagon av dem.

Det ar héndelseforloppet efter allt detta som stéllde hela historien pa huvudet.
Ungraren Jénos Bolyai (1802-1860) och ryssen Nikolaj Lobatjevskij (1792-
1856) insag bada tva, oberoende av varandra, att det aldrig kommer att ga
att bevisa parallellpostulatet enbart med hjilp av de tidigare fyra postulaten,
eftersom det gar att konstruera en ny sorts geometri dar alla de fyra forsta
postulaten stimmer, men parallellpostulatet dr falskt. I moderna termer skulle
vi séiga att de insag existensen av den hyperboliska geometrin.

I denna geometri betyder alla orden ”punkt”, ”linje”, ”vinkel”, och sa vi-
dare, nagot annat dn i den klassiska euklidiska geometrin; men med korrekt
dndrade definitioner far man en geometri lika betydelsefull och ”sann” som
den dittills kdnda. Med andra ord var alla mérkliga resultat som Saccheri och
Legendre fann nér de antog motsatsen till parallellpostulatet helt enkelt inga
motségelser alls, utan de forsta kéinda satserna om hur parallella linjer beter
sig 1 hyperbolisk geometri!

Atminstone dr det sa vi ser historien idag. Av deras samtid blev bade Bolyai
och Lobatjevskij motarbetade och hade svart att fa sina arbeten publicerade.
(Sa lite genomslag hade deras idéer att det tog Bolyai 6ver tjugo ar att fa hora
talas om Lobatjevskijs arbeten!) For att stro salt i saren skrev den store Carl
Friedrich Gauss i ett brev till Bolyai att hans idéer var geniala, men att Gauss
sjélv redan upptéckt dem manga ar tidigare men inte velat publicera dem!

Inte férrdn mot artonhundratalets andra halft vann den hyperboliska geome-
trin allmén acceptans, efter flera matematikers arbete (sérskilt bor man hér
ndmna Eugenio Beltrami [1835-1900], Felix Klein [1849-1925] och Henri Poin-

Euklides sjilv mitte inte vinklar i vare sig radianer eller grader, utan skulle ha formulerat
det som att vinkelsumman adr mindre &n tva ridta vinklar.
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caré [1854-1912]) med att forenkla och forklara dessa teorier. Speciellt kénde
man vid det hér laget till 6vre halvplansmodellen (som vi kommer visa i detta
hiifte) och den sa kallade diskmodellen for hyperbolisk geometri, d.v.s. man
kunde faktiskt rita bilder av hur det hyperboliska planet ser ut. Man kan
jimfora med hur svart det var fér komplexa tal att bli accepterade av mate-
matikervirlden innan de kunde askadliggoras genom det komplexa talplanet,
som vi kommer att prata mer om i kapitel 3 i detta héfte.

1.5 Owvningar

Ovning 1.1. Hitta den unika automorfi f som avbildar (1,0) pa (2,5) respek-
tive (2,0) pa (2,6). Bestdm dven f~1.

Ovning 1.2. En linje som ges av ax + by = ¢ kan ocksa skrivas pa sa kal-
lad parameterform. Detta betyder att vi beskriver kurvan som bilden av en
funktion pa formen

f(t) = (d+rt,e+ st)

dér d, e, r och s ar konstanter och inte bade r och s dr noll. Visa att en mgjlig
parametrisering av linjen az + by = ¢ ges av att vilja

ac be

d:m, €:m, ’l”:b, S = —a.

Ovning 1.3. Sats 1.2.4 siger att varje automorfi av det euklidiska planet
kan skrivas som en rotation kring origo f6ljd av en translation. Visa att varje
automorfi dven kan skrivas som en translation f6ljd av en rotation kring origo.
(Ledning: om f #r en automorfi, &r #ven den inversa avbildningen f~! det.)

Ovning 1.4. Antag att ekvationerna ax + by = ¢ och a’z 4+ b'y = ¢ definierar
samma linje i planet. Visa att ekvationerna endast skiljer sig at med en kon-
stant, det vill siiga det finns en nollskild konstant p sadan att a = pa’, b = pbt’
och ¢ = pc.

Ovning 1.5. Avsluta beviset for att en rotation avbildar linjer bijektivt.
(Ledning: jamfor med Ovning 0.5.)
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2 Baglingd

I det hir kapitlet ska vi studera kurvor i planet, samt deras langder. Vi har
redan stott pa en speciell sorts kurvor, ndmligen réta linjer. En linje kan
beskrivas med hjilp av en ekvation som anger vilka punkter i planet som
ligger pa linjen.

Vi kommer nu att betrakta mer allmidnna kurvor som kan vara bojda, borja
och sluta i samma punkt och sa vidare. Precis som i fallet med rita linjer kan
dessa geometriska objekt beskrivas med hjilp av ekvationer. Ofta vill man
kunna f6lja en kurva i en viss riktning, och vi ska se att man kan ge en ma-
tematisk beskrivning av detta med hjalp av sa kallad parameterframstéllning.
Till skillnad fran foregaende kapitel, dir vi arbetade med begrepp som var
kénda redan under antiken, kommer vi fran och med nu anvénda mer moder-
na matematiska begrepp och verktyg som derivator och integraler.

Med hjalp av parameterkurvor kan vi inféra ett langdbegrepp for kurvor, den
sa kallade baglingden som ges av en viss typ av integral. Avstandet mellan
tva punkter i planet kan formuleras som den minsta mojliga baglangden for
en kurva som forbinder de tva punkterna, och vi ska visa att det &r de réta
linjerna som minimerar detta avstand.

2.1 Kurvor i planet

En punkt i planet kan beskrivas av tva reella tal, (z,y), som kallas fér punktens
koordinater. Vi kan beskriva geometriska objekt i planet genom att ange villkor
pa koordinaterna fér de punkter som hor till objektet. Ftt sétt att gora detta
ar att sidga att koordinaterna for punkter som hor till vart geometriska objekt
ska uppfylla vissa ekvationer eller olikheter.

Exempel 2.1.1. En linje L i planet &r en méangd
L={(z,y) € R?:az + by +c=0}
for fixa a, b, c € R. A
Exempel 2.1.2. Enhetscirkeln T i planet beskrivas som méangden
T ={(z,y) e R? : 2® + > = 1}.

En cirkel &r ett exempel pa en sluten kurva, det vill sdga, en kurva som inte
har nagra d@ndpunkter. A

Exempel 2.1.3. En annan delméngd av planet som kommer vara av intresse
for oss ar det ovre haluplanet

H = {(z,y) € R? :y > 0}.

Notera att koordinaterna fér punkter (x,y) i det hir exemplet ska satisfiera
en olikhet istéllet for en ekvation. Det leder till en mycket “storre” méngd &ar
i det forsta exemplet. A
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Ibland ar det av intresse att inte bara ange vilka punkter i planet vi vill be-
trakta, utan ocksa ange en inbérdes ordning for punkterna. Vi vill exempelvis
kunna ange var man ska borja rita pa en viss figur, eller i vilken riktning man
ska genomlopa en kurva. Ett sétt att uppna detta dr att anvinda en funktion,
eller réittare sagt, ett par av funktioner, fér att beskriva vart objekt.

En funktion f : [a,b] — R tilldelar ett reellt tal f(¢) till varje tal i intervallet
[a,b]. Det betyder att tva funktioner z,y : [a,b] — R tillsammans ger oss ett
par av reella tal (z(t),y(t)) for varje ¢ € [a,b]. Vi kan tolka detta par som
koordinaterna for en punkt i planet. Nér ¢ 16per igenom intervallet [a,b] fran
a till b ror sig punkterna (z(t),y(t)) i planet, och genom att rita ut (x(t), y(t))
for alla varden pa t far vi ett geometriskt objekt. Genom att vélja funktionerna
x och y pa lAmpligt sétt kan vi beskriva en stor klass av geometriska figurer,
sa kallade kurvor. Man kan tolka vart upplidgg som att funktionen ~(t) =
((x(t),y(t)) beskriver en bana som vi ska firdas. Variablen ¢ far da tolkningen
tid—den séger oss var vi befinner oss under var fird.

Vi dr framfor allt intresserade av “snélla” kurvor, det vill séga, vi vill inte att
vara kurvor ska vara alltfor hackiga. Ett sitt att precisera detta &r att stilla
vissa krav pa funktionerna som ger oss koordinaterna fér punkter pa kurvan.

Vi borjar dock med att ge nagra exempel pa kurvor.

Exempel 2.1.4. Lat p = (z1,y1) och ¢ = (22, y2) vara punkter i planet med
p # q. Betrakta funktionen «: [0,1] — R? som ges av

A(t) = (1 = ) + twa, (1 — B)ys + 1), (2.1)

Da beskriver () punkterna pa den rita linjen som férbinder p och ¢ och som
genomlops fran p till ¢.

Man kan nidmligen kontrollera att «v(t) = (z(t),y(t)) satisfierar ekvationen
(w2 —21)y(t) — (y2 —y1)z(t) —y1(z2 — 21) +21(y2 —91) = 0

for varje t, vilket betyder att méngden {v(¢) : t € [0,1]} uppfyller kravet i
Definition 1.1.4 av allménna linjer i planet.

I &ndpunkten ¢ = 0 har vi v(0) = (x1,y1) och om vi istéllet sétter in ¢ = 1
i(2.1) far vi 7(1) = (x2,y2). Det visar i sin tur att linjen verkligen passerar
genom de tva punkterna p och q. A

Exempel 2.1.5. Vi betraktar for ¢ € [0, 7/2] funktionen

~v(t) = (z(t),y(t)) = (2cost,2sint).

Vi ser att

och att

V(7/2) = (x(7/2),y(7/2)) = (0,2).
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radie 2 \

Figur 9: Parameterkurvan genoml&per en kvartscirkel.

Vidare dr avstandet fran punkten (0,0) till en punkt (¢) pa kurvan konstant
lika med v/4cos?t + 4sin¢ = 2.

Vi inser nu att vi har fatt en beskrivning av en kvartscirkel med radie 2, och
vi ror oss lings med kvartscirkeln moturs, fran (2,0) till (0,2). A

Vi &r nu redo att ge en formell definition av vad vi ska mena med kurvor i
planet.

Definition 2.1.6. En parameterfunktion &r en funktion
vilab] = R? b (x(t), y(t)); (2.2)

som &r injektiv pa [a,b) och &r sadan att funktionerna z(t) och y(t) &r konti-
nuerliga och har kontinuerliga derivator z’(¢) och y/(t).

Kurvan T’ &r méngden
D= {y(t) : t € [a, 5]} (2.3)

det vill sdga, bildméngden till parameterfunktionen ~.

Lat oss studera denna definition lite ndrmare och forséka bygga upp lite intui-
tion. Vi kriver att funktionen v(¢) &r injektiv, det vill siga, att v(t1) = v(t2)
medfor att t; = to. Detta krav ser till att vara kurvor inte skér sig sjilva: vi &r
aldrig i samma punkt vid olika tider (see Figur 2)—utom mojligtvis nér ¢ = b.
Om v(a) = y(b) séger vi att kurvan I" &r sluten.

Kontinuiteten hos koordinaterna x(t) och y(¢) gor att vara kurvor hinger
ihop. Grafen till en kontinuerlig funktion har inga “sprang”. I var situation &r
bade z-koordinaten och y-koordinaten kontinuerliga, sa punkterna ~(¢1) och
v(t2) ligger godtycklig nira varandra nér tiderna t; och to &r tillréckligt néra
varanda. Slutligen ger existensen av en derivata att vara objekt har tangenter
i varje punkt. Det finns naturliga geometriska objekt som inte har tangenter,
men som dnda &r relativt trevliga. Ett exempel dr sa kallade polygontag (se
Figur 3). Vi kommer att anse att ett polygontag dr uppbyggt av flera pa
varandra foljande kurvor—némligen linjesegment. Hela polygontaget kommer
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Figur 10: Icke-skidrande och skérande kurvor.

Figur 11: Ett polygontag.

da ha tangenter i alla punkter utom i limningspunkterna, men denna svarighet
kommer vi inte att fista sa stor vikt vid.

Vi observerar att en kurva, som &r ett geometriskt objekt, kan ges som bilden
av flera olika parameterfunktioner. Vi betraktade i ett av exemplen linjen som
forbinder tva punkter p och ¢ och angav da parameterfunktionen ~ given av
(2.1). Vi hade &ven kunna betrakta parameterfunktionen

’Ny(t) = ((1 —t)l‘g—l—tl‘l,(l —t)y2+ty1), t e [0, 1].

Dess bild dr samma geometriska objekt, ndmligen linjen, men eftersom 5(0) =
(z2,y2) = q anger denna parameterfunktion att vi ska fardas at andra hallet
pa linjen nér ¢ genomloper intervallet [0, 1].

2.2 Linjeintegraler

Det dr naturligtvis av intresse att kunna méta langden av en kurva i planet. Vi
maste emellertid borja med att ange vad vi menar med lingden av en kurva.
Vissa enkla kurvors ldngder kénner vi redan: vi vet hur man méter ldngden
pa ett linjesegment.

Vi ska nu se att vi kan anvénda integraler for att ta fram ett lingbegrepp for
kurvor pa parameterform. Lat (a1, as) och (by,be) vara tva punkter i planet,
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Figur 12: Approximationer av en kurva med polygontag med n = 3 (vénster)
respektive n = 8 (hoger).

och 1at L vara det rdta linjesegmentet mellan dem. Fran Pythagoras sats far
vi att langden av L ges av

Z(L) = \/(bl — a1)2 + (bg — a2)2.

Betrakta nu en parameterfunktion «: [0,1] — R?, med bildméngd T. Vi later
n > 1 vara ett heltal och betraktar de n+1 stycken punkterna t; € [0, 1] givna
av

tj:%, i=01,...,n

Vi ser speciellt att tg = 0 och t,, = 1 for alla n. Vi forbinder nu varje par v(¢;)
och 7(tj41) av punkter pa kurvan med en rét linje (se Figur 4).

Detta ger oss ett polygontag K, som bestar av linjesegment L; och som ligger
néra en ursprungliga kurvan, i alla fall om vi véljer n, antalet punkter, stort.
Langden av varje linjesegment L; ges av

UL;) = \J (1) — 2(t)2 + (uti1) — y(t)2.

Den totala lingden av polygontaget K, ges av summan av lingderna av lin-
jesegmenten L;:

n—1
W) = 30 @tn) = ()2 + (ulty41) — (t))2
=0

Vi har ju antagit att funktionerna x(t) och y(t) &r kontinuerliga och har kon-
tinuerliga derivator 2/ (t) och (), sa vi kan tillimpa medelviirdessatsen A.1.5
fran appendix. Vi far da for varje j = 0,1,...,n att

w(tjyr) — x(t;) = (L1 — ;)2 (75)

for nagot 7; € [t;,tj41], och
y(tiv1) —y(t;) = (tir1 —t5)y (o))
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for nagot o; € [tj,t;41]. Vi noterar dven att t; 1 —t; = 1/n.
Detta ger oss att

n—

1K) = -3 @ )7 + o) (24)

1
=0

Vi underséker nu vad som hinder med detta uttryck nér vi véljer n stort.

Lat oss bilda en funktion i : R — R genom att sétta

h(t) = V(@' (1) + (' (1))?

Eftersom z'(t) och y/(¢) &r kontinuerliga dr &ven h(t) kontinuerlig. Vi ser nu
att (2.4) paminner ritt mycket om

1 n
- Z h(7;),
7=0

som &r den typ av Riemannsumma man brukar bilda nir man ska berdkna
integralen av funktionen h. Vi hénvisar ldsaren till héftets appendix for en
diskussion. Tyvérr dr 7; och o; inte nodvéindigtvis lika, men nér avstandet
mellan t;11 och ¢; blir litet, vilket &r fallet nér n — oo, maste ju ocksa 7; och
o; ligga néra varandra.

Det hér intuitiva argumentet for att vi kan sétta 7; = o; ricker tyvérr inte for
att vi formellt ska kunna dra slutsatsen att (2.4) konvergerar mot fol h(t)dt
nir n — oo. Man kan ge ett ordentligt bevis for att sa dr fallet, men vi avstar
fran det hir, utan nojer oss med att ha gjort troligt att (2.4) gar mot

1 1
/ h(t)dt = / V@ OR T (7).
0 0

nar n — oo.

Man téanker ju ofta pa integralen av en funktion som arean (med tecken) under
funktionsgrafen, men i det hér fallet kan vi tolka integralen som nagot som
har med lingden av en kurva i planet att gora. Funktionerna x(¢) och y(t)
anger en position pa kurvan som funktion av “tiden” ¢, vilket betyder att vi
ska tolka 2/(t) och y/(t) som hastigheterna i z-led och y-led i samma tid. Nér
vi integrerar en hastighet 6ver en tid far vi mycket riktigt en stricka!

Vara overliggningar motiverar foljande definition av ldngden av en kurva.
Definition 2.2.1. Lat v : [a,b] — R? med ~(t) = (z(t),y(t)) vara en para-

meterfunktion som ger upphov till en kurva I' i planet. Da ges lingden av I’
av

b
Ir) = / N IO TIOE (2.5)

Vi noterar hér att vart antagande att 2/(t) och /(t) dr kontinuerliga medfor
att integralen i hogerleder i (2.5) existerar, se Sats A.2.1.
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Exempel 2.2.2. Vi berdknar lingden av kvartscirkelbagen i vart tidigare
exempel, dar vi alltsa hade

~v(t) = (z(t),y(t)) = (2cost,2sint).

Vi har
2'(t) = —2sint, y'(t) = 2cost,

och identiteten cos?t + sin?t = 1 ger oss

V@ @2+ (Y ()2 = Vdsin?t + dcos?t = V4 = 2.

Alltsa far vi

/0% V(@' ()2 4 (v (t))2dt = 2 /g dt = 9. g —

0

Vart resultat 6verensstidmmer med vad vi hade fatt om vi hade utnyttjat
faktumet att omkretsen av en cirkel med radie r ar 27r. I vart fall ar r = 2,
och vi ska dela resultatet med 4. A

Om man ténker efter inser man att det till synes finns nagra problem med var
definition av lingd. En kurva hor ju inte till en entydig parameterfunktion—
samma geometriska objekt kan beskrivas av olika parameterfunktioner. Vi kan
ju genomltpa halvcirkelbagen i vara exempel fran vénster till hoger eller fran
hoger till vanster. Sedan kan vi ju translatera cirkelbagen ocksa, eller rotera
den, och da #ndras koordinaterna for punkterna pa cirkeln.

Det kénns naturligt att krédva att langdbegreppet vi har infort inte ska bero av
exakt vilken parameterfunktion vi har valt for att beskriva var kurva, eller var
i planet kurvan befinner sig. I nésta avsnitt ska vi diskutera dessa problem. Vi
ska se att langden av en kurva inte beror av parametervalet och att langden
dessutom ér invariant under automorfier av planet.

2.3 Variabelbyten och automorfier

Vi borjar med det forsta problemet med lingdbegreppet vi tog upp ovan,
namligen att en och samma geometriska objekt I' kan vara bildméngden till
olika funktioner ().

Definition 2.3.1. Lat v : [, 3] — R? vara en parameterfunktion. Lat
h : |a,b] — [a, (] vara en kontinuerligt deriverbar funktion sadan att h([a,b]) =
[, B] och R/(t) &r nollskild och inte byter tecken. Da séiger vi att den sam-
mansitta funktionen v o h : [a,b] — R? #r en omparametrisering .

Kravet att derivatan av h inte byter tecken medfor att vi inte “stannar upp”

ndr vi genomloper intervallet [a,b] enligt h—vi tolkar hér |h/(t)| som farten
med vilken vi genomléper intervallet [a,b]. Ddremot &r situationen h(a) = 3
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och h(b) = «a tillaten. I detta fall kommer vi genomlépa kurvan I' at motsatt
hall jamfort med tidigare nér vi foljer parameterframstéllningen given av yoh.

Nésta sats visar att det faktiskt inte spelar nagon roll precis vilken parameter-
framstéllning vi véljer nér vi ska ridkna ut langden av en given kurva. Ett nyc-
kelresultat som vi anvénder i beviset dr satsen om variabelbyten, Sats A.2.2,
som tillater oss att gora oss av med omparametriseringen vid integration.

Sats 2.3.2. Lat I" vara en kurva som hor till parameterfunktionen ~v. Da dr

lingden av kurvan, I(T'), oberoende av omparametriseringar.

Beuvis. Vi betraktar parameterfunktionen som ges av sammanséttningen av ~y
med en omparametrisering h: [a,b] — [a, (]:

(v o h)(t) = (x(h(t)), y(h(t)))-

Vi kan for enkelhetens skull antaga att h'(t) > 0. Enligt kedjeregeln for deri-
vering géller att

(voh)'(t) = W (t)(2'(h(t), ¥ (h(t)))-
Vi far darfor

VI@h) T2 + [(y(h&))]2 = [ ()] (' (h(1))? + (' (h(1)))-

Léngden av I' med parametriseringen v o h ges av

b
/ W' @)1V (' (h()? + (v (h(2)))?dt.

Detta uttryck paminner mycket om det som definierar [(T"), férutom att vi har
en extra faktor |h/(t)| i integranden och att vi evaluerar funktionerna z’ och
y' 1 punkten h(t) istéllet for .

Vi genomfor darfor ett variabelbyte genom att sétta s = h(t). Detta ger oss de
nya griinserna sop = h(a) = a och s1 = h(b) = 3, samt ds = h/(t)dt. Eftersom
R'(t) > 0 giller |h'(t)] = h'(t) och vi far fran satsen om variabelbyten, A.2.2,
att

b B
/ VRO + (RO (1) dt = / V@R (7()ds.

«
Integralen i hogerledet dr precis [(T).

Beviset i fallet h'(t) < 0 dr snarlikt och utelimnas dérfor. O

Var intuition siger oss att tva kurvor som ser likadana ut har samma langd,
oberoende om de befinner sig pa olika stéllen i planet eller &r roterade. Vi ska
nu precisera detta genom att visa att lingden av en kurva &r invariant under
automorfier av planet.

Sats 2.3.3. Lat f vara en automorfi av planet. Da gdller I(I') = I(f(T")) for
varje kurva T'.
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Bewvis. Vi paminner oss om att alla automorfier av planet &r sammansatta av
en rotation och en translation, se Sats 1.2.4. Det réicker dérfor att visa att
léngden av en kurva &r invariant under dessa avbildningar.

Vi borjar med translationerna. Lat alltsa automorfin f ges av
flz,y) =(r+a,y+b), abeR.
Om ~ &r en parameterframstéllning av I" géller att
(foy)() = (x(t) + a,y(t) +b).
Eftersom derivatan av en konstant &r 0 far vi att
(f o)1) = ((z(t) +a)), (y(t) + b)) = (2 (1),y'(1)),

och vi ser att lingden av kurvan f(I") blir

b b
I(f(T)) = / VIED TP+ [0 + 0Pt = / VIEOE + 7 0P,

vilket &r samma sak som [(T").

Vi betraktar nu en rotation f av planet moturs med en vinkel 6 (se 1.2.3); det
vill séga,

flx,y) = (rcosf —ysinh, zsinf + ycosh), 6 €R.
Vi far nu
(foy)(t) = ((x(t)cos§ — y(t)sin ), (x(t)sin O + y(t) cos )")
= (2'(t) cos 0 — ¢/ (t) sin 0, 2 (t) sin O + o/ (t) cos 0).
Vi noterar att

(' (t) cos @ —5/ (t) sin 0)* = (' ()% cos® O+ (' (t))? sin® @ — 2 cos O sin Hx'(t)g(/(yg
2.6

samt att

(' (t) sin O+ (t) cos 0)? = (' (t))? sin? O+ (3 (t))? cos? 42 cos O sin Hx’(t)y(’(y))
2.7

Vi lagger ihop dessa tva uttryck och far
(' (t))*(cos? 0 + sin? 0) + (y/(t))?(cos® O + sin? ) = (2'(t))* + (v (t))*.

Eftersom summan (2.6) och (2.7) &r precis det uttryck som dyker upp under
rottecknet i integralen som ger oss lingden av f(I') drar vi aterigen slutsatsen

att [(f(T)) = U(T).

Detta avslutar beviset. O
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2.4 Avstand och geodeter

Vi avslutar det hir kapitlet med att infora ett avstandbegrepp i planet med
hjélp av langder av kurvor.

Lat p1 = (z1,y1) och py = (22, y2) vara tva olika punkter i planet. Vi kan alltid
forbinda p; och po med hjélp av parameterfunktioner. Mer precist kan vi hitta
en kurva I' som ges av v : [a,b] — R? med v(a) = p; och y(b) = py. Vi kan till
exempel vilja en rit linje som forbinder dem och parametrisera den, se (2.1).
Det finns manga fler mojligheter. De har dnda alla en sak gemensamt—deras
baglingd kan inte vara mindre &n den rita linjens.

Sats 2.4.1. Lat p1 och ps vara tva punkter i planet, och lat L vara det rdta
linjesegmentet som forbinder dem. Da gdller

I(L) < UT)
for varje annan kurva I' som forbinder py och ps.

Bevis. Genom att rotera och translatera punkterna p; och py far vi tva nya
punkter p; och pa med

p1 = (0,b1); p2 = (0,b2).

Da baglangd &r invariant under automorfier récker det att visa att {(L) < I(T")
for varje parameterkurva som férbinder p; och po.

Eftersom langden av en kurva dr invariant under parametrisering, kan vi anta
att I' &r bilden av parameterfunktionen v(t) = (z(t), y(t)) definierad pa [0, 1]
med v(0) = (0,b1) och v(1) = (0,b2). En parameterfunktion vars bild &r
linjesegmentet som forbinder p; och po &dr funktionen

1) = (0,9(), te01].

Vi noterar att

Dérmed géller

1 1
(r) = / V@O + @)%t > / WOl = (b~ b)), (28)

I sista steget har vi anvént att baglingden av den rédta linjen &r oberoende
av valet av parameterfunktion for L. Vi kan alltsa speciellt vélja den vanliga
parameterfunktionen v(t) = (0, (1 — ¢)by + tby) nér vi ska berikna [(L) i sista
steget.

Satsen ar nu bevisad. O

Anmérkning 2.4.2. Man kan visa att likhet intréffar i (2.8) precis nér z’(t) =
0 for alla t—det vill séga, precis nér I' dr en rét linje.
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Figur 13: En rét linje minimerar avstandet mellan tva punkter.

En rét linje mellan tva punkter i planet har alltsa kortare lingd &n varje
annan kurva som forbinder dem. Léngden av en rét linje mellan tva punkter
p = (p1,p2) och g = (q1,42) ges ju av /(g1 — p1)? + (g2 — p2)?, och detta ér
samma sak som avstandet mellan p och ¢. Vi skulle alltsa kunna definiera
avstandet mellan p; och ps som

diSt(pl,pg) = Z(L),

dér L ar den rdta linjen som foérbinder p; och po. Precis vilken parameter-
funktion vi viljer spelar ingen roll—ldngden av L &r ju oberoende av detta
val.

Den hir tankegangen ter sig kanske on6digt kranglig. Vi ska emellertid senare
se att vi kan anvinda detta synsédtt for att infora avstandsbegrepp i andra
typer av geometrier: forst hittar man en typ av kurva mellan tva punkter som
alltid har minimal léngd och sedan definierar man avstandet mellan punkterna
som ldngden av den speciella kurvan. Avstandsminimerande kurvor har ett
eget namn; de brukar kallas geodeter.

2.5 Ovningar

Ovning 2.1. Verifiera att punkterna pa kurvan som hér till parameterfunk-
tionen v: [0,1] — R? som ges av

V() = (@(t),y(t)) = (1 = )y + twz, (1 — )y1 + ty2))

satisiferar

(2 —21)y(t) — (y2 — y1)z(t) — y1(r2 — 21) + 21(y2 — y1) = 0, (2.9)

det vill sdga, att I" &r ett linjesegment.
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Figur 14: Asteroidkurvan.

Ovning 2.2. Beriikna baglingden av kurvan I' som hér till parameterfunk-
tionen 7: [0,1] — R? som ges av

A(t) = (121 +12).
Forsok dven att rita upp kurvan.

Ovning 2.3. Berikna baglingden av den sa kallade asteroidkurvan vilken ges
av parameterfunktionen v: [0,27] — R?, dér

y(t) = (cos® t,sin®t), t € [0,27].

Ledning: Anvind symmetrin hos kurvan for att forenkla beréikningarna. Férscka
sedan att hitta en trigonometrisk etta i integranden.

Ovning 2.4. Berikna baglingden av kurvan I' som ges av parameterfunktio-
nen v: [0,1] — R? med

y(t) = (;—; cost,\%sint) , teo,1].
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3 Komplexa tal

I det hér kapitlet infor vi rdkneséitten addition, subtraktion, multiplikation
och division fér punkter i planet. Detta gor att vi kan identifiera punkter i
planet med de sa kallade kompleza talen. Dessa betecknas vanligtvis med C.
Vi diskuterar olika sitt att representera komplexa tal och ger en geometrisk
tolkning av réknesétten.

Parameterkurvor i planet kan ocksa beskrivas med hjilp av komplexa tal, och
automorfierna av R? kan pa ett elegant sitt identifieras med vissa avbildningar
av C. Vi avslutar kapitlet med en kort genomgang av funktioner av komplexa
tal och deras egenskaper.

3.1 Operationer med punkter i planet

Alla punkter i planet R? kan beskrivas med hjilp av tva reella tal, punkternas
sa kallade koordinater. Vi behérskar sedan tidigare réknesétten for reella tal:
vi kan addera, subtrahera, multiplicera och dividera reella tal.

Vi anvéander nu de kéinda riknesédtten for R for att inféra motsvarande riknesétt
for punkter i planet. Vi delar for enkelhetens skull upp definitionerna.
Definition 3.1.1. Lat p = (a,b) och ¢ = (c,d) vara godtyckliga punkter i R2.
Summan av p och q ges av

p+q=(a+cb+d) (3.1)
och differensen av p och ¢ ar

p—q=(a—cb—d) (3.2)

Vi noterar att detta &r vildefinierat eftersom a 4+ ¢ och b + d samt a — ¢
och b — d ar definierade for reella tal a, b, ¢, d. Resultatet av additionen och
subtraktionen ar ett nytt par av reella tal, och vi kan givetvis identifiera dessa
par med punkter i planet. Dessutom kénns definitionen naturlig: additionen
och subtraktionen sker komponentvis. Vi ska senare se hur operationerna kan
tolkas geometriskt.

Vi fortsdtter med att definiera multiplikation.

Definition 3.1.2. Lat p = (a,b) och ¢ = (c¢,d) vara godtyckliga punkter i
planet. Produkten av p och q definieras som

p-q=(ac—bd,ad+ be). (3.3)

Vi ser igen att definitionen dr meningsfull eftersom uttrycken ac, bd, och sa
vidare, samt summor och differensen av dem, &r meningsfulla for reella tal a,
b, c och d.

Vi kommer for enkelhetens skull oftast att skriva pg for produkten p-¢q. Ibland
vill vi pakalla ldsaren uppmérksamhet till ndgon viss faktor i en produkt, och
da skriver vi ut multiplikationstecknet.
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Figur 15: Punkten z och dess konjugat Z.

Exempel 3.1.3. Siitt p = (v/2,1) och ¢ = (1/17,—1). DA har vi enligt defi-
nitionen av addition och subtraktion att

p+q=(V2,1)+(1/17,-1) = <13¥%;51,0)
samt
poa=pta=(V21) - (/17,1 = (%2) .

Vi anvénder definitionen av produkt for att berdkna

pg= (V2,1)(1/17,-1) = (V2-1/17 = 1+ (=1),V2- (=1) + 1 (1/17))
:<ﬁ+N1—nﬁ)

17 17

A

Nu aterstar bara att ange vad vi ska mena med division av punkter i planet.
Innan vi gor detta ska vi inféra lite notation.

Definition 3.1.4. Konjugatet av p € R? ir
p = (a,—b). (3.4)

Geometriskt innebéar konjugering att vi speglar i z-axeln. Vi genomfér en liten
rakning som visar sig vara anvéindbar:

p-p = (a,b)-(a, —b) = (aa—(—b)b,a(—b)+ba) = (a®>+b*, —ab+ab) = (a*+b*,0).

Vi har hér bland annat utnyttjat att ab = ba for reella tal. Vi noterar att
andra komponenten av p-p alltid &r noll. Om z &r ett nollskilt reellt tal vet vi
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vad som menas med 1/x, och detta betyder att vi kan ge det komplexa talet

1/pp tolkningen
1 1
- = 70 )
pp a? + b2

Vi ér nu redo att definiera division fér punkter i planet: vi forléinger helt enkelt
p/q med g i bade tiljare och ndmnare.

sa lange p # 0 + 0:.

Definition 3.1.5. Lat p = (a,b) vara en godtycklig punkt i planet, och lat
q = (¢, d) vara en punkt i planet skild fran origo. Kvoten av p och ¢ definieras
som punkten i planet som ges av

D 1 _
. (3.5)

Exempel 3.1.6. Lat p = (v/2,1) och ¢ = (1,—1). Vi har ¢ = (2,0) samt
pg= (V2 + 1,1 —/2), vilket ger oss p/q = (V2 +1)/2,(1 — V2)/2). A

3.2 Real-och imaginirdel av komplexa tal

Vi har i foregdende avsnitt infort algebraiska operationer pa punkter i pla-
net. Detta gor att vi kan uppfatta punkter i planet, tillsammans med dessa
operationer, som ett nytt slags tal som vi kan rédkna med.

Vi ska nu inféra den notation som &r bruklig ndr man arbetar med dessa
komplexa tal. Den &r framfor allt praktisk ndr man vill betona den algebraiska
aspekten av komplexa tal, till skillnad fran den geometriska tolkningen som
punkter i det vanliga planet.

Vi borjar med tva exempel.

Exempel 3.2.1. Betrakta tva punkter p = (a,0) och ¢ = (¢,0) pa z-axeln.
Nér vi adderar p och q eller subtraherar dem fran varandra far vi nya punkter
pa z-axeln. Till exempel géller ¢ — p = (¢ — a,0).

Definitionen av multiplikation medfor att produkten av p och q &r
pg=(a-c—0-0,a-0+c-0)=(ac,0),
sa pq ligger ocksa pa z-axeln. A

Exempel 3.2.2. Vi betraktar nu en punkt pa z-axeln, p = (a,0) samt en
punkt pa y-axeln, ¢ = (0,b). Vi ser genast att summan eller differensen av p
och ¢ i allménhet inte ligger pa vare sig x-eller y-axeln. Daremot har vi

pg=(a-0—0-b,a-b+0-0)=(0,ab),

sa produkten av p och ¢ ligger pa y-axeln. A
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Vi satter hadanefter
i=1(0,1) (3.6)

och kommer lite oegentligt att skriva
1=(1,0). (3.7)

I det sistndmnda fallet genomfor vi i sjélva verket en identifikation av det
speciella paret (1,0) med det reella talet 1.

Mer allmént kommer vi att identifiera det kompleza talet z = (a,0) med det
reella talet a. Fran rdkningarna i Exemplen 3.2.1 och 3.2.2 foljer att varje
punkt p = (a,b) kan skrivas som

p=(a,b) = (a,0)(1,0) + (0,1)(b,0) = al + ib = a + ib.

Vi anvinder denna notation nér vi vill betona de algebraiska aspekterna av
operationer med punkter i planet.

Definition 3.2.3. Ett komplext tal ar ett tal pa formen
z=a+1ib, dir a,b€eR. (3.8)

Varje komplext tal svarar mot en punkt p € R? med p = (a,b). En punkt
p = (a,b) € R? kan identifieras med det komplexa talet z = a + ib.

Det reella talet a kallas for z:s realdel, och vi skriver a = Re(z). Talet b dr z:s
imagindrdel och betecknas b = Im(z).

Méngden av alla komplexa tal, det vill sdga,
{z=a+ib:a,be R}

brukar betecknas med C.

Om a =01z = a+ b sdger vi att z &r rent imagindrt och om b = 0 att z
ar reellt. De reella talen R kan identifieras med en delméngd av de komplexa
talen, ndmligen med méngden

{z € C:Im(z) = 0},

vilken sammanfaller med z-axeln i planet. Vara rékningar i Exempel 3.2.1
visar att denna méngd ar sluten under de algebraiska operationerna.

Vi kommer att anvénda beteckningen z = a—1b for konjugatet av det komplexa
talet z = a + ib. Absolutbeloppet av ett komplext tal z = a + ib &r den reella

storheten
2| = Va* + b2, (3.9)

vilket geometriskt sett &r inget annat &dr avstandet fran origo till punkten
p = (a,b). En liten rikning visar att

z2-Z= |z\2,
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vilket betyder att vi kan skriva kvoten av tva komplexa tal som

z  zw
w o |w]?

Vi avslutar detta avsnitt med en intressant observation: vi har
i =4i-i=(0,1)(0,1) = (—1,0).

Vi har ju tidigare identifierat paret (—1,0) med talet —1. Var utrikning visar
alltsa att ¢ har egenskapen

det vill siga, i 16ser ekvationen z? 4+ 1 = 0.

Historiskt sett var det sa studiet av komplexa tal inleddes—man ville hitta
rotter till vissa polynomekvationer. Man inforde dérfér en symbol, 4, bildade
uttryck pa formen a + ib och definierade rikneregler fér dessa. Déarefter visade
man att raknereglerna var meningsfulla och reducerades till de vanliga reglerna
for reella tal ndr b = 0. Eftersom vi framst &r intresserade av geometri har vi
bérjat med att betrakta komplexa tal som punkter i planet, utrustade med
rakneregler, men i sjilva verket upptécktes denna tolkning av de komplexa tal
efter deras algebraiska egenskaper.

3.3 Komplexa tal pa polar form

Eftersom de komplexa talen kan identifieras med punkter i planet kinns det
naturligt att forsoka tolka rikneoperationerna pa C geometriskt.

Vi borjar med att betrakta addition och subtraktion. Lat dirfor z = a + ib
och w = ¢+ id vara tva komplexa tal. Vi kan rita upp dem som punkter i
planet genom att anvidnda a respektive ¢ som x-koordinater och b respektive
d som y-koordinater. Summan z 4+ w &r enligt definitionen det komplexa talet
a+c+i(b+d), och vi ser att motsvarande punkt har z-koordinaten a + ¢ och
y-koordinaten b+ d. Detta betyder att punkten som svara mot summan z + w
ar hornpunkten i parallellogrammen som bestdms av z och w (se Figur 7).
P& ett liknande sétt kan man ge subtraktion av komplexa tal en geometrisk
tolkning. Vi 6verldamnar detta som en 6vning.

For att kunna ge multiplikation och division en geometrisk tolkning behéver
vi inféra ett annat sétt att beskriva komplexa tal som punkter i planet. Vi
betraktar aterigen en figur. Vi kan beskriva en punkt i planet genom att ange
dess avstand fran origo, r, samt den vinkel som den rita linjen fran origo till
punkten bilder med z-axeln. Vi berdknar avstandet med hjilp av Pythagoras

sats och far
r=+va?+ b, (3.10)

vilket 4r samma sak som absolutbeloppet av det komplexa talet z = a + ¢b. vi
noterar att 7 = 0 om och endast om p = (0,0).
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Figur 16: Geometrisk tolkning av z 4+ w.

Figur 17: Polara koordinater.
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Vinkeln 6 kallas for argumentet av z, och vi skriver § = arg(z). Om z = 0
ar arg(z) odefinierat. Genom att projicera pa z-axeln och y-axeln ser vi att
z-koordinaten for punkten z kan skrivas med hjilp av 0 som r cos 6, medan
y-koordinaten blir rsin 6. I den sedvanliga a + ¢b-notationen blir detta

z =r(cosf +isinf) (3.11)

eller z = |z|(cos 6 + isinf) om man foredrar det.

Lat nu w = s(cos ¢ + isin ¢) vara ett annat komplext tal. Vi multiplicerar de
komplexa talen z och w och far

z-w=r(cosf +isinf) - s(cos ¢ + isin ¢)

=rscosfcosp — rssinfsin g + i(rscosfsin ¢ + rssinf cos @)
och genom att anvinda additionsformlerna fér sinus och cosinus far vi
z-w = rs[cos(0 + ¢) + isin(6 + ¢)]. (3.12)

Nu ser vi vad multiplikation av tva komplexa tal innebdr geometriskt: man
multiplicerar talens avstand fran origo med varandra och adderar vinklarna
som de rédta linjerna till punkterna bildar med z-axeln. Vi kan sammanfatta
detta med formlerna

|z-w| = |z| - |lw| och arg(zw) = arg(z) + arg(w). (3.13)

Liknande rakningar kan genomforas for division. I polédra koordinater blir kvo-
ten av talen z och w, w # 0, det komplexa talet som i polidra koordinater kan
skrivas

5 = 2[608(9 — ¢) +isin(f — ¢)], (3.14)

det vill séga, vi dividerar talens absolutbelopp och subtraherar de tillhérande
vinklarna:

(%( - % och arg(z/w) = arg(z) — arg(w). (3.15)

Eftersom uttrycket cos 4+ isin @ anvinds sa ofta ndr man arbetar med kom-
plexa tal ar det smidigt att hitta ett forkortat skrivsétt for det. Man kan déarfor
inféra den kompleza exponentialfunktionen

e = cosf + isin®, (3.16)
som dr en funktion som till varje reellt 6 tillordnar ett komplext tal . Vi
kan vidare notera att

62‘0

=V cos? § +sin® 0 = 1.

Vi kan nu skriva det komplexa talet z = a + ib pa ett kompakt sétt:

Z=Te
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dér alltsa r = |z| och # = arg(z). Genom att anvénda formeln (3.12), med
r = s = 1, erhaller vi
0 it _ i(0+0)

Vi har vidare ie?® = i(cosf + isinf) = icosf + i’sinf = —sinf + icosf
eftersom 2 = —1. Detta visar att derivatan av den komplexa exponential-
funktionen med avseende pa 6 &r

(e’ie)/ — 2629

Funktionen e? beter sig alltsa verkligen som en exponentialfunktion! Vi ska i
nasta avsnitt forklara exakt vad vi menar med att derivera en funktion som
tar komplexa vérden.

3.4 Parameterkurvor i komplexa planet

Vi inforde i foregaende kapitel ett sitt att beskriva en kurva i planet tillsam-
mans med en riktning i vilken vi vill fardas léings med kurvan. Vi talade om
parameterframstillningar: funktioner v : [a,b] — R? som ges av

Parameterframstéllningen anger, for varje vérde ¢, i vilken punkt (z(to), y(t0))
i planet vi befinner oss.

Eftersom vi kan identifiera punkter i planet med komplexa tal inser vi att vi
dven kan skriva parameterkurvor pa komplex form. Vi har da

Y(t) = z(t) + iy(t), (3.17)

vilket kan tolkas som en funktion v: [a,b] — C. Med denna notation kan paret
(2'(t),y'(t)) som dyker upp i baglingdsintegralen skrivas

V(1) =a'(t) + iy (1), (3.18)

vilket &ven det ar en funktion som antar komplexa virden. Vi tar hogerledet i
(3.18) som definition av derivata av en komplexviird funktion av ett reellt tal:
man deriverar real-och imaginérdel for sig.

Definitionen av absolutbelopp visar ocksa att

()] = V(@ ()2 + (¥ (t))?, (3.19)

Vilket innebér att baglingden av en parameterkurva I' i komplex notation ges
av

b
I(T) = / I (t)|dt. (3.20)
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3.5 Automorfier av planet

Vi har tidigare sett att alla automorfier av planet &r sammansatta av en ro-
tation kring origo f6ljd av en translation. (Sats 1.2.4.) Vi ska nu identifiera
rotationer och translationer med vissa speciella funktioner f: C — C, det vill
séga, funktioner som tar ett komplext tal z pa ett komplext tal f(z).

Sats 3.5.1. Automorfierna av planet kan identifieras med mdngden av funk-
tioner f: C — C som ges pa formen

f(z)=az+0,
dir a € C uppfyller |a| =1 och [ dr ett godtyckligt komplext tal.

Bevis. Vi borjar med att omtolka translationerna av planet som funktioner
av komplexa tal. Lat alltsa T'(z,y) = (z + a,y + b) vara en translation. Sétt
B =a+1iboch z = x +dy. Vi ser da att

fR)y=z+p=(x+1iy)+ (a+ib) =(xr+a)+i(y+b)

har precis samma verkan pa punkterna i planet som 7.

Betrakta nu en rotation kring origo R(z,y) = (x cos @ —ysinf, z sin 6+ y cos §)
och skriv, liksom tidigare, z = x + diy. Vi infor a = cosf + isinf. Vi har
redan sett att de o som kan skrivas pa denna form #r exakt de som uppfyller
|| = 1. Vi berdknar nu produkten az med hjilp av definitionen av komplex
multiplikation:

az = (cosf +isinf)(x +iy) = (rcosf — ysinf) 4+ i(xsinh + y cos ).

Vi ser alltsa att multiplikation med det komplexa talet « roterar punkten som
hor till talet z = z + iy med en vinkel 0. Vi ser till slut att f(z) = az + 5 &r
en rotation foljd av en translation. O

En viktig egenskap hos automorfier dr att sammanséttningen av tva auto-
morfier dr en ny automorfi. Vi éverlamnar det som en 6vning at ldsaren att
kontrollera att sammanséttningen av tva funktioner pa formen az + 8 med
dér a € C uppfyller |a| =1 &r en ny funktion pa samma form.

3.6 Komplexa polynom
De fyra rdaknesédtten for komplexa tal gor det mojligt for oss att inféra mer

generella funktioner f: C — C.

Exempel 3.6.1. Ett komplext polynom av grad n &r en funktion f: C — C
pa formen
f(2) = anz" + an12" ' 4+ a1z + o, (3.21)

dér ag,aq,...,a, ar fixa komplexa tal, polynomets koefficienter, och a,, # 0.
A
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I exemplet ovan viljer man alltsa koefficienterna a; och varierar z: for varje
z € C ger formeln (3.21) oss ett nytt komplext tal f(z).

Exempel 3.6.2. Vi kommer senare att stota pa funktioner pa formen

az+b

1z) = cz+d

I detta fall maste vi vara forsiktiga nér vi delar med 0, det vill séga, nir
z=—d/c. A

3.7 Mer allminna funktioner av komplexa tal

Man kan ocksa definiera exponentialfunktionen e* for komplexa tal —kom ihag
att vi hittills definierat ¢ foér 6 reellt. Man kan helt enkelt sétta

e =¢e%- e for z=a+ib,
diir e ska tolkas som den vanliga exponentialfunktionen och e? = cos b+i sin b.
Man kan &ven infoéra trigonometriska funktioner av komplexa tal, som till
exempel sin z och cos z, pa ett sadant sétt att vi far tillbaka de funktioner
vi kinner sedan tidigare om vi véljer z reellt. Det uppstar emellertid vissa
svarigheter ndr man studerar komplexvarda funktioner av komplexa tal. Nér
man arbetar med funktioner av en reell variabel brukar man underscka funk-
tionernas grafer for att forsta dem béttre. Det dr som synes svart att rita en
graf 6ver en komplex funktion eftersom vi skulle behtva rita i fyra dimensioner.

Derivering av komplexa funktioner dr ocksa mojlig. Man kan till exempel visa
att de vanliga komplexa funktionernas derivator uppvisar de egenskaper man
véntar sig, som exempelvis

(*) =e€*, (sinz)' =cosz (3.22)

och sa vidare. Daremot dr det svart att tolka den komplexa derivatan som
lutningen i en punkt pa en funktionsgraf. Det finns &nda en naturlig geometrisk
tolkning av komplexa derivata men, vi kan tyvérr inte fordjupa oss mer i detta
hér. Funktioner av komplexa tal studeras ingaende i en gren av matematiken
som heter komplex analys.

3.8 Komplex derivata

Att inféra den komplexa derivatan pa ett rigorost satt med hjélp av gransvirden
ligger dessvirre utanfor den hir kursens innehall. Vi ger istéllet ett slags al-
gebraisk definition av derivata—vi nojer oss med att derivera polynom, samt
produkter och kvoter av dessa.

Definition 3.8.1. Derivatan av ett komplext monom, p(z) = 2" for n > 1,
ar det komplexa monomet p’(z) = nz"~!. Derivatan av ett konstant monom,
p(z) =cfor c e Céar p'(z) =0.
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Vi utvidgar definitionen av derivata till allmédnna polynom genom att krava
att derivatan ska vara linjar, det vill sdga,

(an2"+ap_12" 14 Farz+ag) = napz" T4 (n—1)an_12™ 1 +ay, a; € C.

Vi deriverar helt enkelt varje monom-term for sig och flyttar ut konstanterna
Qa;.

Exempel 3.8.2. Betrakta polynomet p(z) = (7 +2i)2'7 +223 + 92+ /2. Dess
derivata #r polynomet p'(z) = 17(7 + 2i)2'6 4 622 + 9. A

Man kan, lite forenklat, siga att komplex derivering fungerar pa precis samma
sétt som vanlig derivering—fastén argumentet z dr komplext och inte reellt.

Definition 3.8.3. Produktregeln och kvotregeln géller vid derivering av kom-
plexa polynom, det vill séga

() =P i) + o () o (D) - P BETE)

Exempel 3.8.4. Vi deriverar funktionen

_3z2+i
4z -7

f(2)
Vi siitter p(z) = 322 +i och q(z) = 4z — 7. Vi berdknar forst
p(z) =322 +i) =(32%) +i =3-2:+0=62

och
d2)=MAz-7)=4) -7 =4-14+0=4.

Sedan anvénder vi kvotregeln for att fa

P(2)q(z) —p(2)d(z) 62 (42 —7) — (322 +14)-4 1222 — 42z — 4
(4(2))? N (42 —17)? 1622 — 56z + 49

A

Definition 3.8.5. Lat g : C — C vara en kvot av polynom och lat f : [a,b] —
C vara en parameterframstéllning av en kurva I'. Derivatan av den komplexa
funktionen g o f : [a,b] — C ges av

(go f)(t) = f'(t)-4'(f(1)),

dér f’ ska tolkas enligt Ekvation (3.18) och ¢’ dr den komplexa derivatan av
g evaluerad i punkten f(¢).
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Ovningar
Ovning 3.1. Berikna z + w, z — w, zw och z/w for

l. z=3+7iochw=-1+4+4:

2. z=—v2i och w =2 —5i.
Ovning 3.2. Visa att Re(z) = (z +%)/2 och Im(z) = (z — %) /2i.
Ovning 3.3. Visa att |zw| = |2||w| for z,w € C.

Ovning 3.4. Los andragradsekvationen 22 + iz + 2 = 0 genom att anviinda
kvadratkomplettering.

Ovning 3.5. Visa att derivatan av den komplexa exponentialfunktionen f(6) =
e ar ie.

Ovning 3.6. Verifiera att sammasittningen av funktionerna f (2) =az+p
och g(z)~: az + B, dar o och & dr komplexa tal med absolutbelopp 1 och

(B samt (3 dr godtyckliga, dr en ny funktion pa formen h(z) = Az + B dar
A,B e Coch |[A] =1.
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4 Mobiusgruppen och Riemannsfiaren

I kapitel ett har vi beskrivit strukturen hos det Euklidiska planet. Speciellt
diskuterades automorfierna av det Euklidiska planet, som &r de funktioner
som bevarar all geometrisk struktur — linjer, avstand, vinklar. Vi fann se-
dan i kapitel tre att de kan identifieras med komplexa funktioner pa formen
f(z) = az + B, dér |a| = 1. Vart mal i den hér kursen dr att ge en liknande
beskrivning av det hyperboliska planet. Det visar sig att vi for att beskriva
automorfierna i det hyperboliska fallet beh6éver anvinda en storre klass av
funktioner dn de som dyker upp i det euklidiska fallet. Automorfierna i hyper-
bolisk geometri kommer néamligen att ges av en viss delméngd av de sa kallade
Mébiustransformationerna.

I detta kapitel kommer vi forst att definiera méngden av Mébiusavbildningar
och visa vissa egenskaper om denna méingd. Till exempel sa kommer vi att visa
att Mobiusavbildningarna ar ett exempel pa en grupp, vilket dr en noédvéandighet
for att vi ska kunna ténka pa méingden av Mobiusavbildningarna som auto-
morfier till ndgot. Dessutom kommer vi att visa en geometrisk konstruktion
som kallas for Riemannsfiren. Genom att tédnka pa Mobiusavbildningarna som
funktioner fran denna sfér till sig sjélv kan vissa lite mérkliga egenskaper hos
Mobiusavbildningarna goras begripliga.

4.1 Mobiusgruppen

Definition 4.1.1. En Mdébiustransformation (eller Mdébiusavbildning) &r en
funktion C — C som ges av

az+b
cz+d

dér a,b, c och d dr komplexa tal som uppfyller ad — bc = 1. Méngden av alla
Mbobiustransformation brukar kallas for Maobiusgruppen, Mob(C).

Z

(4.1)

Anmirkning 4.1.2. Bokstéverna a, b, ¢ och d kommer alltid att anvéndas for
dessa koefficienter nér vi diskuterar Mobiusavbildningar. Ibland kommer vi att
slarva och bara tala om koefficienterna a, b, c och d for en Moébiusavbildning
utan att varje gang specificera att det &r dessa som asyftas.

Anmirkning 4.1.3. Egentligen &r definitionen lite slarvig: om ¢ # 0 kom-
mer det att finnas en punkt dér funktionen &r odefinierad, ty om z = —d/c
far vi division med noll. Man borde skriva att en Mobiusavbildning &r en
funktion C — C om ¢ = 0, och en funktion C \ {—d/c} — C om ¢ # 0.
Vi kommer senare att se vad det hér beror pa och hur man ska ténka pa att
Mobiusavbildningar ibland &r odefinierade i en punkt.

Anmirkning 4.1.4. Det dr viktigt att halla isdr sjélva funktionen f, och det
algebraiska uttrycket som anvénds for att definiera funktionen. Till exempel

ar funktionerna . 5
= h =
1) =77 och 9(2) = o=
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exakt samma funktion — detta betyder endast att f(z) = g(z) for alla z
— &dven om de dr skrivna pa olika sétt. Eftersom f uppenbarligen ligger i
Méobiusgruppen, och f = g, ser vi att d&ven g dr en Mobiusavbildning. Med
andra ord kan vi (om vi vill) multiplicera alla talen a,b,c och d i uttrycket
for en Mdobiusavbildning med nagon nollskild konstant «, och resultatet &r
fortfarande en Mobiusavbildning. Notera att ad — bc da kommer multipliceras
med o2, och inte noédviandigtvis lingre vara lika med ett. Det hér innebir att
kan vi ersétta villkoret ad — bc = 1 med villkoret ad — be # 0, och vi far exakt
samma méingd av funktioner. Lat oss visa detta.

Lemma 4.1.5. Lat f vara en avbildning pa formen

az+b

f(Z):m,

ddr ad — be # 0. Da existerar ett komplext tal o sa att

a-(az+0b)

z) = a-(cz+d)

dr en Mobiusavbildning, d.v.s. o?(ad — bc) = 1.

Bevis. Lat ad — bc = 3. Om vi kunde hitta ett tal o sadant att o® = 1/3,
sa skulle a?(ad — bc) = 1. (Notera att vi maste dela med 3, sa vi anvinder
verkligen att § &r nollskilt.) Men detta gar alltid i komplexa planet. Om vi
skriver 1/4 pa polér form,

1/p = re',

kan vi lata o = \/re'?/2. Eftersom r #r reellt och positivt har det en reell och
positiv kvadratrot. For detta val av o ar

o? = (Vre®/2)2 = (Vr)2(e?/2)? = ret? = 1/8.
Beviset ar klart. =

Anmirkning 4.1.6. Det vi egentligen visat &r att alla tal i C har en kvadra-
trot.% Men om vi till exempel arbetade med reella virden pa a, b, c och d géller
inte ldngre att vi far samma méngd av funktioner om vi kréver ad — bc = 1
respektive ad — be # 0: om vi till exempel har ad — be = —1, sa skulle vi vilja
forlinga braket med v/—1 = i for att f4 samma funktion fast med ad — bc = 1.
Men det finns ingen reell konstant vi kan forlinga med for att fa ad — be till 1.

Anmirkning 4.1.7. Vid forsta asynen av definitionen av en Mobiusavbildning
ser kanske villkoret ad — bc = 1 ut att vara helt taget ur luften. En bra sak &r
forstas att det utesluter att ¢ och d bada ar noll, som skulle gora funktionen
odefinierad i varje punkt. Men vad h&nder om vi tar bort det? Enligt 4.1.5
ar detta samma sak som att tillata att ad — bc = 0. Med andra ord, vad &r
f(z) = (az +b)/(cz + d) for slags funktion om ad — be = 0?7 For att se vad

SEgentligen tva stycken, eftersom om o = § ir dven (—a)? = §.
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som gor att dessa funktioner ska uteslutas ur Mob(C), lat oss derivera f med
kvotregeln:
a(cz +d) — c(az +b) ad — bc

=) = (cz +d)? - (cz +d)? =0,

sa f &r bara en konstant funktion nir ad—bc = 0! Eftersom vi infért Mobiusgruppen
for att vi vill beskriva automorfier av hyperboliska planet, och en konstant
funktion absolut inte kan vara en automorfi, dr det rimligt att utesluta des-

sa. | argumentet har vi anvént tva saker vi inte visat: dels att alla vanliga
deriveringsregler géller dven for funktioner C — C, och dels att pastaendet

att en funktion med derivatan noll Gverallt &r en konstant funktion fortfa-
rande dr sant for komplexa funktioner. Egentligen bér man ge argument for
dessa pastaenden, men bevisen skulle ta oss langt fran &mnet och &r i princip
likadana som i det reella fallet.

4.2 Gruppbegreppet
Sats 4.2.1. Mdngden av funktioner Mob(C) har foljande tre egenskaper:

1. Identitetsavbildningen id som avbildar varje punkt pa sig sjilv ligger i
Mob(C);

2. Om f och g ligger i MOb(C) gor dven f o g det, vilket alltsa siger att
f(g(2)) dr en Mébiusavbildning;

3. For varje f € Mob(C) finns en Mobiusfunktion f=1, sadan att fo f~! =
f~lo f=id, det vill siga f(f~1(2)) = f71(f(2)) = 2.

Beuis. 1. Identitetsavbildningen far vi t.ex. genom att vélja a =d =1, b =
¢ = 0. For detta val av a, b, c och d &r sjélvklart ocksa ad — be = 1.

2. Lat oss vilja tva Mobiustransformationer

az +b Az + B
- h = : 49
G =Gra o0 B =515 (4.2)
Da ar
I9(z) = = i+ _ a(Az+ B) +b(C2+ D) _ (aA+bC)z + (aB + D)
c- éiig +d c¢(Az+B)+d(Cz+D) (cA+dC)z+ (cB+dD)’

vilket liknar en Mobiustransformation. Det enda som aterstar ar att kontrol-
lera villkoret (a A+ bC)(cB+dD)— (aB+bD)(cA+dC) = 1. Men nu hénder
nagot forbluffande:

(aA+bC)(cB+dD) — (aB+bD)(cA+dC) = (ad — bec)(AD — BC),

som ldsaren girna far kontrollera med papper och penna. Bada faktorerna till
hoger &r enligt antagande lika med ett.
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3. Lat

az+b
() cz+d
Vi havdar nu att vi kan lata
dz—b
-1 .
Jok) = —cz+a’

och med detta val kommer f(f~!(z)) = z. Detta &r samma riikning som i 2:

dz—b
FU () = a- <0 +b _ (ad — bc)z 4+ (—ab + ba) _E_,
c- fljzjrba +d (cd—de)z+ (—cb+ad) 1 ’

Rikningen for f~! o f #r likadan. Villkoret pa ad — bc dr ocksa uppenbart
uppfyllt for f~1, vilket avslutar beviset. O

Anmirkning 4.2.2. En méngd av funktioner med de tre egenskaperna i 4.2.1
brukar i matematiken kallas for en grupp. (Dérav namnet Mobiusgruppen!)
Man kan ténka pa de tre egenskaperna som att de garanterar att det ar vet-
tigt att tdnka pa méngden av funktioner som en méngd av automorfier. Vi har
hittills beskrivit méngden av automorfier till det euklidiska planet, och nér vi
senare i kursen har definierat det hyperboliska planet med dess avstand och
vinklar och linjer, kan vi pa samma sétt definiera automorfierna av hyperbolis-
ka planet. I manga sammanhang i matematiken talar man pa ett liknande sétt
om automorfier som bijektioner som ”bevarar alla egenskaper”. Som absolut
minimum kan vi forvanta oss att dessa tre egenskaper ska gélla for en méngd
av automorfier: Funktionen som gor ingenting kommer att vara en automor-
fi; om tva funktioner &r automorfier kommer &dven deras sammanséittning att
vara det, och den tredje egenskapen séiger att en automorfi alltid kan goéras
ogjord.

Men detta dr ingen kurs i gruppteori och vi kommer inte att diskutera grupper
mer &n detta. Vill man veta mer om dmnet kan man lésa i kompendiet till
2005 ars Cirkel, som heter precis ” Gruppteori”.

4.3 Exempel

Exempel 4.3.1. Varje avbildning pa formen
f(z) =z +0,

dér a # 0, dr en Mobiusavbildning. Dessa avbildningar inkluderar exempelvis
de euklidiska automorfierna av planet (som fas nér || = 1 enligt 3.5.1), men
dven exempelvis avbildningen f(z) = rz dér r > 0, som forstorar hela planet
med en faktor r. For att se att dessa ligger i Mobiusgruppen, lat oss vélja
a=a,3=0b ¢c=0o0chd=1.Da ar
= f00),
som vi ville uppna. Hér &r ocksa ad — bc = o # 0, och enligt 4.1.5 dr nu f en
Mébiusavbildning. A
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Figur 18: Den nedre triangeln adr komplexkonjugatet av den 6vre. Fran bilden
ses att vinkeln fran triangelsidan L till M &r minus vinkeln fran L till M, de
motsvarande speglade sidorna.

Exempel 4.3.2. Ett icke-exempel: funktionen f(z) = Z, som har som effekt
att spela hela planet i reella axeln, &r inte en Mobiusavbildning. Det kan
kinnas intuitivt rimligt (efter nagra forsok) att oavsett vilka virden pa a, b, c
och d vi véljer, kan vi inte fa

az+b

cz—l—d:Z

att gélla for alla z # —d/c. I stéllet for att visa detta i detalj nu, kommer vi
dock bara hénvisa till ett senare resultat som séger att varje Mdébiusavbildning
bevarar vinklar: det vill siga, om tva kurvor méts i en vinkel «, kommer
bilden av de tva kurvorna under en Mobiusavbildning vara tva nya kurvor
som igen mots i vinkeln . Men funktionen som komplexkonjugerar varje tal
kommer inte att bevara vinklar utan byta tecken pa dem, som i bilden nedan.
Avbildningen f(z) = Z kan alltsa inte vara en Mébiusavbildning. Mer allmént
kan man pa detta sétt se att en reflektion (spegling) av planet i ndagon linje
aldrig kan vara en Md&biusavbildning. A

Exempel 4.3.3. Ett sista exempel &r om vi tar a = d = 0, b = ¢ = 4. Da
far vi exakt avbildningen f(z) = 1/z, som alltsa &r en Mobiustransformation.
Vad ir detta for funktion? Om vi skriver z = re?, kommer 1/z = (1/r)e™%.
(Kontrollera detta!) Sa den hér avbildningen kommer att gora tva saker: den
dndrar beloppet pa varje nollskilt komplext tal genom avbildningen r — 1/r,
som byter plats pa insidan och utsidan av enhetscirkeln diar r» = 1. Punkter
néra origo kommer att hamna langt ut mot odndligheten och vice versa. Dess-
utom byter argumentet pa varje komplext tal tecken, vilket &r samma sak som
komplexkonjugering. Alltsa kan 1/z tédnkas pa som en sammanséttning av tva
funktioner: dels 1/Z, som byter plats pa insida och utsida av enhetscirkeln
men bevarar argument, och dels z — Z, som speglar i reella axeln men bevarar
beloppet. Notera att komplexkonjugering inte &r en Md&biusavbildning enligt
foregaende exempel (och inte heller 1/Z &dr en Mobiusavbildning), men deras
sammanséattning ligger i Mobiusgruppen. A

46



Figur 19: Stereografisk projektion avbildar C till sfaren minus nordpolen.

4.4 Riemannsfiren

Lat oss nu atervénda till ett problem vi ndmnde i borjan av detta kapitel, och
sedan dess har forsokt skyla over, ndmligen att de flesta M6biusavbildningar
(alla for vilka ¢ # 0) dr odefinierade i en punkt! Anledningen att detta problem
uppstar dr att man egentligen inte bor téinka pa Mobiustransformationer som
funktioner C — C, utan som avbildningar fran den sa kallade Riemannsfiren
till sig sjdlv!

Konstruktionen av Riemannsfiaren gar till som foljer. Identifiera forst det kom-
plexa planet C med zy-planet i tredimensionella rummet R3. Betrakta en sfir
i R3 med radie 1 och centrum i origo. Lt oss beteckna denna sfir med C. Vi
kallar "nordpolen” (0,0, 1) fér punkten i odndligheten, och betecknar den med
00. Vi definierar nu en funktion f : C — C som f6ljer: for varje z = x+iy € C,
drag den unika linjen i RE genom oo = (0,0,1) och z = (z,y,0) i R?. Denna
kommer att skéra sfiaren C i en unik punkt w, och vi definiererar f genom att
kriava att f(z) = w.

Funktionen f kommer avbilda varje punkt i C pa en unik punkt i 6‘, och alla
punkter i C utom oo kommer vara bilden av nagon punkt i C. Med andra
ord: f kommer pa ett bijektivt sétt att para ihop elementen av C med de i
C\ {oo}. Funktionen f brukar kallas for stereografisk projektion. Vi illustrerar
f i Figur 19

Vad &r det vi har gjort hir? Det vi séger &r att om man boérjar med en sfir
och tar bort en punkt, sa far man nagot som (om man plattar till det, och
téanjer ut det) ser ut som ett odndligt stort plan. Vi identifierar sedan detta
plan med det komplexa talplanet; punkterna pa sfiren kan sedan ténkas pa
som de vanliga komplexa talen men med en extra punkt ”i oéndligheten”.

Tittar man pa Riemannsfiren ser inte punkten i odndligheten annorlunda ut
&n nagon annan punkt. Fran bilden kan man se att for en punkt z € C giller
att ju storre |z| &r, desto ndrmare ligger punkten till co. Med andra ord: om
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en punkt ror sig bort fran origo, oavsett i vilken riktning, sa kommer den réra
sig mot odndligheten. Det hér kan forst kéinnas konstigt om man anvénder sin
intuition fran vanliga komplexa planet C. Det vi sédger &dr ju att om en punkt
ror sig uppat langs imagindra axeln, och en annan punkt ror sig bort i rakt
motsatt riktning, sa kommer dessa punkter till slut att istéllet roéra sig mot
varandra igen! Det kan vara instruktivt att jimfora detta med situationen for
punkten 0, som ligger rakt mittemot oo pa C. For 0 géller ju att ju mindre |z|
dr, desto ndrmare ligger z och 0, alltsa precis motsatsen mot vad som gller
for oo.

Vi kommer nu att glomma konstruktionen av Riemannsfiaren som en delméngd
av R3, utan i stéllet gora foljande definition:

Definition 4.4.1. Riemannsfiren C &r méngden C U {cc}. Ett element av C
skrivs som antingen ett komplext tal x 4 iy eller co.

Denna definition gor vi for att det &r ldttare att skriva en punkt pa Rie-
mannsfiaren som x + iy dn som ett komplicerat uttryck med tre koordinater.
Dock kommer vi fortfarande geometriskt att tinka pa C som ytan av ett klot.
Det dr i detta sammanhang vi egentligen vill forsta Mobiusavbildningar:

Definition 4.4.2. Tag a,b,¢,d € C med ad — bc = 1. Om ¢ # 0 definierar de
en Mobiusavbildning C — C genom

Zjig om z # 00,z # —d/c
f(2)=<a/c omz=o0

00 om z = —d/c

Om i stéllet ¢ = 0 sa far vi en Mobiusavbildning C—-C genom

f(z):{azTH) om z # 0o

0 om z = oo

Lagg mérke till att om ¢ = 0 kan inte samtidigt d = 0, eftersom vi antagit att
ad — bc = 1.

Anmirkning 4.4.3. Vad som har hént &r att vi har modifierat den gamla
definitionen av en Mdobiusavbildning genom att kriva att sa fort vi far nagot
nollskilt delat med noll, ska vi lata resultatet vara lika med oco. For att tolka
f(o0) gor vi i stéllet sa hér: vi skriver

az+b a+b/z
cz+d  c+d/z

f(z) =

Att z &r "néra” oo pa Riemannsfiren betyder exakt samma sak som att |z|
ar vildigt stort, sa att b/z och d/z ar forsumbart sma. Sa det &r logiskt att
definiera f(oco) = 2. Nér ¢ = 0 &r a # 0 eftersom ad — bc = 1, sa vi ska tolka
a/c som oo, och punkten i odndligheten skickas till sig sjélv i detta fall.
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Anmirkning 4.4.4. Genom att infora punkten i oédndligheten behtver man
(i princip) inte ldngre sdrbehandla de Mobiusavbildningar som har ¢ # 0
respektive ¢ = 0. Vi kan séga att alla Mobiusavbildningar &r véldefinierade i
alla punkter pa Riemannsfiren! Anledningen att vi inte ”mérker av” punkten
i odndligheten nér ¢ = 0 &r att den avbildas till sig sjalv. Men sa fort ¢ # 0
kommer nagon annan punkt i C att skickas ut i odndligheten, och odndligheten
kommer att flyttas in i komplexa planet. Det dr detta vi tyckte sag ut som att
Mobiusavbildningen var odefinierad i en punkt.

Ovning 4.1. Antag att en Mobiusavbildning f har egenskapen att f(0) = 1,
f(1) =00 och f(oco) = 0. Hur kan f se ut? Skriv ditt svar som

az+b

f(z) = ma

med ad — bec = 1.

Ovning 4.2. Visa direkt att méingden av funktioner C — C pa formen f(z) =
az + 3, dir a och 8 dr komplexa konstanter och || = 1, bildar en grupp.
(Kom ihag att det dr exakt dessa funktioner som é&r det euklidiska planets
automorfier, men du bor inte anvéinda detta i ditt bevis.)

Ovning 4.3. Visa att varje Mdbiusavbildning f alltid har minst en fixpunkt
pa Riemannsfiren, det vill sdga en punkt z € C sadan att f(z) = 2. (Du
kommer nog att behéva anvinda algebrans fundamentalsats, som séger att
varje icke-konstant polynom med komplexa koefficienter har minst en rot i

C)
Ovning 4.4. Ge ett exempel pa en Mdbiusavbildning med ezakt en fixpunkt.

Ovning 4.5. Lat = + iy vara en punkt i komplexa planet. Till vilken punkt i
R3 kommer z att avbildas under stereografisk projektion? (Varning: svaret &r
inte sérskilt vackert.)
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5 Vidare egenskaper hos Mob(C).

De vanliga euklidiska automorfierna bevarar enligt deras definition méanga
egenskaper hos planet. De bevarar avstand och vinklar; alla geometriska fi-
gurer vi kan forestélla oss, sasom cirklar, linjer och polygoner, blir ”likadana”
efter en automorfi. Det dr ganska létt att se att inte s& manga av dessa vanliga
geometriska egenskaper bevaras av den storre klassen av Mobiusavbildningar.
Till exempel innehaller Mobiusgruppen funktionen som forstorar planet med
en faktor r, sa avstand bevaras inte. Mobiusgruppen innehaller dven avbild-
ningen 1/z som byter plats pa in- och utsidan av enhetscirkeln och definitivt
inte kan bevara réta linjer.

I detta kapitel kommer vi att diskutera vilka egenskaper som faktiskt bevaras
av Mobiusavbildningar. Vi kommer att visa tva stora resultat av denna typ:
ett forsta &r att méngden av cirklar och linjer tillsammans kommer att bevaras
av varje Mobiusavbildning. Nér vi har visat detta kommer vi att definiera vad
en konform (vinkelbevarande) avbildning dr for nagot, och sedan visa att varje
Mobiusavbildning &r konform.

Det sista resultatet vi visar i detta kapitel har en lite annorlunda karaktér.
Vi kommer att visa att for varje val av tre punkter pa 6, sa finns exakt
en Mobiusavbildning som flyttar dessa tre punkter till vilka tre andra givna
punkter som helst. Denna sats kommer att vara till stor hjéilp senare nér vi
ska rédkna med Mobiusavbildningar.

5.1 Cirklar och linjer

I detta delavsnitt kommer vi vissa féljande pastaende: om kurvan I' &r en
cirkel eller en rét linje, s kommer bilden av I' under varje Mobiusavbildning
aterigen att vara en cirkel eller en rét linje. Lat I" vara en cirkel, som exempel.
Vi vet da att I' i komplexa planet kan skrivas som

{zeCllz—pl=r},
dédr p € C ér cirkelns centrum och r > 0 &r cirkelns radie. Efter avbildningen

az+b
cz+d

fz) =

far vi méngden
fO)={zeCl|f(z) —pl =1},

och sitter vi in vart uttryck for Mobiusavbildningen f~!(z) &r det inte direkt
uppenbart att detta kommer beskriva en cirkel eller en linje for alla p och r.
Vad vi behover gora &r att hitta en mer flexibel form for cirkelns ekvation
dn |z — p| = r. Vi kommer att skriva om cirkelns ekvation pa ett sétt som
kanske forst bara ser mer krangligt ut. Borja med att kvadrera bégge sidor av
|z — p| =7, och anviind |w|? = ww, for att fa

(z=p)z—p)=2Z2—pz—Pz+pp="1",
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Lat b= —p, och ¢ = pp — r?. DA fas i stiillet ekvationen
ZZ+bz+bz+c=0.
Vi hévdar att detta &dr en ny gemensam normalform for cirklar och linjer:

Sats 5.1.1. Varje ekvation pa formen
azZ +bz+bz+c=0,

dir a och c dr reella, b dr komplext, och bb > ac, beskriver en cirkel i C eller
en linje i C. Varje cirkel och linje kan skrivas unikt pa detta sdtt, upp till
multiplikation med en reell konstant.

Bewvis. Vi borjar med andra halvan, att alla cirklar och linjer kan skrivas pa
denna form. For cirklar har vi néstan redan visat detta i paragrafen ovan. I
vart fall fick vi ut en ekvation precis som den ovan, fast med a = 1. Vidare
ar c reellt, eftersom ¢ var lika med [p|?> — r2. Slutligen #r ocksa bb — ac =
pI? = (Ip* = r*) = 7> > 0.

Vi vill ocksa visa att varje linje kan skrivas pa denna form. Vi kan t.o.m. séga

nagot starkare, att linjer dr exakt de kurvor for vilka ¢ = 0. Ty en linje i
komplexa planet kan alltid skrivas som

Az 4+ By+ C =0,

dir A, B, C ar reella, inte bade A och B é&r noll, och z = x + iy € C. Men nu
drz = 3(2+7%), och y = £(2—%) (se Ovning 3.2). Alltsd kan ekvationen ovan
skrivas som

A— Bi A+ Bi
3“7

vilket &r pa samma form som tidigare om vi sétter a = 0, b = (A — Bi)/2,
c = C. Vidare ar b # 0 eftersom inte bade A och B fick vara noll, si bb — ac =
|b]2 > 0.
Nu aterstar att visa att varje ekvation pa denna form beskriver en cirkel om
a # 0, eller en linje om a = 0. Om a # 0, dela hela ekvationen med a, och lat
p = —b/a. Nu har vi ekvationen

740 =0,

zE—Tyz—pE—I—E:O.
a

Hir vet vi att pp = Z—E > 242 = ¢/a. Alltsa ar pp — ¢/a > 0, sa vi kan hitta ett

a
reellt tal r sddant att pp — c¢/a = r2. Nu kan vi skriva om ekvationen som

2Z—pz—pZ+pp—1r’ =0,

och flyttar vi 6ver 72 till andra sidan och faktoriserar fas

(z=p)(z —p) =17

vilket beskriver en cirkel. Fallet a = 0 lamnas at ldsaren som &vning. O
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Lemma 5.1.2. Lat h(z) = 1/z, och T' en cirkel eller linje i C. Da dr dven
h(I') en cirkel eller linje.

Bevis. For att halla notationen tydlig infor vi variabeln w = h(z) = 1/z.
Alltsa &r z koordinat i definitionsméngden och w koordinat i bildméngden.
Lat I' ges av en ekvation

azz +bz+bz+c=0.
Da blir A(I") en kurva i w-planet (i stéllet for z-planet), som ges av ekvationen

b b
)

ww - w w

Multiplicera med ww: vi far
a + b + bw + cww = 0,

vilket dr en ekvation pa samma form som tidigare fast med trippeln a,b,c
utbytt mot talen c¢,b,a. Villkoret bb — ac > 0 fran 5.1.1 &r uppenbarligen
fortfarande uppfyllt. O

Sats 5.1.3. Lat I' vara en cirkel eller linje, och f en Mobiusavbildning. Da
ar f(T) en cirkel eller linje.

Bewvis. Lat
az+b

cz+d

f(z) =

Om c=04dr f(z) = 92+ g. Denna avbildning ar endast multiplikation med
ett nollskilt komplext tal (vilket kan tolkas som en rotation och en skalning)
foljt av en translation, och med denna beskrivning dr det uppenbart att f(I")
kommer att vara en cirkel eller linje sa fort I" &r det.

Sa antag nu att ¢ # 0. Infor nya funktioner

g(z) = (b—7>z+g, ji(2) = ez +d,

och lat som i féregaende lemma h(z) = 1/z. Anledningen att infoéra dessa dr
att f = go hoj: vi marker att

o(hG(E) = ghez + ) = o(——) = (b - —d> s

a(cz+d)+bc—ad  acz+bc  az+Db

c(cz +d) Cclez+d)  cz+d
Men bade g och j dr Mobiusavbildningar med ¢ = 0, s& vi vet redan att dessa
har egenskapen att de bevarar cirklar och linjer. Att A har denna egenskap
visades i 5.1.2. Alltsa har &ven deras sammanséttning denna egenskap, sa
f(I') maste vara en cirkel. O
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Figur 20: Tva linjer som mots i en punkt. Hir dr « vinkeln fran L till M, och
G vinkeln fran M till L.

5.2 Konforma avbildningar

Vi vill nu visa pastaendet vi utlovat flera ganger tidigare: att en Mobiusavbildning
bevarar vinklar. Lat oss forst definiera vad detta betyder. En forsta komplika-
tion dr att vi maste definiera vinkeln mellan tva linjer. I Definition 1.1.6 defi-
nierade vi vinkeln mellan tva linjesegment som mots i sina dndpunkter, men
nér vi har tva linjer som mots i en punkt kan vi méta upp tva olika vinklar

i skdrningspunkten mellan linjerna. Vi behover alltsa en definition som séger
vilken av dessa tva vinklar man skall vilja, for att fa en véldefinierad vinkel
mellan tva linjer.

Definition 5.2.1. Lat tva rita linjer L och M skéra varandra i en punkt p. Vi
vill definiera vinkeln mellan linjerna L och M. Betrakta den ena halvoéndliga
linjen som gar ut fran p i L:s riktning. Fran denna linje kan vi méta upp
tva olika vinklar (a och i Figur 20) mot linjen M. Med var konvention
att vinklar rédknas positivt moturs och negativt medurs kommer endast en av
dessa tva vinklar att ligga i intervallet mellan 0 och 7; vi definierar denna som
vinkeln fran L till M. Fran figuren ses att vinkeln ej beror pa vilken av de tva
halvodndliga linjerna ut fran p i L:s riktning vi valde.

Definition 5.2.2. Lat tva kurvor I' och A métas i en punkt p € C. Vi
definierar vinkeln fran I' till A som vinkeln fran tangenten till I" till tangenten
till A. Detta dr vildefinierat eftersom vi vet vad det betyder att méta vinkeln
mellan tva rita linjer.

Anmirkning 5.2.3. Det &r viktigt att specificera att man méter vinklar fran
I" till A och inte tvirtom. Eftersom vi rdknar vinklar med tecken sa siger vi
att vinkeln fran I" till A &r minus vinkeln fran A till T

Definition 5.2.4. Lat f : C — C vara en funktion. Skriv f(x+iy) = u(z,y)+
iv(x,y), och antag att bade u och v &r deriverbara funktioner av x for varje
fixt y och vice versa. Dessa hypoteser garanterar att om I' C C &r en kurva,
ar dven f(I') en kurva. Om f uppfyller dessa antaganden, séger vi att f &r
konform om foljande egenskap giller: sa fort tva kurvor I' och A méts i en
punkt p € C, sa ér vinkeln fran I" till A i p densamma som vinkeln fran f(I")

till f(A) 1 f(p)-

Strikt talat dr vi hér lite slarviga, eftersom vi bara definierat konformitet for
avbildningar fran C till C. Men pastaendet vi vill visa &r att en Mobiusavbildning
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f(to) + f'(to)(t — to)

to  to+ At

Figur 21: Tangentapproximationen for funktioner f : R — R.

ar konform, och en Mo&biusavbildning bor egentligen ses som en avbildning
C — C. Vi kommer alltsé endast att visa att en Mobiustransformation (tankt
pa som en funktion C — C som tillats vara odefinierad i en punkt) #r kon-
form i alla punkter dér den &r definierad, och inte det precisare pastaendet.
Det gar dock att definiera konforma avbildningar pa Riemannsfiren med lite
extra tekniska komplikationer, och nir man har gjort detta visar det sig att
en Mobiusavbildning &r konform péa hela C.

Vi har redan i kapitel tva talat om tangentlinjer till kurvor i planet, men vi
har faktiskt aldrig definierat vad en tangentlinje till en kurva ar fér nagot.

Definition 5.2.5. Om I ér en kurva i C med parametrisering v, och +/(tg) #
0, sa definierar vi tangentlinjen genom ~(tp) som den parametriserade linjen

Y(to) + ' (to) - (t — to),
dér ¢ varierar over R.

Anmirkning 5.2.6. Det ér viirt att vara tydlig med att y(tg) och +/(¢)
bada dr komplexa tal, medan t och tg overallt ar reella tal. Multiplikationen
i formeln skall alltsa tolkas som multiplikation av ett reellt och ett komplext
tal. Vi kan tédnka pa +/(¢g) som ett tal som anger riktningen for tangenten
bort fran punkten 7(tp). Detta eftersom att linjen som beskrivs av ekvationen
inte beror pa beloppet av v/(tg), utan endast av argumentet. Argumentet till
v (to) anger exakt vinkeln som tangenten gér mot z-axeln.

Anmirkning 5.2.7. Ett heuristiskt argument for att Definition 5.2.5 &r vet-
tig dr foljande: det &r en vilbekant approximation att for en deriverbar funk-
tion f: R — R, sa giller for sma At att f(to + At) = f(to) + f'(to) - At, eller
ekvivalent

f(t) = f(to) + f'(to) - (t — to).

Denna approximation &r precis vad man far om man ersétter grafen till f med
dess tangentlinje genom f(¢g), som i Figur 21. Speciellt giller att ekvationen
for tangenten fas genom att ersdtta "=” med "=". Ekvationen i 5.2.5 séiger
bara att vi kan gora exakt samma sak dven nér f dr en funktion fran R in i det
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komplexa planet. En annan observation som far definitionen att verka rimlig
ar att notera att tangenten har foljande egenskaper: (i) Tangenten dr en linje;
(ii) Tangenten passerar genom (o) (sétt in ¢ = to i ekvationen); (iii) Tangen-
ten har samma derivata i punkten ¢y som kurvan I', eftersom tangentkurvans
derivata #r konstant lika med +/(tg).

Anmirkning 5.2.8. En miérklig sak vid forsta anblicken av 5.2.5 &r att tan-
gentlinjen tycks bero pa vilken parametrisering av kurvan I' vi véljer. Speciellt
kan man undra vad som hinder om 7/(¢) skulle vara noll — existerar inte tan-
gentlinjen da? Detta beroende pa parametriseringen &r dock illusoriskt: om vi
dndrar parametriseringen av I kan vi dndra beloppet pa derivatan (”farten”)
i varje punkt, men inte argumentet ("riktningen”). Och linjen som paramet-
riseras av 5.2.5 blir densamma, oavsett om vi #ndrar beloppet pa /(¢g). Man
kan visa att varje kurva I kan parametriseras sa att v/(¢) # 0 for alla ¢, sa det
gar att definiera tangenten genom varje punkt pa I.

Lemma 5.2.9. Lat v och § vara parametriseringar av kurvorna I' och A som
mats i punkten y(tg) = 0(to). Lat oss anta att vy och § har nollskilda derivator
i demna skdrning. I sa fall ges vinkeln fran I' till A i denna punkt av

arg(d' (o)) — arg(v'(to))-

Bewvis. Vi har definierat vinkeln mellan I' och A att vara lika med vinkeln
mellan deras respektive tangentlinjer. Fran ekvationen i 5.2.5 ser vi att 7/(¢o)
respektive & (tg) ger tangentriktningarna for de bada linjerna. Nu ér arg(+y/(tg))
vinkeln mellan denna tangentlinje och z-axeln, och samma sak giller for
arg(d'(tg)). Alltsa &r differensen arg(d’(tp)) — arg(y/(to)) lika med skillnaden i
vinkel métt moturs fran z-axeln fran I' till A. O

Sats 5.2.10. Lat f vara en Mdébiustransformation. Da dr f konform.

Bevis. Lat zy vara en punkt i komplexa planet, och antag att kurvorna I’
och A moéts i denna. Lat kurvorna parametriseras av -y respektive 4. Vi kan
utan inskrinkning vilja parametriseringarna sa att y(tg) = d(to) = 20, med
nollskilda derivator i denna punkt. Vi vet redan att vinkeln fran ' till A i zg
ar

arg(¢'(to)) — arg(+'(to)),

och vi vill nu hitta vinkeln fran bilden av I" till bilden av A under transfor-
mationen f. Bilden av kurvan I' ges av den sammansatta funktionen

(f o)) = F(v(1)),

som vi nu deriverar med kedjeregeln. Vi finner att

(fon) () =f' (1) -+'(1).
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Hér dr bade f'(y(t)) och /(t) komplexa tal. Alltsa ges vinkeln mellan f(T")
och f(A) i punkten f(zy) av

En sak kvarstar dock: formeln arg(zw) = arg(z) + arg(w), som vi anvént i
beviset ovan, giller bara for produkten av tva nollskilda komplexa tal. (Om
z = 0 dr arg(z) odefinierat.) Alltsa maste vi visa att f’(zo) dr nollskilt. Sa lat

az +b
Mo =5a
och derivera med kvotregeln:
ad — be 1

f'e) = (cz + d)? - (cz +d)?

Men denna funktion dr nollskild éverallt i C\ {—d/c}. Beviset &r klart! O

Anmirkning 5.2.11. Vi har egentligen visat ett starkare pastdende &n att
en Mobiusavbildning ar konform — vi har visat att varje komplext deriverbar
funktion (en sa kallad holomorf funktion) &r konform 6verallt dir dess derivata
ar nollskild. Den enda egenskapen hos Mébiusavbildningarna som vi anvénde
i beviset var just att deras derivata &r nollskild 6verallt. Dock har vi inte de-
finierat vad det betyder for en allmén funktion C — C att vara deriverbar
(holomorf), och vi har tyvérr inte plats att gora det i denna text. Den intres-
serade ldsaren hénvisas till [3]. Vi har dessutom inte ens forsokt att definiera
deriverbarhet for en funktion C — 6, dven om vi egentligen vill tdnka pa
Mébiustransformationer som funktioner pa Riemannsféren. Med en korrekt
definition av deriverbarhet pa C kan man visa att en Mo6biusavbildning har
nollskild derivata 6verallt, dven i oéndligheten och i —d/c.

5.3 3-transitivitet

Foljande egenskap hos gruppen av Mobiusavbildningar brukar kallas for att
Mobiusgruppen ar en 3-transitiv grupp av funktioner pa Riemannsfiren.

Sats 5.3.1. Lat p, q,r vara tre godtyckliga distinkta punkter pa (A), ochp',q och
r’ tre andra godtyckliga distinkta punkter. Da finns en unik Mdbiusavbildning
som tar p till p', q till ¢ och r till r'.

Vi delar upp beviset i flera lemman. En vanlig bevismetod nédr man ska visa
att det finns en unik sak med en viss egenskap, vilket &r precis vad vi ska gora
nu, ar att dela upp beviset i tva delar: forst visar man att det finns minst
en sak med denna egenskap, och sedan visar man att om tva saker har denna
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egenskap sa ér de i sjédlva verket likadana. Vi kommer nu att géra detta: Lemma
5.3.2 visar att det existerar minst en sadan Mdbiusavbildning, och resterande
lemman kommer att anviéndas for att visa entydighet

Lemma 5.3.2. Lat p,q,r vara tre godtyckliga distinkta punkter pa C. Dd
finns minst en Mébiusavbildning som avbildar p till 0, q till 1 och r till co.

Bevis. Lat oss forst anta att ingen av p, ¢ eller r &r lika med co. I sa fall kan
vi betrakta avbildningen

g—r z—p
f(z) = ' :
q—p z-—r

Man kan nu verifiera att om f(p) =0, f(r) = oo och f(q) = 1. Dock kommer
inte nédvandigtvis villkoret ad — bc = 1 att gélla for denna avbildning. Men
vi ser att

ad—bc=(q—r)(q—p)r—(q—p)(g—7)p=(¢—7)(q—p)(r —p).

Eftersom de tre punkterna var distinkta &r detta nollskilt, s& enligt 4.1.5 &r vi
klara.

Antag nu att nagon av p, g och r &r lika med co. Vilj forst en Mébiusavbildning
som avbildar riatt punkt av dessa pa oo: vi kan vélja z — —1/z, z+— 1/(1 —2)
eller z — z, beroende pa om p, q eller r &r co. Vi sdtter sedan samman denna
Mobiusavbildning med en annan som avbildar resterande tva pa 0 och 1: det
ar latt att se att for varje par av punkter p,q i C sa kommer

1
fle) =~ —p)

att avbilda p och ¢ pa 0 respektive 1. Det #r ocksa klart att denna f &r
en Mobiusavbildning, och att den fixerar punkten i odndligheten, sa sam-
manséttningen har den sokta egenskapen. U

Lemma 5.3.3. Lat f vara en Mdobiusavbildning. Antag att f(0) =0, f(1) =1
och f(0c0) = oo. Da dr f lika med identitetsavbildningen, d.v.s. f(z) = z for
alla z € C.

Bevis. Lat f(z) = 232 Eftersom

cz+d*

b
maste b = 0. Och eftersom

a

f(OO) - z = 0,
maste dven ¢ = 0. Alltsa ar
[(2) =5z

d M

och vi vet att f(1) =1, sa a/d=1. O
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Med hjélp av Sats 4.2.1 kan foregaende lemma skérpas till. Det kan vara vart
att titta pa den satsen igen innan man liser néista lemma.

Lemma 5.3.4. Ldt f vara en Mébiusavbildning. Antag att f(p) =p, f(q) = q
och f(r) = r gdller for tre olika punkter pa C. Aven da kommer f vara
identitetsavbildningen.

Bevis. Antag att f fixerar punkterna p, ¢, och r. Lat g vara nagon Mobiusavbildning
som tar p till 0, ¢ till 1 och r till co (vi vet att g existerar enligt 5.3.2). Betrakta
den sammansatta avbildningen

g lofog.

(Vi anviinder Sats 4.2.1 for att konstruera g—!). Vi hivdar att denna maste
vara identitetsavbildningen: ty

(g7 o fog)(0) =g (f(g(0) =g~ (f(p) =g "(p) =0,

och samma argument visar att ¢g~' o f o g fixerar 1 och oco. Hir anvinder vi

att da g(p) = 0, &r g~ 1(0) = p. Alltsa &r
g lofog=id,
enligt foregaende lemma. Satt nu samman funktionerna pa hoéger och vénster
led med g fran vinster, och g~! fran hoger. Vi finner att
gog lofogog t=goidog .
Men eftersom g o g~! = id, och hoid = idoh = h giller for alla funktioner h,
kan ekvationen ovan forenklas till
f=id,

vilket uttryckt i ord séger att f &r identitetsavbildningen. O
Vi kan nu bevisa 3-transitivitet.

Bevis. (av 5.3.1.) Lat punkterna p,q,r och p’,¢',r" vara givna, som i 5.3.1.
Lat forst f vara en Mobiusavbildning som avbildar p,q,r pa 0,1 respektive
00, och g en Mobiusavbildning som avbildar p’, ¢/, 7’ pa 0,1 respektive oco. Att
f och g existerar foljer av 5.3.2. Betrakta nu funktionen g~' o f. Nu ér, pa
samma sitt som i beviset av féregaende lemma,

(g o N)p) =g (f(p) =g "(0) =7,

och pa samma sitt ser vi att g~ o f avbildar ¢ pa ¢/ och r pa r’. Det aterstar

att visa att ¢g~! o f #r unik med denna egenskap. S& antag att #ven h har
denna egenskap. D4 kommer med samma argument som nyss h~!og~!o f att
avbilda p pa sig sjilv, ¢ pa sig sjélv och r pa sig sjilv. Vi dr nu klara med
hjalp av 5.3.4. U
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Anmirkning 5.3.5. Egenskapen 5.3.1 hos M&biusgruppen kan till exempel
ge oss ett kort bevis for foljande observation: genom tre punkter p,q och r pa
C gar en unik cirkel eller linje. Sa lat p, q och r vara tre godtyckliga punkter
pa C. Om p,q,r = 0,1,2 ar pastaendet uppenbart — det finns en unik linje
(den reella linjen R) genom 0,1 och 2, och ingen cirkel. Om p, q och r inte &r
lika med dessa tre, tag en Mobiusavbildning f sadan att f(p) =0, f(¢) =1
och f(r) = 2. D4 kommer f~}(R) att vara en cirkel eller linje enligt 5.1.3,
och denna kommer att passera genom p, ¢ och r. Om I' skulle vara en annan
cirkel/linje med denna egenskap, sa skulle f(I") vara en cirkel/linje genom 0, 1
och 2, vilket ar omojligt om inte f(I') = R.

Vi ser alltsa att eftersom Mobiusgruppen avbildar cirklar och linjer pa cirklar
och linjer, sa giller att om en Mébiusavbildning tar p,q och r till p’, ¢’ och 7/,
kommer den dessutom att avbilda den unika cirkeln/linjen genom p,q och r
pa den unika cirkeln/linjen genom p’, ¢’ och r’.

5.4 Ovningar

Ovning 5.1. Hitta nagon Mobiusavbildning som avbildar imaginéra axeln pa
enhetscirkeln.

Ovning 5.2. Visa direkt att det genom tre godtyckliga punkter p,q och r
i komplexa planet passerar exakt en cirkel eller linje (pastaende 5.3.5). Ett
sitt dr sa hér: dela forst upp i tva olika fall, antingen ligger punkterna pa en
linje eller sa gor de det inte. Om punkterna ligger pa en linje &r det enkelt.
Om de inte ligger pa en linje, betrakta dels méngden av alla punkter som &r
pa samma avstand till bade p och ¢, och dels méngden av punkter som &r pa
samma avstand till ¢ och r. Visa att dessa tva méangder méts i exakt en punkt,
och anvénd detta for att konstruera den sokta cirkeln.

Ovning 5.3. I beviset till 5.2.10 visades att om f &r en deriverbar funktion
C — C, sa ar f konform i alla punkter dér f har nollskild derivata. Visa att
f(2) = 22 inte &r konform i punkten z = 0.

Ovning 5.4. Anvénd resultatet fran 4.5 for att visa att skérningen mellan
ett plan i R? och C alltid #r en cirkel eller linje i komplexa planet (forutsatt
att skdrningen bestar av mer &n en punkt), och att varje cirkel eller linje
i komplexa planet kan skrivas som skérningen med ett plan. Detta resultat
visar igen att pa Riemannsfiren bor man ténka pa en cirkel och en linje som
samma sak.

Ovning 5.5. Anvind resultatet fran féregaende uppgift for att ge ett till bevis
for att det genom tre punkter pa C passerar en unik cirkel eller linje.
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6 Delgruppen Mé6b(H).

I de tva foregaende kapitlen har vi lovat visa att automorfigruppen till det
hyperboliska planet — som vi fortfarande inte har definierat — kommer att
vara en delméngd av Mob(C), men vi har inte specificerat vilken delméngd
av Mob(C) vi talar om. Under resten av kursen kommer dessa oklarheter
forhoppningsvis att redas ut.

I detta kapitel kommer vi forst att definiera vad méngden av punkter i det hy-
perboliska planet &dr. Vi kommer sedan att rdkna ut vilka M6biusavbildningar
som avbildar denna méngd av punkter pa sig sjélv; det dr exakt denna delméangd
av Mobiusavbildningar som sedan blir automorfigruppen till hyperboliska pla-
net.

Efter att vi har gjort detta kommer vi att definiera en méngd av kurvor som
kommer att spela rollen som de rdta linjerna i det hyperboliska planet. I
detta kapitel kommer vi helt sonika att definiera en hyperbolisk linje som en
av dessa kurvor, och nér vi i nésta kapitel definierar hur man rdknar ut den
hyperboliska lingden pa en kurva kommer det att visa sig att dessa kurvor
dr exakt de som minimerar avstandet mellan tva punkter. (Sa var definition
blir retroaktivt vettig!) Men, som sagt, i detta kapitel kommer vi endast att
definiera vilka kurvor som kommer att bli rdta linjer i hyperboliska planet,
och sedan kommer vi att visa vissa egenskaper hos dessa kurvor.

6.1 Mobiusavbildningar som bevarar 6évre halvplanet

Den forsta skillnaden mellan det hyperboliska planet och det euklidiska &r
att méngden av punkter inte dr densamma. I det euklidiska planet bestar
punkterna av elementen i R? (vi kan ocksa, som bekant, tinka pa C); i det
hyperboliska planet &r punkterna exakt de som ligger i dvre halvplanet:

H={zecC| Im(z) > 0}.

Vi har inte &nnu definierat avstand och vinklar i det hyperboliska planet, men
sa fort vi har gjort detta kan vi definiera vilka funktioner som kommer att
vara automorfier till det hyperboliska planet genom att imitera definitionen i
1.2. Vi kommer dock att gora saker i ”fel” ordning. I detta kapitel kommer
vi i forvig att avsloja vilka automorfierna till hyperboliska planet &r, och i
nésta kapitel kan vi efter att ha infor avstand och vinklar kontrollera att dessa
bevaras av var klass av funktioner. Ett forsta villkor pa en automorfi, innan
vi ens kan kridva nagot om att bevara vinklar eller avstand, &r att automorfin
skall vara en bijektion fran méngden av punkter i geometrin till sig sjalv.

Vi vill alltsa att f: H — H ska vara en bijektion. Vi kommer att séiga att
f bevarar ovre halvplanet, eller att f avbildar 6vre halvplanet till sig sjélvt,
om detta giller. Det kommer att visa sig att automorfigruppen till hyperbo-
liska planet &r exakt de Mobiusavbildningar som bevarar 6vre halvplanet. Vi
kommer nu att underscka vilka Mobiusavbildningar som har denna egenskap.
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Lemma 6.1.1. Lat f € Mob(C). Féljande tva pastaenden dr ekvivalenta:

1. Mébiusavbildningen f bevarar linjen R U {o0}.

2. Funktionen f kan skrivas som

az+b
f(z)—m,

dir a,b, c och d alla dr reella, men ad—bc endast antas nollskilt och inte
nodvindigtvis dr lika med 1.

Bevis. Antag forst att f bevarar R U {oco}. Lat p,q och r avbildas till 0,1
respektive oo av f, och antag for enkelhetens skull att ingen av p,q och r &r
lika med oo. I sa fall vet vi att

fe)=1— =L,
q—p z—r
med samma argument som i beviset av 5.3.2. Men eftersom f bevarar reella
linjen maste p,q och r vara reella tal, och vi ser att vi har skrivit ner ett
uttryck for Mobiusavbildningen med reella koefficienter. (Men, som sagt, sa
vet vi inte att ad — be = 1.)

Antag nu att
az +b
J(z) = cz+d’
dédr bade a,b,c och d ar reella. Da kommer uppenbarligen gilla att om z &r
reellt eller oo, sa dr f(z) reellt eller co. Vi vill dessutom visa att om f(z) &r
reellt eller co, ar z det. Men om

= R
cz+d we R,
ar
wd — b
z =
a — we

som &r reellt (eller co) om alla av a,b,c,d och w &r reella. (Om w = oo blir
z = —d/c, som ligger i R U {o0}.) O

Anmirkning 6.1.2. Formuleringen av foregaende lemma kan verka forvirrande.
Forst antas att f dr en Mobiusavbildning, men sedan sigs att ad — bc inte
nodvindigtvis dr lika med ett! Nyckeln &r i formuleringen att f kan skrivas

som
az+b

1) = cz+d’

dér a,b,c och d alla ar reella. Att f d&r en Mobiusavbildning sdger pa samma
sitt att f kan skrivas som

az+b
&= va
dir ad — bc = 1. Men dessa tva mojliga val av a,b,c och d behover inte

noédvandigtvis vara samma! Jimfor diskussionen i 4.1.4.
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Varfor dr egenskapen att bevara R U {oo} viktig? Ténk pa hur H ser ut pa
Riemannsfiren, C. Om vi tédnker pa oo som nordpol och 0 som sydpol, sa
kommer linjen R U {co} att ga longitudinellt (vertikalt) som en storcirkel
runt sfaren. Det 6vre halvplanet kommer att vara den ena halvsfaren och det
undre halvplanet den andra. Med andra ord, R U {oco} &r randen till H om
vi betraktar situtationen pa C. Om en Mdbiusavbildning f avbildar H pa H
maste den dven avbilda randen till H till sig sjdlv, sa ett nodvéandigt villkor pa
en Mobiusavbildning for att kunna bevara H ar att den kan skrivas med reella
koefficienter. Dock ar det inte nodvindigtvis s att en funktion som avbildar
R U {0} pa sig sjélvt bevarar 6vre halvplanet — funderar man lite sa inser
man att det finns tva mojligheter: antingen sa kommer funktionen att avbilda
de bada halvsfiarerna till sig sjélva, eller sa kommer de att byta plats pa de
bada halvsfiarerna. Vi undersoker hur vi kan se skillnad pa de olika fallen:

Lemma 6.1.3. Lat f vara en funktion pa formen

az+b

f(Z):my

ddr a,b,c och d dr reella och ad—bc # 0 (men inte nédvindigtvis lika med 1.)
Lat z € H. Da gdller att om ad — bc > 0, sa kommer Im(f(2)) > 0 och alltsa
f(z) € H. Om déiremot ad — bc < 0 sa kommer Im(f(z)) <0, sa f(z) ¢ H.

Bevis. Tag z = x + iy € H. Da &r

az+b  (az+b)(cz+d)
cz+d  (cz4+d)(cz+d) |ez+d?

f(z) = (ax 4+ b+ iay)(cx + d — icy).

Den reella konstanten ﬁ kommer inte att paverka om f(z) ligger i 6vre
halvplanet eller inte. (Kontrollera detta!) Imaginirdelen av (ax+b+iay)(cx+
d —icy) ar exakt (cx +d) - ay — (ax +b) - cy = (ad — bc) - y. Men nu vet vi
att z ligger i 6vre halvplanet precis da y > 0, sa om ad — bc > 0 kommer f(z)
att ligga i 6vre halvplanet, och nér ad — be < 0 kommer f(z) ligga in nedre

halvplanet. ]

Definition 6.1.4. Delmingden M6b(H) C Mo6b(C) bestar av alla Mobius-
avbildningar som kan skrivas som

az+b
cz+d

f(z) =
dar a,b, c och d ar reella konstanter och ad — bc = 1.

Sats 6.1.5. Lat f € Mob(C). Da gdller att f € Mob(H) om och endast om
f avbildar dvre halvplanet H pa sig sjdlvt.

Bevis. Vi ér néstan klara med hjélp av vara tva tidigare lemman. Antag att f
avbildar 6vre halvplanet pa sig sjilvt. Da kommer den dven att avbilda randen
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till 6vre halvplanet, R U {oo}, pa sig sjélvt. Alltsa kan vi enligt Lemma 6.1.1

skriva
az+b

cz+d

fz) =

dér a, b, c och d ar reella, och enligt Lemma 6.1.3 &r nu ad — bc > 0. Alltsa har
ad — be en reell kvadratrot, och genom att forlinga braket med 1/v/ad — be
uppnar vi villkoret ad — bc = 1.

Om vi i stéllet har ad — bc = 1 och a,b,c och d reella s& kommer randen
RU{oo} att avbildas till sig sjélv (enligt 6.1.1), och som vi tidigare observerat
finns nu tva mojligheter: antingen kommer f att avbilda bégge ”halvkloten”
till sig sjdlva, eller s& kommer f att byta plats pa dem. Men nu visar féregaende
lemma att alla z € H kommer att avbildas in i 6vre halvplanet av f, sa vi &r
i den forsta situationen. O

Sats 6.1.6. Delmdngden Mob(H) uppfyller, precis som Méb(C), alla tre egen-
skaperna fran Sats 4.2.1. (Man siger ibland att Mob(H) dr en delgrupp till
Mébiusgruppen.)

Bevis. Beviset &dr nédstan identiskt med beviset for Sats 4.2.1. Det enda vi
behover kontrollera #r att koefficienterna, till f o g och f~! &r reella, forutsatt
att de for f och g ar reella. Men detta dr uppenbart fran de explicita uttrycken
for fogoch f~! som ges i beviset. (Om a,b,c,d och A, B,C, D alla ir reella
sa kommer &ven aA + bC vara det, etc.) O

6.2 Hyperboliska linjer

Vi kommer nu att definiera vilka kurvor i H som &r de réta linjerna, det
vill séga vilka kurvor som vi i nésta kapitel kommer att visa minimerar det
hyperboliska avstandet (som kommer att definieras da).

Definition 6.2.1. En delmingd L C H ségs vara en hyperbolisk linje om det
existerar nagon linje eller cirkel I' i det komplexa planet som skér reella axeln
i en rat vinkel, sadan att L =HNT.

Sats 6.2.2. Genom tva distinkta punkter p,q € H passerar en unik hyperbolisk
linje.

Bevis. Betrakta forst alla cirklar som passerar genom p och ¢. Att en cirkel
passerar genom p och ¢ séger exakt samma sak som att cirkelns mittpunkt
ligger pa samma avstand fran p som ¢, och att cirkelns radie ar exakt detta
avstand. Lat L vara den réta linje som bestar av alla punkter pa samma
avstand fran p och ¢, se Figur 23. Linjen L &r alltsd normalen till det réita
linjesegmentet fran p till ¢ som skér denna i segmentets mittpunkt. For varje
punkt ¢ pa L kan vi rita en unik cirkel med ¢ som centrum och som passerar
genom p och gq.
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Figur 22: Reella axeln R, och en samling hyperboliska linjer som méoter den i
en rat vinkel.

Figur 23: En illustration av beviset till 6.2.2.
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Vi noterar ocksa att en cirkel kommer skira reella axeln i en rét vinkel om och
endast om cirkelns mittpunkt ligger pa reella linjen. Ty antag att en cirkel skir
reella axeln i en punkt, och att tangenten till cirkeln i denna punkt &r vinkelrét
mot reella axeln. Eftersom tangenten till cirkeln dessutom &r vinkelrét mot dess
radie, 