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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTH:s MA-
TEMATISKA CIRKEL under lasaret 2014-2015 och bestar av sju kapitel. Kom-
pendiet &r inte tdnkt att lisas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pa de sju foreldsningarna. En bra
idé kan vara att forsoka lidsa varje kapitel sjilv innan foreldsningen, sa att
man redan innan vet vad malet med foreldsningen &r och vad som kan visa sig
vara svart.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa dr ordnade efter un-
gefirlig svarighetsgrad: 6vningar kan ha en (%), tva (%) eller tre (x%x) stjdrnor.
Dessutom har de udda 6vningarna facit langst bak i kompendiet. Syftet med
dessa dr att eleverna ska kunna lésa dem och pa egen hand kontrollera att
de forstatt materialet. Ovningar med jimna nummer saknar facit och kan
anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man forsoker 16sa
dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast kan
man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon av forfattarna.
Under arets gang kommer det att finnas rédknestugor pa KTH dér eleverna
kan 16sa uppgifter tillsammans, och fa hjilp av oss.

Vi vill dock betona att fa av uppgifterna dr helt enkla. Detta betyder att
ldsaren inte bor titta i facit efter nagra fa minuter, utan att forst prata med
kompisar om uppgiften, kanske ligga den at sidan ett tag och tédnka pa annat,
och sedan forsocka lite till. Dessutom innebér det att fa av eleverna kommer
att kunna klara samtliga uppgifter, sa ett krav pa att eleven ska ha lost alla
uppgifter bor inte inga i examinationen. Dock rekommenderar vi starkt att
alla elever atminstone tittar pa och forsoker sig pa alla dvningar.

De flesta 6vningar kommer att ha manga olika mojliga l6sningar och det som
star i facit bor endast ses som ett forslag.

KTH:s MATEMATISKA CIRKEL finansieras av Marianne och Marcus Wallen-
bergs Stiftelse. Vi tackar Roy Skjelnes, Institutionen for Matematik vid KTH,
Alan Sola vid University of Cambridge och Katharina Heinrich for givande
kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTH:s MATEMATISKA CIRKEL, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvindnings-
omraden utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga och matematiska studier. Lararna pa Cirkeln kan vid
behov ge eleverna forslag pa d&mnen till projektarbeten vid gymnasiet eller
forslag till annan férkovran inom matematik.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, foreldsningsschema och 6vriga uppgifter om KTH:S MATE-
MATISKA CIRKEL finns tillgdngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkéinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkdnna Cirkeln som en
kurs och det dr lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna &r
sjalvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och manga har kommit verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna dr 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesitt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséittning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutsittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen #r pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt Gver gym-
nasienivan. Meningen ar emellertid inte att lirarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att ldra in det pa samma sédtt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste ar att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning &r att lirarna med den-
na utgangspunkt skall ha ldttare att upplysa intresserade elever om KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och &vertyga skolledarna om vikten av att lata bade
elever och ldrare delta i programmet.

Cirkeln foréndras varje ar med nya ldrare och nya &mnen. Hela tiden har det
dock funnits en fast punkt i form av Dan Laksov. Som en av grundarna har
Dan varit den drivande kraften bakom Cirkeln fran dess start fram till ifjol.
Han har varnat om kontakten med larare och bidragit med stor entusiasm och
vérdefull konstruktiv kritik till samtliga kompendier. Han &r saknad.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssidttningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor néir de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istallet ar att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
lasningarna och att eleven gor sitt bésta for att forstd materialet och 16sa
uppgifterna, blir betygsédttningen lattare. Sjilvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara forvinta sig att
ett fatal elever behéirskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvéanda de officiella kriterierna:

Betyg FE eller Godkind: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen
och kan pa ett godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt
som skriftligt. Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen,
redovisar eller lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Betyg Celler Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen.
Eleven kan redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom
uppvisa losningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att
eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin
matematiklarare.

Betyg A eller Mycket val godkdnd: Eleven har mycket god insikt i flera moment
av kursen och ldmnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller
lamnar 16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att
eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin
matematikldrare.

Betyget B ges till elever som uppfyllt kraven for betygssteget C och en over-
vigande del av kraven for betygssteget A. Pa samma sétt fas betyget D om
kraven for E &r uppfyllda och en 6vervigande del av kraven for C.

Det dr ocksa till exempel mojligt att skolorna samarbetar, sa att elever fran
en skola redovisar eller limnar rapport for en lirare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2014
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1 Grundliggande begrepp och bevisféring

I det hir kapitlet kommer vi att ge en introduktion till matematisk bevisfoéring,.
Innan dess kommer vi dock att introducera lite terminologi. I matematiken
anvinder man ofta mdngder som ett bekvamt sprak for att beskriva saker och
ting, och detta kommer vi ocksa att gora i detta kompendium. Vi borjar darfor
med att beskriva denna teori.

1.1 Maingder

Lat oss titta pa ett av de mest grundliggande begreppen i matematiken,
namligen méngder. En mdngd ar en samling objekt, som till exempel tal, och
dessa objekt kallar vi for element i médngden. Det enklaste sittet att beskriva
en méngd dr att rikna upp dess element. Ett sddant exempel dr

A={1,3,a,7}.

Detta betyder att A &r en mangd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Vi
bryr oss inte om i vilken ordning eller hur méanga ganger elementen riknas
upp och dérmed géller till exempel

{1727 37 4} = {37 1747 2} = {1737 37 1727 47 47 1737 27 4}'

En méngd kan ocksa ha oéndligt manga element, och da gar det inte att skriva
ned alla element. Ett exempel pa en odndlig méngd &r

{1,2,3,4,...}.
De tre punkterna betyder hir att alla positiva heltal ingar i méngden.

Exempel 1.1.1. Mingden som bestar av alla udda heltal mellan 0 och 10
kan skrivas som

{1,3,5,7,9}. A

Om A ar en méngd och x dr ett element i médngden A sa skriver vi z € A och
séger att x tillhor A. Exempelvis géller b € {a,b, 10,3}. Att ett objekt z inte
tillhér méangden A skrivs x € A. Den tomma mdingden innehaller inga element
och betecknas &.

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa ar element i méngden B sa sigs A vara en delmdingd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} dr en delmingd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Ett anvindbart sétt att beskriva en méngd &r som en delméngd av en annan
méngd. Det finns ett speciellt skrivséitt for detta, namligen

{z € D | villkor pa z}.



Med detta menar man delméngden bestaende av de element i médngden D som
uppfyller de givna villkoren. Strecket | utlises ”sa att”. Som exempel kan vi
definiera

B={ne{1,2,3,...} | n & udda, }

och
C={ye{l,2,3,4} |y > 2}

Méngden B dr delméngden av de positiva heltalen som bestar av alla udda
positiva heltal, medan C' dr delmingden av {1,2,3,4} bestaende av element
storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C ={3,4}.

Exempel 1.1.4. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B={x € A |z > 10}. Da
ar B = {12,18,4711} medan {z € A | z < 3} = @. Vidare har vi att 4 € A
men 4 ¢ B. A

Definition 1.1.5. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B bestar
av de element som ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B. Snittet
av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och betecknas
AN B. Differensen av A och B bestar av alla element som ligger i A men inte
ligger i B, och betecknas A\ B. Mingderna A och B kallas for disjunkta om
ANB=g.

Exempel 1.1.6. Lat A = {1,3,5,6}, B = {5,8,3,4711} och C = {2,4,7,8}.
Da har vi AU B = {1,3,5,6,8,4711}, AN B = {3,5}, BN C = {8} och
méngderna A och C &r disjunkta. Dessutom giller att A\ B = {1,6} och
B\ A ={8,4711}. Till skillnad fran unionen och snittet &r differensen av tva
méngder inte symmetrisk i A och B. A

Ett anvindbart sitt att askadliggéra union, snitt och differens &r med hjilp
av sa kallade Venndiagram, som visas i Figur 1.1 och Figur 1.2.

Figur 1.1: Venndiagram som askadliggér méingderna (a) AU B och (b) AN B.

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvéander for
att rikna foremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen

Z={..,-3-2-1,0123,...}.



Figur 1.2: Venndiagram som askadliggor (a) A\ B och (b) B\ A.

Beteckningen kommer fran tyskans Zahl som betyder tal. Mingden av alla
kvoter av tva heltal g dér g # 0 innehéller till exempel 2, —5%&= och 2. Vi
kallar méngden de rationella talen och betecknar den med Q. Slutligen be-
tecknar vi med R de reella talen, det vill sdga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1, %, —%, 2 och 7. Notera att

NCZCQCR.
Exempel 1.1.7. Vi har att N={n € Z|n > 0}. A

Exempel 1.1.8. Mingden {n € Z | n = 2 - k for nagot k € Z} &r méngden
av alla jamna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2-k | k € Z}, eller
som {...,—4,—-2,0,2,4,...}. A

Exempel 1.1.9. Lat oss papeka att en méngd dven kan ha andra méngder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A= {27 37 {_17 1}7 4}7
och vi har att {—1,1} € A, det vill sdga méngden {—1,1} &r ett element i

méngden A. A

Med hjélp av méangdbegreppet kan vi infora anvindbar notation.

Exempel 1.1.10. Lat A vara en méngd av tal. Da anvinder vi summasym-
bolen Y for att pa ett kortfattat séitt skriva summan av dessa. Om vi till
exempel later A = {0,3,5, —1} har vi att

D n=0+3+5+(-1)="7.
neA

Vi kan dven anvinda notationen for mer komplicerade saker sa som att ta
summan av kvadraten av varje element genom

> n?=0%+32+5%+ (-1)? = 35.
neA

Om A =10,1,2,...,k} for nagot positivt heltal k sa skriver vi dven

k
ananO—i—l—i—Q—l—...—i—k. A
n=0 neA



1.2 Det euklidiska talplanet och dess delmingder

I det hér avsnittet kommer vi studera méngder av ordnade talpar och nagra
egenskaper hos sddana méngder.

Definition 1.2.1. Det euklidiska planet, eller talplanet, &r méngden
]R2 = {(ml,xg) ’ r1,T9 € R}

som bestar av alla par (x1,x2) av reella tal z; och x9. Vi anvénder notationen
x for elementet (z1,22) och tolkar z1 och x5 som koordinater fér punkten x.
Speciellt anvéinder vi notationen 0 fér punkten (0,0) som kallas for origo.

Notation 1.2.2. Nir vi skriver for hand, till exempel pa foreldsningen, drar
vi ofta ett streck ovanfor bokstaven istillet for att anvinda fetstil sa att till
exempel x betecknas med 7.

Det euklidiska planet dr en mingd med manga geometriska egenskaper. En
sadan egenskap #r att vi kan illustrera R? med hjilp av ett koordinatsystem.

Y

Koordinaterna for varje punkt x = (x1,22) € R? kan i bilden avlisas fran
koordinataxlarna. Dérfor kallar vi koordinataxlarna for zi-axeln respektive
To-axeln.

Exempel 1.2.3. I det hér avsnittet kommer vi intressera oss for delméngder
av R?. Nagra exempel pa delmingder i R? ges nedan.

Yy

x/-

Figur 1.3: Linjeseg- Figur 1.4: En cirkelski- Figur 1.5: En mang-
mentet fran x till y. va med mittpunkt p. horning.

Med en cirkelskiva med mittpunkt p menar vi hir méngden av alla punkter
med avstand som mest r fran p for nagot tal » > 0. Vi kallar r for radien av
cirkelskivan. Linjesegment och cirkelskivor kommer vi ofta anvinda framd&ver
och manghorningar kommer vi speciellt studera i Kapitel 2. A



Definition 1.2.4. Lat M vara en delmingd av R?.

(i) En punkt x € M kallas for en inre punkt om det existerar en cirkelskiva
C med x som mittpunkt sa att C' ligger helt inuti M, det vill sidga att
C C M. Vi kallar méngden av alla inre punkter for det inre av M.

(i) En punkt x € R? kallas for en randpunkt till M om varje cirkelskiva C
med x som mittpunkt har egenskapen att C innehaller bade punkter som
ligger i M och punkter som ligger utanfor M, det vill séga att CNM # &
och CN(R?\ M) # @. Vi kallar méngden av alla randpunkter for randen
av M.

Exempel 1.2.5. Lat M vara méngden
{(x1,22) ER? |0 <23 <3 o0ch0<ay <2}

och lat x = (1,1) och y = (2,2) vara tva punkter i M.

T2 )

o)
2

I

Eftersom cirkelskivan (7 med x som mittpunkt ligger helt inuti M sa &r x en
inre punkt till M. Samtidigt ser vi att cirkelskivan C5 runt y innehaller bade
punkter som ligger i M och punkter som ligger utanfér M. Da vi ser att varje
cirkelskiva med y som mittpunkt kommer ha denna egenskap sa foljer det att
y &r en randpunkt till M. A

Anmiirkning 1.2.6. I Ovning 1.7 visas att varje element i en méngd M C R?
maste vara en inre punkt eller en randpunkt.

Definition 1.2.7. En delmingd M C R? &r konver om det for varje par av
punkter x,y € M géller att alla punkter pa linjesegmentet mellan x och y
ligger i M.

Exempel 1.2.8. Hér ser vi tva méngder M och N.




Eftersom linjesegmentet mellan varje val av tva punkter i M ocksa ligger i
méngden sa dr M konvex. Ddremot dr N inte konvex eftersom N innehaller
punkterna x och y men inte alla punkter pa linjesegmentet mellan dem. A

Exempel 1.2.9. Linjesegmentet, cirkelskivan och manghérningen fran Exem-
pel 1.2.3 &r alla konvexa. Man kan till och med 6vertyga sig om att varje linje-
segment och cirkelskiva dr konvex. Det finns dock exempel pa manghérningar
som inte ar konvexa, sasom foljande figur.

1.3 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om bevis av matematiska pasta-
enden; varje foreldsning kommer att innehalla flera bevis, och majoriteten av
Ovningsuppgifterna gar ut pa att bevisa nagonting. Detta innebir antagligen
en omstéllning fran tidigare kurser i matematik. Sa vad &r da ett bevis egent-
ligen? Hér &dr en mojlig definition.

Definition 1.3.1. Ett bevis av ett pastaende ar en logisk slutledning som leder
fran en 6verenskommen uppséttning av antaganden fram till pastaendet.

Det forekommer flera viktiga ord i féregaende definition. Lat oss diskutera
dem ett i taget.

Definition 1.3.2. Ett pastaende &r en logisk utsaga som antingen dr sann
eller falsk.

Exempel 1.3.3. Hér dr nagra exempel pa pastaenden:
(i) 24+5B > —C2.
(i) X C(Yn2Z).
(iii) Alla jimna tal dr delbara med 2.
(iv) Alla jamna tal dr delbara med 3.
Av dessa vet vi inte om de forsta tva dr falska eller sanna, eftersom vi inte vet
vad A, B, C respektive X, Y, Z betyder. Det tredje pastaendet ar sant eftersom

varje jaimnt tal kan skrivas som 2n for nagot heltal n. Pastaende (iv) &r dock
falskt: ett motexempel ges av det jamna talet 2 som ej dr delbart med 3. A



Exempel 1.3.4. Hér dr ocksa nagra exempel pa saker som inte dr pastaenden.

(i) 22 +6x+5

(ii) Méngden av alla jimna tal. A

Pastaenden kan kombineras pa manga olika sitt, som paminner om de sétt
vi kan skapa nya mingder av gamla genom operationerna N, U och \. Till
exempel kan vi sétta tva pastaenden bredvid varandra och skriva ordet ”och”
emellan, och vi far ett nytt pastaende. Ett annat ord man kan sitta mellan
tva pastaenden dr "eller”. En annan sak man kan gora ar att skriva ”Det &r
inte sant att...” fore ett pastaende, och detta ger ocksa ett nytt pastaende.

Men viktigast av alla sidtt att skapa nya pastaenden ur gamla ar kanske
foljande.

Definition 1.3.5. Lat P och @) vara tva pastaenden, till exempel nagra av
de som stod i var lista. Med P = (@ menar vi foljande pastaende: ”om
pastaendet P dr sant, &r dven pastaendet () sant.” I ord séger vi att P impli-
cerar @ eller att P medfor Q. Om P —> (@ och ) — P sa skriver vi att
P <— Q.1 ord sédger vi att P giller om och endast om @ giller, alternativt
att P och @ ar ekvivalenta.

For varje par av pastaenden P och @ far vi alltsa ett nytt pastaende, P — Q.
Sanningshalten av P = @ kan utldsas ur Tabell 1.

P Q P = Q

sant sant sant
sant | falskt falskt
falskt | sant sant

falskt | falskt sant

Tabell 1: Hur P = @ beror pa P och Q.

Ur Tabell 1 ses speciellt att P =— @ alltid &r sant om P &r falskt. Detta
kan verka ointuitivt till en borjan. Ett motiverande exempel for denna princip
kan vara foljande mening som man kan fa héra pa en biograf: ?Om du har en
mobiltelefon med dig, 4r den avstingd?” Om man inte har sin mobiltelefon
med sig skall man alltid svara ”Ja”, oavsett om man har stdngt av den eller
inte.

Exempel 1.3.6. Det giiller att
5 +b=0 = 5a = —b.

Hér giller &ven den omvéinda implikationen, sa vi hade kunnat skriva <= i
stallet for — . Vi har ocksa att

5a = —b = bHac = —bc,



men hir &r omvéandningen inte nodvandigtvis sann. For att ga fran det vénstra
pastaendet till det hogra maste vi ndmligen dela med ¢, vilket vi inte vet Ar
tillatet om vi inte vet att ¢ # 0. Vi har dock att

5ac = —bc och ¢ #0 = ba = —b. A
Exempel 1.3.7. Pastaendet
m>e = (Alla jimna tal dr delbara med 3)

ar falskt, eftersom det forsta pastaende dr sant medan det andra &r falskt.
Dock ar pastaendet

(Alla jamna tal &r delbara med 3) = 7w >e¢

lustigt nog sant enligt var definition av — . A

Exempel 1.3.8. For varje pastaende P giller att pastaendet P — P ér
sant, oavsett om P ar sant eller inte. A

Definition 1.3.9. En logisk slutledning &r en sekvens av pastaenden
PP, ..., P,
med egenskapen att pastaendet P; = P,y dr sant for alla 1.

Definition 1.3.10. Ett antagande ar ett pastaende som vi férutsitter ar sant.
Ibland kallas dessa synonymt for axiom eller postulat.

Vi vet nu alltsa vad ett bevis av ett pastaende @ &r: det &r en kedja av mindre,
enklare pastaenden som later oss dra slutsatsen att () 4r sant, endast utgaende
ifran en mindre uppséttning antaganden som vi i forvig har bestamt oss for
att starta med.

Exempel 1.3.11. Antag att 3793 = 6 och att vi vill visa att z = 4. Lat
pastaende P; vara ”375” =67, P, vara "3z = 12” och P3 vara "2 = 4”. Da
géller att pastdendet P, = P» &r sant eftersom vi kan ga fran den forsta
likheten till den andra genom att multiplicera bada leden med 2. Pa samma
sitt har vi att pastaendet P, = Ps #r sant eftersom vi kan ga fran P; till
P3 genom att dividera med 3. Darmed har vi skapat en logisk slutledning som

visar att om vi antar att P; &r sant sa ar dven P; sant. A

Nar vi skriver ett bevis brukar vi dock inte bara skriva en lang foljd av
pastaenden med = mellan — i stéllet brukar man foérséka uttrycka be-
viset i vanliga ord och meningar. Symbolen = byts till exempel ut mot
konstruktioner som ”vilket innebér att...” eller ”eftersom... sa...” eller ”fran
vilket vi drar slutsatsen att...”, och sa vidare.

Speciellt virt att ndmna dr begreppet motsdgelsebevis. Detta dr en speciell
bevisteknik diar man i stéillet for att visa att ett pastdende P &r sant, sa
bevisar man att det inte kan vara falskt. Med detta menar vi att man borjar
med antagandet att P inte géller, och forsoker att hirleda ett pastaende som
man vet inte stimmer, till exempel att 0 = 1. Enligt Tabell 1 sa kan bara ett
falskt pastaende implicera ett falskt pastaende, sa vart antagande att P inte
géillde maste ha varit falskt.



I detta kompendium kommer vi att forutsétta att ldsaren kidnner till foljande:

(i) De olika sorternas tal: heltal, rationella, reella.

(ii) Operationerna addition, subtraktion, multiplikation och division, och
deras grundliggande rakneregler, sasom att a+b = b+a eller att 0-a =0
for alla a.

(iii) Grundliggande geometriska egenskaper, sasom att vinkeln av ett helt
varv ar 360°.

I s& stor utstrickning vi bara kan kommer vi att forsoka papeka om vi i ett
bevis anvinder oss av ett antagande som inte star med pa denna lista. Det hér
ar inte sa latt som det later: ofta smyger det sig in ett antagande i ett bevis
man inte har tdnkt pa att man anvinder, eller sa tar man nagot for givet som
egentligen inte &r uppenbart.

Var lista pa antaganden ir inte sa precist formulerad: vi skriver bara ”grund-
ldggande rakneregler”, men ridknar inte upp alla dessa. Vi ber om l&sarens
Overseende.

1.4 Ett bevis

For att inte denna forsta foreldsning endast skall bli till torrsim kommer vi nu
att bevisa ett pastaende. Ett vilkéant faktum om trianglar &r att summan av
vinklarna i dess horn &r precis 180°. Eftersom en triangel dr en manghdrning
med tre stycken horn sa kan vi se att detta enbart &r ett specialfall av en mer
generell sats.

Sats 1.4.1. Vinkelsumman hos en konvex mdnghérning i R? dr 180° - (n — 2)
ddr n dr antalet horn i manghdérningen.

Bevis. Tag en konvex manghorning P med n stycken horn och 1at x vara en
punkt i det inre av P. For att forklara tekniken vi ténker anvinda sa tar vi
foljande exempel:

Eftersom P &r konvex enligt antagandet sa innehaller P alla linjesegment fran
x till alla hérn i P. Vi ritar ut dessa linjesegment i vart exempel.



Da linjesegmenten enbart skir varandra i punkten x sa erhaller vi en indelning
av P i m stycken trianglar 14,75, ...,T,, dir m &ar antalet kanter i P. Héar
anvander vi ordet kant for att beskriva ett linjesegment pa randen till P.

Eftersom varje kant i P ligger mellan precis tva hérn och genom varje horn i
P gar precis tva kanter sa foljer det att P har lika manga kanter som horn.
Dérmed &r n = m och vi har darfor en indelning av P i n stycken trianglar
T, Ty, ...,T,.

Notera att x &r ett horn i samtliga trianglar och att 6vriga horn i T; ocksa Ar
hérni P for allat=1,2,...,n.

Lat a;,b; och ¢; vara vinklarna i triangeln T;, déir ¢; dr vinkeln vid hornet x.

Fran var konstruktion ser vi att summan

n

> (ai+bi) = (a1 + ) + (a2 +b2) + ... + (an + by)
=1

ar lika med vinkelsumman av manghorningen P. Vi har ocksa att
n
Zci:cl—l—02+...+cn:360°
i=0

eftersom vinklarna cq,cs,...,c, tillsammans utgor ett helt varv. Vidare &ar
vinkelsumman av en triangel lika med 180° sa a; + b; + ¢; = 180° for alla
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i =1,2,...,n. Vikan nu berékna vinkelsumman ) ;" (a;+b;) hos P genom att
anvéanda ett trick som kallas for att ”addera med noll”. Fér varje: = 1,2,...,n
har vi att

a,-—i—b,- :a,-+b,-+0:a,-+bi+(c,-—ci) :(ai+bi+c,~)—ci.
Det foljer déarfor att

n n n n

Z(ai—i—bi) :Z((ai—kbi—i-ci)—c,-) :Z(ai—l—bi—i-ci)—Zc,- =

=1 =1 =1 =1
- (Z 180") —360° = 180° - n — 360°.
=1

Dérmed har vi att vinkelsumman hos P &r 180°-n —360° = 180°-(n—2). O

Anmirkning 1.4.2. Det finns tva saker man kan anmérka pa i beviset ovan.
For det forsta har vi inte gett en ordentlig definition av vad en manghérning
ar sa att visa egenskaper hos dessa gors automatiskt pa en ostadig grund. Till
exempel kan man fraga sig om manghorningar alltid har en inre punkt x. Vi
ger dock en ordentlig definition av vad en konvex manghorning, eller polygon,
ar i Definition 2.1.1. Lésaren uppmuntras efter att ha list denna definition att
atervinda hit och forsikra sig om att beviset faktiskt haller. For det andra
sa anvander vi att vinkelsumman av en triangel dr 180° vilket vi inte bevisat.
Trots att vi havdar att detta &r ett kint faktum sa maste vi for att vara helt
sikra antingen referera till en text dir detta bevisas eller skriva ner ett eget
bevis vilket vi limnar som Ovning 1.9.

For att forsta innebodrden av satsen vi just visat sa avslutar vi detta kapitel
med ett exempel.

Exempel 1.4.3. Lat oss betrakta foljande tre manghérningar

2

Enligt Sats 1.4.1 &r vinkelsumman av bade den vianstra och den mittersta
manghorningen lika med 180° - (4 — 2) = 360° eftersom de bada har fyra horn.
Pa samma sétt kan vi direkt sédga att polygonen till hoger har vinkelsumman
180° - (7 — 2) = 900° eftersom den har sju horn. A

11



Ovningar

Ovning 1.1 (). Betrakta mingderna A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...},
C ={2,4,6,...} och D ={1,4,19,36,101}. Bestiam

(i) BUC,

(i) BnC,

(i) DN,

(iv) {zx € D |z € B},

(v) {xr € A|z=y+1 for nagot y € D},
(vi) {z+ 1|z € D}.

Ovning 1.2 (). Betrakta mingderna A = {1, {m,x},a} och B = {a,x}.

(i) Rékna upp alla element i A.
(ii) Rédkna upp alla delméngder av A.
(iii) Vad & AU B och AN B?

Ovning 1.3 (x+). Lat N = {0,1,2,...} och lat B, = {0,1,2,...,n} for
n=20,1,2,.... Visaatt N=ByUB;UByU....

(Ledning: Tag forst © € N och visa att * € By U By U By U.... Tag sedan
r € BgUB1UByU... och visa att x € N. Anvind detta for att visa att
méngderna &r lika.)

Ovning 1.4 (% x %). Lat A och B vara mingder. Vart och ett av foljande
pastaenden dr ekvivalent till exakt ett annat. Vilka hor ihop?

(i) = € A,

(i) AC Boch B C A,

(ii) AC AN B,

(iv) For alla = géller: x € A = x ¢ A,

(v) AUB=A,

(vii
(viii) A C B,

)
)
)
)
)
(vi) A
) A
)
(ix) {z} C A4,
)

(x) For alla z giller: x € B = x € A.

12



Ovning 1.5 (x). Avgor vilka av foljande utsagor som #r pastaenden enligt
var definition av ett pastaende. Vilka av dessa dr sanna, vilka ar falska, och
vilka behover vi mer information for att avgora?

(i) Méngden av de naturliga talen.

(ii) a &r ett positivt heltal.

(iv) Varje méingd innehaller minst ett element.

(v

@

)
)
(iii) Talet a &r jamnt.
)
)
i)

(v

Ovning 1.6 (x). Anvind pastaenden fran foregaende 6vning och bilda oli-
ka sammansatta pastaenden pa formen P — (). Hitta minst tva sddana
pastaenden som dr sanna respektive falska.

T = a &r 1osningen till ekvationen 3x + 5 = 11.

Ovning 1.7 (x%). Lat M vara en delmingd av R? och lat x € M vara en
punkt. Visa att x dr en inre punkt eller en randpunkt till M.

Ovning 1.8 (%x). Lat M vara mingden
M:{(azl,azg) GRz ‘ 1< §4,1§$2<3}.

Notera att en av olikheterna i definitionen av M &r strikt. Rita méngden M
och avgor vilka av punkterna (1,2),(3,2),(4,4), (2,3) som ligger i M. Avgor
dven vilka av dessa som &r inre punkter till M och vilka som dr punkter pa
randen till M.

Ovning 1.9 (%%). Om tva parallella linjer skiirs av en tredje linje enligt den
vénstra figuren nedan dr de markerade vinklarna lika stora. Anvind denna
egenskap for att visa att summan av vinklarna i en triangel &r 180° med hjilp
av den hogra figuren.

Ovning 1.10 (x%). Hir betraktar vi den tomma mingden @.

(i) Visa att @ &r en delmingd av R2.

(ii) Ar @ konvex?

13



2 Polygoner

Ordet polygon &r ett finare ord for manghorning och hirstammar fran grekis-
kans poly som betyder flera och gon som betyder vinkel. Trots sjalva ordets
ursprung har ménniskor intresserat sig for polygoner och geometri betydligt
léngre tillbaka i tiden &n antikens Grekland. Till exempel har man hittat tre till
fyra tusen ar gamla skrifter fran datidens Egypten som bland annat beskriver
hur arean av en triangel kan beriiknas. An idag anvinds manghérningar flitigt
och samma trianglar som egyptierna nedtecknade anvinds nu inom till exem-
pel datorgrafik och naturvetenskap. Aven inom matematiken finns det mycket
kvar att upptécka om polygoner och deras hogredimensionella motsvarigheter.

Vi borjar hir med att ge en ordentlig definition av vad en polygon &r och visar
sedan Picks sats som dr ett uttalande om polygoner som ”bara” ar cirka 100
ar gammalt.

2.1 Definition av polygoner

Definition 2.1.1. En konvex delmingd P av R? som innehaller sin rand och
har ett icke-tomt inre kallas for en (konvex) polygon om randen till P bestar
av dndligt manga linjesegment som innesluter P.

Exempel 2.1.2. Figuren nedan &r en polygon.

Vi noterar att dess rand bestar av fem stycken linjesegment som innesluter
polygonen och att polygonen har ett icke-tomt inre. A

Anmirkning 2.1.3. Anledningen till att vi kriver att en polygon maste
ha inre punkter dr att vi vill forhindra P fran att vara ett linjesegment, en
punkt eller tomma méingden. Det finns manga som intresserar sig for mer
generella typer av manghorningar &n polygoner sa som vi definierat dem. Till
exempel kan man dven tillata icke-konvexa polygoner. For att resultaten i det
hér kompendiet ska vara giltiga dr det dock viktigt att vi anvédnder oss av
begreppet polygon enligt Definition 2.1.1.

Definition 2.1.4. Lat P vara en polygon. Ett maximalt linjesegment pa ran-
den av P kallas for en kant av P. Med maximalt menar vi hér att linjesegmen-
tet inte kan forlingas och fortfarande vara en del av randen av P. En punkt
som ligger i skdrningen av tva olika kanter kallas for ett horn av P.

Exempel 2.1.5. Betrakta foljande triangel.

14



Ly Ls

L
y 2

Detta dr en polygon dér hérnen ges av punkterna x, y och z, och kanterna &r
linjesegmenten Lq, Lo och Ls. A

Exempel 2.1.6. En polygon vars kanter alla har samma lingd och vars hérn
alla har lika stora vinklar kallas for en regelbunden polygon.

A @

Héar ser vi exempel péa regelbundna polygoner med 3,4,5 och 6 horn. A

Exempel 2.1.7. Ett exempel pa en polygon vars sidor ar lika langa men som
inte ar regelbunden &r en romb.

Definition 2.1.8. Méingden

Z2 = {(:El,:Eg) | x1,T2 € Z} C R2

kallas for gittret i R? och en punkt x € Z? kallas for en gitterpunkt. Med andra
ord bestar gittret Z? av alla punkter i R? med heltalskoordinater. Om alla
horn i en polygon P &r gitterpunkter sa kallas P for en gitterpolygon.

I den hér kursen kommer vi mest intressera oss for gitterpolygoner. En moti-
vering for att studera gitterpolygoner, snarare dn polygoner rent allmént, Ar
att gitterpolygoner har flera vackra och spdnnade egenskaper som generella
polygoner saknar. Ett exempel pa en sadan egenskap kommer vi se i nésta
avsnitt.

Exempel 2.1.9. Man kan illustrera gittret Z? som skdrningspunkterna i ett
rutnét som i figuren nedan.

— N W ok Ot

12 345
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Betrakta nu foljande polygoner.

5 )
4 4
3 3 7
2 2
1 1
1 2 3 4 5 12 3 4 5

Eftersom alla horn i den vénstra figuren dr gitterpunkter s ar polygonen en
gitterpolygon. Polygonen till hger har tva hérn som inte &r gitterpunkter och
ar darfor inte en gitterpolygon. A

2.2 Picks sats

En speciell egenskap hos gitterpolygoner dr att deras area ar bestdmd av deras
gitterpunkter. Detta resultat adr kint som Picks sats efter Georg Alexander
Pick som bevisade detta ar 1899. Notera att méngden av gitterpunkter hos en
polygon P dr mingden P N Z2. Vi inleder med ett par exempel.

Exempel 2.2.1. Lat oss betrakta foljande gitterpolygon.

A

—_— N W

1 2 3 4

Fran Ovning 2.1 framgar att arean av polygonen &r % Samtidigt har poly-
gonen fyra gitterpunkter i sitt inre och sju stycken gitterpunkter pa randen.
Vad som kan verka som ett mystiskt sammantriffande ar att

Antal gitt kter pa rand 1
ntal gi el‘pm; €r pa ran en_1:4+;—1:73,

Antal inre gitterpunkter+

vilket var lika med polygonens area. Picks sats sédger att motsvarande samband
géller for alla gitterpolygoner. A

Man kan tro att formeln vi just sag ar en ren tillfillighet s& innan vi gar vidare
testar vi den i ett annat exempel.

Exempel 2.2.2. Betrakta gitterpolygonen nedan.
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1 2 3 4 5

Polygonen har sex inre gitterpunkter och atta gitterpunkter pa sin rand. Vi
noterar att

8
6+-—-1=9
+ 2
och att detta &r precis arean av polygonen, se Ovning 2.1. A

I exemplen ovan ges alltsa arean av en gitterpolygon P av uttrycket

Area(P) =i+ g -1
dér 4 dr antalet inre gitterpunkter och r dr antalet gitterpunkter pa polygonens
rand. An sa linge vet vi bara att denna formel giller i de tva fallen ovan, men
man kan faktiskt bevisa att den &r sann for alla gitterpolygoner och resultatet
kallas for Picks sats. Vi bevisar detta i Sats 2.2.10 men for att genomfora
beviset behover vi lite mer férberedande teori.

Anmirkning 2.2.3. I exemplen ovan och i resten av det hir kompendiet
anvinder vi konventionen att enheten for arean hos en gitterpolygon ges av
gittret. Konventionen innebaér till exempel att kvadraten med horn i punkterna
(0,0), (1,0), (0,1) och (1,1) har area 1.

Definition 2.2.4. Lat P vara en gitterpolygon och lat x € P vara en gitter-
punkt. Vi definierar vikten av x, vp(x) enligt nedan.

(i) Om x &r en inre punkt sa dr vp(x) = 1.

(ii) Om x &r en punkt pa randen som inte &r en hérnpunkt s r vp(x) = 3.

(iii) Om x dr en hornpunkt sa dr vp(x) = % dér @ ar vinkeln i hornet x.

Vi betecknar summan av vikterna av gitterpunkterna i P med V' (P), det vill
sdga att

V(P)= > vp(x)

xePNZ2

Slutligen definierar vi vp(y) = 0 for alla gitterpunkter y € R? som inte ligger
iP.

Exempel 2.2.5. Betrakta polygonen med sex markerade punkter nedan.
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(0,0) (3,0)

Eftersom (2,1) &r en inre punkt sa &r vp((2,1)) = 1. Vidare ser vi att (3,2)
dr en randpunkt som inte &r ett hérn, si vp((3,2)) = 3. Punkten 0 = (0,0)
ar ett horn med vinkel 90° sa il')P((O, 0)) = % = L. Att beriikna vikten av de
ovriga punkterna lamnas till Ovning 2.2. A

Det kommer visa sig att vikten V(P) av en gitterpolygon P &r lika med arean
av polygonen. Vi borjar med att visa detta for vissa speciella polygoner.

Hjilpsats 2.2.6. Lat R vara en rektangel med horn i gitterpunkter och vars
sidor dr parallella med x1-azeln respektive xo-azxeln. Da dr V(R) = Area(R).

Bevis. Lat x € R vara en gitterpunkt. Da &r x antingen ett hérn, en randpunkt
som inte dr ett horn eller en inre punkt. I rektanglar géller att vinklarna i alla
horn ar 90° vilket betyder att

om X &r en inre punkt,

vr(x) = om x dr en randpunkt som ej dr ett horn,

N T e

om x dr en hérnpunkt.

Eftersom sidorna av R &r parallella med zi-axeln respektive zs-axeln kan vi
berdkna arean av R genom att dela in R i mindre rektanglar som i féljande
exempel.

A
4 - . TS . .
3 N . . . .
2 N . . . .
1 J
| | | | | |
\ \ \ \ \ "

Genom en sadan indelning har vi att varje inre gitterpunkt svarar mot en
kvadrat med area 1, vilket &r precis vikten av en sadan punkt. P4 samma sétt
svarar en hornpunkt mot en kvadrat med area (%)2 = %, vilket &ar lika med
hoérnpunktens vikt. En randpunkt som inte dr ett hérn svarar mot en rektangel

med area 1 - % = %, vilket ocksa #r lika med en sadan punkts vikt.

Hela rektangelns area &r lika med summan av areorna av de mindre rektang-
larna. Eftersom arean av varje mindre rektangel &r lika med vikten av mot-
svarande gitterpunkt foljer att V(R) = Area(R). O
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Hjalpsats 2.2.7. Lat T wvara en triangel med horn i gitterpunkter. Da dr
V(T) = Area(T).

Bewvis. Vi delar upp beviset av detta i tva fall.

(i) Lat oss borja med att visa satsen i fallet da 7" dr en rétvinklig triangel
vars kateter &r parallella med x1-axeln respektive xo-axeln. Exempelvis:

Vi later nu S vara en kopia av T'. Genom att placera denna kopia, roterad
ett halvt varv, sa att de tva trianglarna mots lings sina hypotenusor, kan
vi skapa en rektangel R vars sidor ar parallella med x;-axeln respektive
To-axeln.

Varje gitterpunkt i T" eller S som inte ligger lings med hypotenusan
kommer ha samma vikt i R som i den triangel som innehaller den. Detta
ar sant eftersom om en punkt inte ligger lings med hypotenusan sa ligger
den i precis en av trianglarna T och S.

Betrakta nu en gitterpunkt x som ligger lings med hypotenusan av T
och S men som inte &r ett hérn. Da dr x en inre punkt i rektangeln R
och vikten av en sidan dr 1. Samtidigt giller att vp(x) = vg(x) = 3 sa
det foljer att

+ = = vp(x) + vs(x).

N —
N —

vp(x)=1=

Om x istéllet ar ett horn langs med hypotenusan i T s& kommer x sam-
tidigt vara ett horn lings hypotenusan i S. Lat vinkeln fér hornet x 1 T
vara 7 och vinkeln for hornet x i S vara 65.
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(i)

Eftersom 6;+60, = 90°, vilket &r lika med vinkeln for hornet x i rektangeln
R, foljer det att

01 02 90°

= 360° T 360° — 3600 ~ "R

vp(x) 4+ vg(x)

Da vikten av en punkt &r 0 om punkten ligger utanfoér méngden sa har
vi nu visat att det for alla x giller att vg(x) = vp(x) + vg(x). Det
foljer ddarmed att V(R) = V(T') + V(S). Da S &r en kopia av T sa &r
V(T) = V(S) och vi drar slutsatsen att

V(R) = V(T) + V(S) = 2V (T).

Slutligen har vi i Hjélpsats 2.2.6 visat att V(R) = Area(R) och saledes
maste det gilla att

V(T) = %V(R) - %Area(R) — Area(T),

dér vi i sista steget anviinde att arean av triangeln T &r precis hélften
av arean av rektangeln R.

Lat nu T vara en godtycklig triangel med horn i gitterpunkter. For att
forklara metoden vi kommer anvidnda illustrerar vi tillvigagangssittet
med ett exempel:

I exemplet kan vi rita horisontella och vertikala linjer som nedan,

som stinger in var triangel i en rektangel R med gitterpunkter som
horn och vars sidor ar parallella med x1-axeln respektive x9-axeln. Denna
konstruktion kommer &ven gora att 1" delar in rektangeln i ett antal bitar
som alla har horn i gitterpunkter. I Ovning 2.9 visas att dessa bitar bestar
av ratvinkliga trianglar 17,75, ..., T for nagot k£ € N. Diarmed har vi
att

R=TUTiUTyU...UTy.
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Vidare &r kateterna i T; parallella med zi-axeln respektive ro-axeln for
allai=1,2,..., k. Antalet ratvinkliga trianglar som behovs beror pa P.
I vart exempel har vi tre trianglar 77,75 och T3. I allménhet géller, upp
till att rotera figuren, att alla mdjliga sadan uppdelningar &r av nagon
av de typer som illustreras nedan (dir vi enbart markerat hérnen och
inga Ovriga gitterpunkter).

S R o Ly

T CLioe L

Enligt samma resonemang som i (i) far vi nu att

V(R)=V(T)+V(T1)+V(Tz) + ...+ V(T}),
samtidigt som
Area(R) = Area(T') + Area(T}) + Area(T3) + ... + Area(T},).

Enligt Hjdlpsats 2.2.6 &r Area(R) = V(R) for rektangeln R och enligt (i)
har vi att Area(T;) = V(T;) fori = 1,2, ..., k. Ddrmed drar vi slutsatsen

att
V(T)=V(R)-V(T) -V(T2) = ... = V(Ti) =
= Area(R) — Area(T1) — Area(Ty) — ... — Area(T}) =
= Area(T). O

Hjilpsats 2.2.8. Lat P vara en gitterpolygon. Da gdller att V(P) = Area(P).

Bevis. Tag en godtycklig gitterpolygon P. Vi viljer aterigen att illustrera var
bevismetod med ett exempel:

Genom att vilja ett horn x och dra streck fran det hornet till alla andra horn
av polygonen sa skapas en sa kallad triangulering av P. En triangulering ar ett
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sitt att skriva P som en union av trianglar 77,75, ..., T} sa att varje icke-tom
skdrning mellan varje par av olika trianglar T; och T} antingen &r ett horn
eller en kant i bade T; och Tj.

b

Ty

I vart exempel ser vi till exempel att skidrningen av trianglarna 77 och Tb &r
en kant och att skérningen av trianglarna 77 och T3 ar hérnet x. En anledning
till att vi gjorde detta &r for att vi nu kan skriva arean av P som summan
av areorna av trianglarna, Area(P) = Area(T}) + ... + Area(T}). Tag nu en
punkt p € P. Vi far da nagra olika fall att undersoka.

(i)

Om p ér en inre punkt av P sa finns tva mojligheter. Den ena mojligheten
ar att p dr en inre punkt i precis en triangel T; for nagot i = 1,2,... k.
Da giller att vp(p) = 1 = vr(p). Den andra mojligheten dr att p ligger
paen kant av en triangel T; och da maste p ocksa ligga pa kanten av precis
en annan triangel Tj for nagot j # ¢. Déarmed géller att p &r en randpunkt
som inte dr ett horn i bade T; och T};. Da giller att vr,(p) = vr; (p) = :
sa vi har att

1 1

vp(p) =1= B + B = UTZ-(I)) + UTj(p)'

Om p ér en randpunkt till P som inte &r ett horn sa géller att p ligger
i precis en triangel T; for nagot ¢ = 1,2,...,k. I sa fall giller det att

vp(p) = 3 =vr,(p).

Om p &r ett horn i P sa ser vi fran bilden att p i sa fall &r ett horn
i antingen en, tva, eller alla trianglar. I fallet da p &r ett horn i precis
en triangel T; sa #r vikten vp(p) = vr,(p). Om p &r ett horn i precis
tva trianglar T; och T} sa later vi 6; vara vinkeln fér p i 7; och 6; vara
vinkeln for p i Tj.

Da giller att vinkeln for p i P &r 0; 4 0; sa
. 0; + 9j . 0; 9j
vp(P) = 3555~ = 360° T 3600

= vr,(p) + vr; (P)-
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Det sista fallet dr att p &r ett horn i alla trianglar T4, ..., T}k, det vill
sidga att p = x. P4 samma sétt som ovan far vi da att

vp(p) = vry (P) + .. + vz, (P)-

Vi har nu visat att vp(p) = vr, (p) +...+vp (p) for alla gitterpunkter p € P.
Darmed géller det att

V(P) = V(Tl) + V(Tg) +... .+ V(Ty).

Enligt Hjdlpsats 2.2.7 &r V(T;) = Area(T;) for godtyckliga gittertrianglar T;
sa det foljer att

V(P)=V(T1)+V(Te)+ ...+ V(T}) = Area(T1) + ... + Area(Ty) = Area(P)

och didrmed har vi att V(P) = Area(P). O

Vi ér nu néra ett bevis av Picks sats. Det sista vi behover dr ett sétt att relatera
vikten V(P) av en gitterpolygon P med antalet gitterpunkter i P. Féljande
resultat ger en direkt koppling mellan antalet hérn av en gitterpolygon och
vikten av hornen.

Hjilpsats 2.2.9. Lat P vara en gitterpolygon med n stycken hérn. Da giller

att summan av vikterna av hornen till P dr "T_z

Bewis. Se Ovning 2.3. O

Sats 2.2.10 (Picks sats). Lat P vara en gitterpolygon med r stycken gitter-
punkter ldngs randen och i stycken gitterpunkter i dess inre. Da gdller att

Area(P) =i+ g -1

Bevis. Lat R vara méngden av gitterpunkter pa randen till P, lat [ vara
méngden av inre gitterpunkter till P och lat n vara antalet horn till P. Vi
borjar med att berdkna vikten V(P).

Genom att inféra H att vara méngden av hérnpunkter till P har vi att R\ H ar
méngden av gitterpunkter pa randen till P som inte &r hornpunkter. Eftersom
varje gitterpunkt till P maste ligga i precis en av de tre méngderna I, R\ H
och H foljer att

V(P)= Z vp(x) = va(x) + Z vp(x) + Z vp(X).

xePNz? xel x€R\H xcH

Vidare har vi att varje inre gitterpunkt i P har vikt 1 och det finns precis
i stycken sadana, sa ) ;vp(x) = 1-i = i. Varje gitterpunkt x pa randen
som inte dr ett horn har vikt vp(x) = % och det finns precis r — n stycken
sadana randpunkter, dir r ar det totala antalet gitterpunkter pa randen av
P. Dérmed &r ) cp g vp(X) = 1(r —n). Enligt Hjslpsats 2.2.9 ir summan
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av vikterna av hornpunkterna lika med "T_Z, sa Y epvp(x) = "T_Z Detta ger
att

V(P — o1 n—-2 . r 1
( )—va(x)—l-va(x)—l—va(x)—z+§(r—n)—|— =i+=-—1

2 2
xel xER\H xeH

Enligt Hjalpsats 2.2.8 har vi slutligen att Area(P) = V(P) sa det foljer att

Area(P) =i+ g -1 O

Ovningar

Ovning 2.1 (%). Beriikna arean av polygonen i Exempel 2.2.1 genom att dela
in den i rektanglar och rétvinkliga trianglar och summera areorna. Berdkna
arean av polygonen i Exempel 2.2.2 pa samma sétt.

Ovning 2.2 (x%). Beriikna vikterna av punkterna (3,0), (0,2) och (5,2) i
foljande polygon tagen fran Exempel 2.2.5.

(0,2) (3,2)

(0,0) 7(3,0)

Ovning 2.3 (#%). Visa att summan av vikterna av hérnen i en polygon P
med n stycken horn &r 252, (Ledning: Anvénd Sats 1.4.1)

Ovning 2.4 (x). Anviind Picks sats for att berdikna areorna av féljande po-
lygoner.

A A
3 4
2 >
// 2
1 1
/
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6

Ovning 2.5 (xx). Anviind Picks sats for att berikna arean av foljande poly-
gon. (Ledning: Alla hérnpunkter #r en multipel av v/2.)

(0,3v2)
(3v2,2v2)

(0,0) (2v/2,0)
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Ovning 2.6 (#%). Visa med ett exempel att Picks sats inte giller fér polygoner
som inte &r gitterpolygoner.

Ovning 2.7 (x%*). Visa att Picks sats giller for icke-konvexa manghérningar
P som ges av unionen av tva allménna konvexa gitterpolygoner P; och P, som
sitts samman i en kant L som i exempelfiguren nedan.

(Ledning: Lat k vara antalet gitterpunkter pa L som inte #r punkter pa randen
av P. Hur manga inre gitterpunkter har P i termer av k och antalet inre
gitterpunkter till P; och P,? Vad #r antalet gitterpunkter pa randen till P i
termer av k och antalet gitterpunkter pa randen av P; och P57)

Ovning 2.8 (x%). En gitterpolygon P har area 5 och har 3 gitterpunkter i
sitt inre. Hur manga gitterpunkter ligger pa randen av P? Ge tva olika forslag
pa vilken polygon P skulle kunna vara.

Ovning 2.9 (%% x). Visa att man till varje gittertriangel P kan lagga till ett
antal ratvinkliga gittertrianglar Ty, ...,Tp sa att R=PUTU---UT} 4r en
rektangel med horn i gitterpunkter.

I — A oL

S s e B PR v Ly
L Iy L Ly
(Ledning: Lat 7" vara den minsta z1-koordinaten av triangelns hérn. Defi-
niera pa samma sitt z3'", £ och 7. Skapa de vertikala linjerna L; och
Lo som gar igenom :13717“" respektive z7"**. Skapa ocksa de horisontella linjerna
L3 och Ly som gér igenom x5"" respektive x7%*. Lat R vara rektangeln som
stangs in av L1, Lo, L3 och L4. Hur manga av hornen i R kan som minst vara
horn i P? Dela in beviset i fall beroende pa hur manga av hérnen i P som &r
horn i R. Dra slutsatsen att upp till rotation av polygonen sa ges alla mdojliga
typer av uppdelningar av de fem fallen ovan.)
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3 Polytoper

Efter att ha studerat polygoner, som &r tvadimensionella manghorningar, vill
vi nu underséka manghérningar i hogre dimensioner. For att enklare kunna
beskriva dessa sa borjar vi detta kapitel med att forklara polygoner pa ett
annat sitt dn vad vi gjort tidigare.

Dérefter anvénder vi detta sprak for att definiera tredimensionella mang-
horningar, sa kallade polyedrar. Precis som med ordet polygon sa kommer
ordet polyeder fran grekiskan och &r en sammanséittning av ordet poly och
ordet hedra som betyder basyta. Detta kan forklaras av att en polyeder &r in-
nesluten av ett antal ytor i former av polygoner pa samma sétt som en polygon
ar innesluten av ett antal linjer.

Sedan definierar vi polytoper, vilket &r manghorningar i allménna dimensioner.
Ordet polytop uppkom sent pa 1800-talet i Tyskland som ett samlingsnamn
for manghorningar av godtycklig dimension.

3.1 En algebraisk struktur pa R?

Definition 3.1.1. Lat x = (21, 22) och y = (y1,%2) vara tva punkter i R? och
lat X € R vara ett tal. Da definierar vi

(i) x+y = (1 +y1,22 + ¥2),
(il) Ax = (A\z1, Azg),
(iii) x —y =x+ (—1)y.

I Kapitel 1 och 2 studerade vi R? geometriskt, det vill siiga genom att betrakta
figurer. Definitionen ovan &r istéllet algebraisk men har oavsett en underlig-
gande geometrisk idé. Summan x 4+ y av tva punkter x och y kan ndmligen
visualiseras péa foljande sitt. Vi borjar med att rita pilar fran origo till punk-
terna x och y. Sedan parallellférflyttar vi en av pilarna och lagger den sa att
den startar diar den andra pilen slutar. Summan x +y ges da av punkten som
ligger dér den pil som vi flyttade slutar. Vilken av pilarna vi véljer att flytta
har ingen betydelse som kan ses i féljande bild.

P& ett liknande sitt kan vi visualisera hur Ax ser ut geometriskt genom att
forlanga pilen fran 0 till x med faktorn A:
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Eftersom vi har att x —y = x + (—1)y sa kan vi ocksa ge en geometrisk
tolkning av differensen x —y. Vi gor detta i flera steg.

X X
/,/I X + (_X)/‘/ "’/,/I
/’.y r .y
‘ To r 70
-~ —“
-y -y

Figur 3.1: Punkterna x, y och —y

Figur 3.2: Punkten x—y = x+(—y)

Vi noterar att linjesegmentet mellan origo och punkten x—y har samma ldngd
och &r parallell med linjesegmentet mellan y och x.

x
.\\

-y
Figur 3.3: Linjen fran 0 till x — y ér parallell med linjen fran y till x

Anmiirkning 3.1.2. Att som i exemplen ovan betrakta en punkt x € R?
som en pil fran origo till x som man kan flytta runt &r ndgot man gar igenom
i teorin om vektorer. Vi vill dock oftast betrakta vara punkter som riktiga
punkter och inte pilar sa denna teori tas inte upp hér.

Exempel 3.1.3. Vi beréknar 3x — 2y didr x = (2,1) och y = (0,1). Enligt
Definition 3.1.1 géller att

3x = 3(2,1) = (3-2,3-1) = (6,3) och 2y = (0,2).

Darmed fas att

3x — 2y = 3(2,1) —2(0,1) = (6,3) — (0,2) = (6 — 0,3 —2) = (6,1). A
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3.2 Konvexa holjen

Med den algebraiska strukturen vi nu gett R? kan vi konstruera konvexa holjen
av ett antal punkter. Detta kommer leda till ett nytt sétt att beskriva poly-
goner.

Definition 3.2.1. Lat xi,...,x, vara ett dndligt antal punkter i R2. Det
konveza héljet av x1,...,X, ar miangden

K(Xl,...,Xn):{)\1X1+...—|—)\nxn|)\1,...,)\n20, >\1++/\n:1}

som bestar av punkter p € R? som kan skrivas pa formen p = \ix1+. . .4+ X,
for nagra Aq,..., A, som uppfyller villkoren ovan.

Definitionen ovan kan se nagot kranglig ut, men det geometriska objektet som
den beskriver dr forhallandevis enkelt. Det konvexa holjet av ett antal punkter
dr ndmligen den minsta konvexa méngden som innehéller de givna punkterna
och &r oftast en polygon. Vi kommer rigordst formulera vad vi menar med
detta i Sats 3.2.4. Lat oss dock inleda med ett exempel.

Exempel 3.2.2. Det konvexa holjet av tva punkter x,y € R? ges av méingden
K(x,y) = {)\1X—|—/\2y | A, A2 > 0och A+ Xy = 1}. Vihardaatt do =1—)\;
sa en punkt i det konvexa holjet kan skrivas pa formen

)\1X+)\2y: )\1x+(1—)\1)y:y+)\1(x—y)

for nagot 0 < Ay < 1. Eftersom vi noterade att linjesegmentet fran 0 till x —y
har samma riktning och lingd som linjesegmentet fran y till x s& ligger en
punkt pa formen y + A\ (x — y) pa linjen mellan x och y, som framgar fran
figuren nedan.

y
Iy Thx—y)

e

Eftersom A; kan anta alla virden mellan 0 och 1 sa &r K(x,y) méingden av
alla punkter som ligger pa linjesegmentet mellan x och y.

.,

Alltsa, det konvexa holjet av tva punkter x och y &r lika med linjesegmentet
mellan de tva punkterna. A
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Sats 3.2.3. Ldt x1,X2,X3 € R? vara tre punkter som inte ligger pd en linje.
Da dr det konveza hiljet K = K(x1,%2,X3) en triangel med X1,Xs och X3 som
horn.

Bevis. Varje punkt p i K ar per definition pa formen

P = AMiX1 + AoXo + A3X3
dir A1, Ao, A3 > 0 och A1 + Ao + A3 = 1. Efter omskrivningen A1 + Ay =1 — A3
skiljer vi pa tva fall.

Det forsta fallet &r att A3 = 1. Da dr Ay = Ay = O eftersom A\ +Xg =1—-XA3 =0
och A1, Ao > 0. Detta betyder i sin tur att p = 0x7 + 0x2 + x3 = x3.

Det andra fallet &r att A3 # 1, och vi gor da foljande réknetrick:

A1 Ao B
1= >\3X1 + 11— )\3X2> = (1 )\3)y,

A1X1 + Aoxg = (1 —A3) <

dér vi infort y = 13—1)\3X1 + 13—3\33‘2’ Notera hér att det dr viktigt att krava
att A3 # 1 for annars sa skulle vi dividera med 0! Den stora férdelen med den
hér omskrivningen ses enklast genom att inféra p; = 12&3 och po = 123\3.

Eftersom p1, o > 0 och

A A9 _)\1+)\2_1—)\3

1
= = =1
1—)\3+1—)\3 1—2A3 1—2A3

p1t pe =
sa ser vi att y ligger i det konvexa holjet av x1 och xo,
y € K(x1,%2) = {p1x1 + p2Xa | p1, 12 > 0 och iy + pg = 1}.

Det konvexa holjet K(x1,x2) &r som vi noterade i Exempel 3.2.2 lika med lin-
jesegmentet mellan x; och xo. Eftersom var ursprungliga punkt p kan skrivas

P = Mix1 + AoxXo + Asxg = (1 — )\3)}’ + A3x3

har vi pa samma sétt att p tillhér det konvexa holjet K(y,x3), vilket &r
linjesegmentet mellan y och x3.

X2

X1

X3

Da A3 #£ 1 innebir detta att vi for varje y kan, genom att variera Ag i intervallet
0 < A3 < 1, fa p att vara alla punkter pa linjesegmentet K(y,x3) utom just
punkten x3. Vi vet dock redan att p = x3 i fallet \3 = 1. Notera att det &ar
mojligt att variera A3 eftersom vi for varje virde av A3 kan hitta nya A\ och Ay
mellan 0 och 1 sé att kvoterna p = § :\1)\3 och pg = 1 22& halls konstanta, vilket
betyder att punkten y inte foréndras. Darmed far vi att hela linjesegmentet
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mellan y och x3 ligger i K. Slutligen konstaterar vi att genom att variera
A1 och Ao mellan 0 och 1 sa kan vi fa alla punkter pa linjesegmentet mellan
X1 och xo som y. Alltsa kommer alla linjesegment fran xs till alla punkter y
pa linjesegmentet mellan x; och xo ligga i K. Déarfor drar vi slutsatsen att
K = K(x1,X2,x3) ar triangeln

X2

X1

med horn i punkterna x1, X2 och x3. U

Man kan med en liknande metod visa att det konvexa holjet av fyra punkter
som inte ligger pa en linje ges av en polygon med som mest fyra horn. Pa
samma sétt kan man visa att det konvexa holjet av fem punkter som inte
ligger pa en linje dr en polygon med som mest fem hoérn. Man kan till och med

visa foljande sats, vars bevis kriaver en del berdkningar och dérfér har limnats
till Appendix A.1.

Sats 3.2.4. Ldt n > 3 och lit xq,...,%, € R? vara n stycken punkter som
inte alla ligger pa en linje. Da dr K(xq,...,X,) en polygon med som mest n
stycken horn.

Bewvis. Se Sats A.1.2 O

Exempel 3.2.5. Betrakta foljande tre exempel pa konvexa holjen.

P2 P4 a 4
ro
q2 ¢ a5
P1 p3 qai ry 's
i qs3 '1’6
K(p1,p2,P3,P4) K(qi,q2,93,94,95) K(ry,ro,r3,rs,15,16)

Notera att den hogra figuren har en punkt rs som ligger inuti det konvexa
holjet. Det betyder att r3 ej behovs for att konstruera detta konvexa holje, utan
vi har att K(ry,ro,rg,r5,16) = K(ri,ro,r3,1r4,15,16). Se &ven Ovning 3.3. A

Anmirkning 3.2.6. Det foljer fran Sats 3.2.4 att varje polygon P &r lika med
det konvexa hoéljet av sina horn. Det vill sdga att om P har hérnen x1,...,%,
sa dr P = K(x1,...,%y,). Fran Sats 3.2.4 ser vi alltsa att vi skulle kunnat
definiera en polygon som det konvexa holjet av ett dndligt antal punkter som
inte ligger pa en linje. Vi valde att anvidnda oss av Definition 2.1.1 eftersom
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den pa manga sitt dr enklare att forsta. I resten av kompendiet kommer vi
dock inte gora skillnad pa en polygon enligt Definition 2.1.1 och en polygon
som det konvexa holjet av sina horn.

3.3 Euklidiska rummet och polyedrar

An sa linge har vi studerat tvadimensionella objekt, sa som polygoner och and-
ra delméngder i talplanet. Vi gar nu 6ver till att studera tredimensionella ob-
jekt. Foljande definitioner dr direkta motsvarigheter till det tvadimensionella
fallet.

Definition 3.3.1. Det euklidiska rummet d&r mangden
R3 = {(x1, 22, x3) | 1, T2, 23 € R}.
Givet x = (21, 72,23),y = (y1,%2,y3) € R3 och A € R definierar vi
(i) x+y = (z1+y1,22 +y2,23 + y3),
(il)) Ax = (A\x1, Axg, Axs),
(i) x —y =x+ (-1)y.

Vidare later vi Z3 = {(z1, 22, 23) € R? | 21,29, 23 € Z} beteckna gittret i R3.
Vi infor notationen 0 = (0,0,0) och kallar denna punkt for origo.

Exempel 3.3.2. Foljande dr exempel pa delmingder i R3.

=i

Figur 3.4: En boll. Figur 3.5: En kub.

Med en boll menar vi hir méngden av alla punkter som har som mest avstand
r fran nagon given punkt p € R?, dir vi kallar » > 0 for bollens radie och p
fér bollens mittpunkt. En kub &r det forsta exemplet vi ser pa en tredimen-
sionell manghdrning vilket dr nagot vi kommer spendera en stor del av detta
kompendium att studera. A

Definition 3.3.3. Lat M vara en delmingd av R>.

(i) En punkt x € M kallas fér en inre punkt om det existerar en boll B
med x som mittpunkt som ligger helt inuti M, det vill sdga att B C M.
Maéngden av alla inre punkter kallas for det inre av M.

(i) En punkt x € R? kallas for en randpunkt till M om varje boll B med x
som mittpunkt har egenskapen att B innehaller bade punkter som ligger
i M och punkter som ligger utanfér M, det vill sdga att BN M # &
och BN (R3\ M) # @. Mingden av alla randpunkter till M kallas for
randen av M.
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Definition 3.3.4. Lat xi,...,x, vara ett antal punkter i R3. D& definierar
vi det konvexa holjet av dessa punkter som méingden

K(Xl,...,Xn):{)\1X1+...+)\nxn‘)\1,...,)\n20, )\1+...+)\n:1}.

I analogi med Sats 3.2.4 gor vi foljande definition.

Definition 3.3.5. En polyeder &ar ett konvext holje av ett dndligt antal punk-
ter xi,...,%, € R3 med ett icke-tomt inre. Vi definerar hérnen av P som
den minsta uppséttning punkter yi,...,y sa att P = K(y1,...,yx). Om alla
hérn i P ar gitterpunkter sa kallas P for en gitterpolyeder.

Anmirkning 3.3.6. Den minsta uppséttningen av punkter som bygger upp
en polyeder dr unik. Det vill siga att om P = K(y1,...,yx) ir en polyeder dér
k #r minimal och om det finns k& punkter x1,...,x; med P = K(x1,...,Xx)
sa giller att {x1,...,xx} = {y1,...,¥x}. Beviset for detta utelimnas och vi
ber om ldsarens Overseende.

Exempel 3.3.7. Foljande figur dr en polyeder.

Notera att den dr innesluten av flera polygoner som skir varandra i kanter
och horn. A

Definition 3.3.8. Lat P vara en polyeder. Randen av P bestar av ett antal
polygoner som vi kallar for fasetter av P. Varje kant av nagon fasett av P
kallas ocksa for en kant av P. Vidare sammanfaller hornen av P med hérnen
av fasetterna. Vi definierar sida som samlingsnamnet fér tomma méngden,
horn, kanter och fasetter av en polyeder.

Exempel 3.3.9. Foljande figur forestiller polyedern fran Exempel 3.3.7, fast
med en fasett F', en kant L och ett hérn v utmarkerat.
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Anmirkning 3.3.10. Anledningen till att vi later tomma méngden vara en
sida dr att vi vill kunna séga att tva sidor av en polyeder skir varandra i en
sida. I Exempel 3.3.9 ar skdrningen mellan till exempel sidorna F' och L lika
med den tomma méngden.

Exempel 3.3.11. En polyeder T' = K(vy,va,vs,v4) som #r det konvexa
holjet av av precis fyra punkter i R? kallas for en tetraeder.

Notera att varje fasett av tetraeder &r en triangel. A

Exempel 3.3.12. En regelbunden polyeder ér en polyeder vars fasetter dr lik-
formiga regelbundna polygoner. Det visar sig att, upp till val av skala, finns det
bara fem regelbundna polyedrar och dessa kallas for de platonska kropparna.
Vi illustrerar de fem platonska kropparna nedan.

En regelbunden tetraeder. En kub (regelbunden hexaeder).

&

En regelbunden oktaeder. En regelbunden ikosaeder.

P

En regelbunden dodekaeder.
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I Kapitel 2 sa bevisade vi Picks sats som sa att arean av en gitterpolygon kan
beriknas genom att rikna antalet gitterpunkter i polygonen. Da det motsva-
rande tredimensionella konceptet for en area dr volym sa ar en naturlig fraga
man kan stélla sig om det finns en liknande formel f6r att bestdmma volymen
av en gitterpolyeder genom att rdkna antalet gitterpunkter i polyedern. Det
finns dessvirre inte, som foljande exempel illustrerar.

Exempel 3.3.13. Betrakta foljande par av gitterpolyedrar i R3.

(1,1,2)

(0,0,0), 0,1,00  (0,0,0)

(1,0,0) (1,070)

Det &r tydligt att volymen av den hogra ar stérre dn volymen av den vénstra.
Picks sats sa att arean av en polygon gavs av formeln i + § — 1 dér i &r
antalet inre gitterpunkter och r &r antalet gitterpunkter pa randen. Vi ser
hér att det inte kan finnas nagon motsvarande formel for polyedrar och deras
volymer eftersom polyedrarna ovan bada har sina fyra hoérn som sina enda
gitterpunkter men har olika volym. A

Detta &r dock inte slutet pa historien, som vi kommer se i Kapitel 4.

3.4 Hogredimensionella rum och polytoper

Om man jamfor definitionerna for planet och rummet sa ser man att den enda
skillnaden &r att man har en extra koordinat i tre dimensioner. P4 samma
satt dr enda skillnaden mellan definitionen fér en polygon och en polyeder att
punkterna som man tar det konvexa holjet av har en extra koordinat. Rent
matematiskt ser vi att objekt med hogre dimension &n tre inte &r sérskilt
konstigt.

Definition 3.4.1. Lat d vara ett positivt heltal. Det euklidiska d-rummet &r
mangden
R? = {(z1,22,...,2q) | ®1,22,...,24 € R}

och gitter ges av

Zd: {(xl,a:g,...,xd) GRd ‘ L1,22,...,T4g EZ}.
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Vi kallar d for dimensionen av RZ. Slutligen skriver vi 0 = (0,0,...,0) med d
stycken 0:or och kallar denna punkt for origo.

Definition 3.4.2. En polytop &r samlingsnamnet for konvexa holjen av éndligt
manga punkter i R? for d = 1,2,.... En gitterpolytop #r ett konvext holje av
andligt manga gitterpunkter i R%.

Exempel 3.4.3. Definitionen av en polytop fangar upp flera geometriska
figurer som vi redan har stott pa:

(i) Ett linjesegment &r det konvexa holjet av sina d&ndpunkter och &r dérfor
en endimensionell polytop.

(ii) En polygon &r det konvexa holjet av en méngd punkter som ligger i ett
plan men inte lings en linje och &r darfor en tvadimensionell polytop.

(iii) En polyeder dr det konvexa héljet av méingd punkter som inte ligger i
ett plan i R? och #r dirfor en tredimensionell polytop. A

Att rita bilder av geometriska objekt som har en dimension som &r storre
dn tre ar i princip omojligt eftersom vi lever i ett tredimensionellt rum. Det
finns dock tekniker som kan hjélpa en med hur man kan ténka pa till exempel
fyrdimensionella figurer. For att forsoka forestélla oss motsvarigheten till en
kub i fyra dimensioner borjar vi med ett linjesegment med sidlangd 1.

Om vi fran varje punkt av linjesegmentet drar ett nytt linjesegment med sam-
ma lingd som &r vinkelrdtt mot linjesegmentet vi startade med sa far vi en
kvadrat med sidlangd 1.

I varje punkt i kvadraten med sidléngd 1 lagger vi nu till ett linjesegment med
samma ldngd som #r vinkelritt mot kvadraten. Vi erhaller da en kub med
sidlangd 1.
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Vi ténker oss nu att vi i varje punkt av kuben kan ldgga till ett linjesegment
som &r vinkelrédtt mot kuben och har lingd 1. Detta ér inte mgjligt i dimension
tre utan maste goras i R*. Den fyrdimensionella kropp som da uppstar #r den
fyrdimensionella kuben, som ibland ocksa kallas for tessarekten. Om vi struntar
i kravet att de linjesegmenten vi ligger till ska vara vinkelrdta mot kuben sa
far vi foljande bild.

Anmirkning 3.4.4. Ett faktum man kan visa med lite mer matematisk bak-
grund &r att precis som randen av en polyeder bestar av polygoner sa kommer
randen av en polytop av dimension d att utgoras av polytoper av dimen-
sion d — 1. Déarfér kan man definiera en regelbunden polytop av dimension d
som en polytop vars rand bestar av likformiga och regelbundna polytoper av
dimension d — 1. En sadan definition generaliserar direkt hur vi definierade
regelbundna polygoner och polyedrar. Det ar latt att 6vertyga sig om att det
finns oéndligt manga regelbundna polygoner och i Exempel 3.3.12 hiavdade
vi att det bara finns fem stycken regelbundna polyedrar upp till skala. Under
1800-talet lyckades matematiker kartligga hur manga regelbundna polytoper
det finns upp till skala av godtycklig dimension d. I alla dimensioner storre
dn fyra finns precis tre stycken regelbundna polytoper och dessa motsvarar
generaliseringar av tetraedern, kuben respektive oktaedern. I dimension fyra
finns det utover den fyrdimensionella motsvarigheten till en tetraeder, kub och
oktaeder ytterligare tre stycken regelbundna fyrdimensionella polytoper som
kallas for 24-cellen, 120-cellen och 600-cellen. De nagot fantasilésa namnen for
dessa fyrdimensionella polytoper refererar till hur manga polyedrar som utgor
deras rand. Randen av 24-cellen utgérs av 24 stycken oktaedrar, randen av
120-cellen utgors av 120 stycken dodekaedrar och randen av 600-cellen utgors
av 600 stycken tetraedrar.

Ovningar

Ovning 3.1 (%). Los foljande.
(i) Berdkna (4,2) +2(1,1) och rita ut lésningen geometriskt.
(ii) Berékna (1,1,1) — 3(2,0,1) +4(0,0,1).

Ovning 3.2 (). Vad #r det konvexa héljet av en punkt?
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Ovning 3.3 (). Visa att om x € K(x1,...,X,) si ir
K(x1,...,%x,) = K(x1,...,X,,X).

Ovning 3.4 (%% %). Foljande uppgifter har alla att gora med konvexa holjen
och linjesegment.

(i) Visa att det konvexa holjet av tre punkter som ligger pa en linje &r lika
med det konvexa holjet av de tva yttersta punkterna.

(ii) Visa att det konvexa holjet av k stycken punkter som ligger pa en linje
ar lika med det konvexa holjet av de tva yttersta.

(iii) Visa att om ingen av k stycken punkter x1, X2, ..., Xy ligger i det konvexa
holjet av de 6vriga k — 1 punkterna sa ligger ingen trippel av punkter
pa en linje.

Ovning 3.5 (xx x). Lat P vara en polyeder. Dualen till P &r det konvexa
holjet av mittpunkterna av fasetterna i P. Vad &r dualen till kuben?

Ovning 3.6 (x). Lat x = (x1,22,...,24), ¥ = (Y1, Y2, ..., 9y4) € R? och X € R.
Vi definierar foljande algebraiska struktur pa R%:

(1) X+y= (:El +y1,$2+y27---,$d+yd),
(i) Ax = (Az1, Aza,. .., Axg).
Berikna summorna (1,0,0,1) + (0,1,1,0) och (1,2,3,4) + 3(1,1,0,1).

Ovning 3.7 (x**). Motsvarigheten till en tetraeder i fyra dimensioner kallas
for ett 4-simplex. Ett exempel pa ett 4-simplex &r polytopen

P=K ((0,0, 0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1))
Visa att P har precis fem gitterpunkter.

Ovning 3.8 (¥%). Foljande 6vning handlar om sidor hos polyedrar.

(i) Konstruera en polyeder vars fasetter utgors av tre trapetser (fyrhorn-
ingar) och tva trianglar.

(ii) En sida av en polyeder P #r en pentagon (femhérning). Hur manga
fasetter kan P som minst ha?
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4 Genererande funktioner

Eftersom definitionerna av R? och R3 &r sa lika kan man, varje gang man
stoter pa en sats som giller i R?, fraga sig om satsen har nagon motsvarighet
i R3. Ett exempel pa en sats som giller i planet men som inte har nagon
motsvarighet i rummet &r, som vi sag i forra kapitlet, Picks sats. Nar man
hamnar i en sddan situation maste man ofta hitta ett nytt angreppssétt for
att forsta vilka fenomen som generaliserar till hogre dimensioner.

Vi borjar hiar med att definiera Ehrhartfunktionen for en polytop. For att
kunna arbeta med denna funktion gar vi sedan igenom genererande funktioner
som ar ett anvindbart verktyg for att hantera foljder av tal.

4.1 Ehrhartfunktionen

Vi sag i Exempel 3.3.13 att det inte finns nagon motsvarighet till Picks sats
for polyedrar. Det vill sdga att det inte kan finnas en formel fér volymen av en
gitterpolyeder P som enbart beror pa antalet gitterpunkter i P. Trots vetska-
pen om detta slutade inte matematiker att intressera sig for gitterpolyedrar.
Sa sent som pa 1960-talet sa studerade Eugene Ehrhart en funktion som gav
en ny koppling mellan antalet gitterpunkter och volymen. Denna funktion kal-
las for Ehrhartfunktionen och for att kunna definiera den sa behover vi forst
introducera ett nytt geometriskt koncept, uppfoérstoringen av en polytop.

Definition 4.1.1. Lat P = K(xy,...,Xy) vara en polytop. For varje naturligt
tal n € N definierar vi uppforstoringen av P med faktorn n att vara polytopen
nP = K(nxy,...,nxg).

Exempel 4.1.2. Nedan ir ett exempel pa en polygon P som blivit uppfor-

storad.
P 2P 3P 4P

Ett exempel pa en polyeder T som blivit uppforstorad ar foljande:
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Definition 4.1.3. Lat P vara en gitterpolytop. Vi definierar Ehrhartfunktio-
nen Lp(n) av P genom att for varje n € N lata Lp(n) vara antalet gitter-
punkter i nP.

Exempel 4.1.4. Lat P vara kvadraten med horn i (0,0), (1,0), (0,1) och
(1,1). Om vi ritar P och uppforstoringen 2P far vi foljande.

0,2) - (2,2)
0.1 (1,1) . . !
(0,0) * (1,00 (0,0)® * ®(2,0)
P 2P

Vi ser att P innehaller fyra stycken gitterpunkter vilket innebér att Lp(1) = 4.
Eftersom 2P innehaller nio stycken gitterpunkter sa dr Lp(2) = 9. A

Vi vill nu relatera Ehrhartfunktionen av en gitterpolygon till Picks sats fran
Kapitel 2. For att gora detta behdver vi forst forsta hur arean av en polygon
forandras nér den uppforstoras med en faktor n.

Hjilpsats 4.1.5. Lat P vara en gitterpolygon, lat n vara ett positivt heltal
och lat r,, vara antalet gitterpunkter pa randen till nP. Da gdller att

(i) Area(nP) = n? Area(P) och

(i) rp=n-r.

Bevis. Se Ovning 4.2. O

Sats 4.1.6. Lat P vara en gitterpolygon med Ehrhartfunktion Lp(n) och med
r stycken gitterpunkter pa sin rand. Om az = Area(P), a1 = 5 och ap = 1 sd
dr Lp(n) = agn® + ayn + ag, vilket dr ett andragradspolynom i n.

Bevis. Lat i, vara antalet inre gitterpunkter i nP och lat r, vara antalet
gitterpunkter pa randen till nP. Speciellt d&r da r; = r. Det totala antalet
gitterpunkter i nP &r da Lp(n) = i, +r,. Genom att gora de tva riaknetricken
att skriva r, = 2 + % och att addera med 0 =1 — 1, far vi att

; . T r i r r
Lp(n)22n+7“nzzn+?"+?"+(l—1):<zn+?"—1)+?"+1.

Fran Picks sats, Sats 2.2.10, har vi att Area(nP) =i, + & — 1 vilket ger att

Lp(n):<in+%—1>—l—%—l—l:Area(nP)—l—%L—l—l.
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Slutligen séiger Hjilpsats 4.1.5 att Area(nP) = n? Area(P) och 1, = nr; = nr
sa

Lp(n) = Area(nP) + %n +1 =n?Area(P) + % + 1.

Dirmed dr Lp(n) = agn?+ain+ag, dir ag = Area(P), a; = gochay=1. 0O

Vi sag i Exempel 3.3.13 att Picks sats inte gick att generalisera till gitterpoly-
edrar. Vad som ddremot &r sant &dr att Ehrhartfunktionen for en gitterpolyeder
alltid #r ett tredjegradspolynom och att koefficienten framfér n? i detta poly-
nom #r lika med volymen av polyedern. Bada dessa resultat kommer vi bevisa
i Kapitel 7. Hér inleder vi med att studera funktionen Lp(n) for en av de
enklaste gitterpolyedrarna.

Exempel 4.1.7. Enhetskuben K i R? &r kuben vars horn utgors av alla gitter-
punkter (1,72, 23) € R3 sd att x1, 22,23 € {0,1}. Notera att enhetskuben har
sidlangd 1.

T3
(0,0, 1)
| (0,1,0)
Gy SR
(17070) /’// T2
Tl

Vi ser att det finns atta stycken gitterpunkter i K, sa Li(1) = 8. Om vi
istéllet betraktar forstoringen 2K (och markerar mittenlagret for tydlighetens
skull)

T3
(0,0,2)
D
[ ]
° ° Y
@ [ ] [ ]
® ® ®
(0,2,0)
e O b—»xQ
200 |~
1
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ser vi att den innehaller 27 stycken gitterpunkter, sa Lx(2) = 27. I allménhet
géller att nK &r en kub med sidlingd n, sa antalet gitterpunkter i nK ar lika
med Li(n) = (n + 1) eftersom varje kant innehéller precis n + 1 stycken
gitterpunkter. Har ser vi alltsa att

Lr(n)=n+1P2=n>+3n2+3n+1

vilket #r ett tredjegradspolynom i n och att koefficienten framfor n3, det vill
séga 1, dr volymen av K. A

For en allmén polyeder kommer vi fa en f6ljd av tal Lp(0), Lp(1), Lp(2),...
och vi vill studera denna f6ljd. Ett anvindbart redskap for att studera tal-
foljder dr genererande funktioner och det &r detta &mne som nésta avsnitt
handlar om.

4.2 Genererande funktioner

Vi kommer nu betrakta odndliga foljder av tal, (ag,a1,az,...) dir a, ar ett
reellt tal for varjen =0,1,2,....

Definition 4.2.1. Lat a = (ag, a1, as,...) vara en talféljd. Den genererande
funktionen for talféljden a &r den formella summan

00
ao—l—a1t+a2t2—|—... = Zantn
n=0

i variabeln t. Hiar anvinder vi oéndlighetssymbolen oo for att understryka att
den formella summan bestar av odndligt manga termer.

Anmirkning 4.2.2. Néir vi definierar genererande funktioner som formella
summor sa anvéander vi ordet formell for att understyrka att det inte ar fragan
om nagon vanlig funktion. Eftersom genererande funktioner &r formella sum-
mor av uttryck pa formen a,t", sa ar det naturlig att jimfora genererande
funktioner med polynom som &r dndliga summor av sadana uttryck. Om vi
i ett polynom f(t) sdtter variabeln ¢ lika med till exempel talet 2 sa kan vi
beridkna f(2), det vill siga polynomets virde i punkten ¢ = 2. Om vi a andra
sidan forsoker sitta ¢ = 2 i en genererande funktion stoter vi direkt pa pro-
blem eftersom vi da far en oadndlig summa och sadana kan vi i allménhet inte
berikna! Darfor tdnker vi pa genererande funktioner enbart som en kompakt
notation for talféljden a = (ag, a1, a9, ...) och inte som en funktion.

Exempel 4.2.3. Betrakta talfoljden (1,1,1,...) med odndligt manga upp-
repande 1:or. Den tillhérande genererande funktionen &r » 7 (. Pa samma
sétt har talfoljden (2,2,2,...) med odndligt manga 2:or den genererande funk-
tionen Y~ 2t". A

Exempel 4.2.4. Ett polynom p(t) = ag + a1t + ... + a,t" &r en genere-
rande funktion till talféljden (ag,ai,...,an,0,0,...) med enbart nollor efter
an-termen. Dérfor kan vi tinka pa till exempel polynomet p(t) = 5 + 2t + ¢
som en genererande funktion for talféljden (5,2,0,1,0,0,0,...). A
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Definition 4.2.5. Lat a = (ag,a1,...) och b = (bg, by, ...) vara tva talfoljder
och 1at F(t) = Y 7 jant™ och G(t) = Y 07 b,t™ vara deras genererande
funktioner. Da definierar vi

(i) att F(t) och G(t) ar lika om a,, = by, for alla n € N,

(ii) summan av F(t) och G(t) som

Ft)+Gt) = ant" + > bpt" =3 (an + bn)t",
n=0 n=0 n=0

(iii) produkten av F(t) och G(t) som

F(t)-G(t) = (f: ant") : (i bnt") =
n=0 n=0

= Z(anbo + ap_1by + ...+ agbn)t",

n=0

(iv) skalningen av F(t) med talet k € R som

k-F(t)=k- <i ant"> = i ka,t".
n=0 n=0

Anmirkning 4.2.6. Hir kan det vara pa sin plats att forklara varfor de-
finitionerna ovan ser ut som de gor. En anledning &r att de &r tdnkta att
generalisera hur vi réknar med polynom. Om till exempel

f(t) = ap +art +agt® och g(t) = by + byt + byt
dr tva polynom, sa kan vi kontrollera att

F(#)+g(t) = (a0 + bo) + (a1 + b))t + (az + b2)t?,
f(t) - g(t) = aobo + (a1bo + agbr )t + (agbo + arby + agha)t?,
k- f(t) = kag + kait + kagt®.

Definitionerna innebér ocksa att andra vanliga rikneregel for polynom &ven
géller for genererande funktioner. Till exempel har vi att

F(t)- (G(t) + H(t)) = F(t) - G(t) + F(t) - H(¢)
for genererande funktioner F'(t), G(t) och H(t), se Ovning 4.11.

Anmirkning 4.2.7. Den genererande funktionen till F'(¢)+G(t) ar talfoljden
(ap + bo,a1 + by,...). Vi noterar ocksa att F(t) - G(t) dr den genererande
funktionen som hor till talfcljden

(aobo, a1bg + agbi, asby + a1by + agbs, . . )

samt att kF'(t) dr den genererande funktionen till talféljden (kag, kaq,...).
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Definition 4.2.8. Lat F(t) och G(t) vara tva genererande funktioner. Om

F(t)- G(t) = 1 séger vi att G(t) ar inversen till F(t) och vice versa. Vi infoér
o . _ 1

ocksa notationen G(t) = VAGR

Anmérkning 4.2.9. Vi tolkar uttrycket G(t) = ﬁ som att G(t) dr den

genererande funktion vi ska multiplicera F'(¢) med for att fa 1. En anledning

till att vi infér denna notation dr for att Definition 4.2.5 gor att vi kan rékna

med inversen ﬁ som om det vore en kvot av polynom.

Exempel 4.2.10. Betrakta talserien (1,1,1,...) av odndligt manga ettor.

Den tillhérande genererande funktionen &r ) >° (" Vi har att

<§:t"> (1—t)= it” —it"“ =1
n=0 n=0 n=0

dér 1 —t &r den genererande funktionen till talféljden (1,—1,0,0,0,...). Dér-

med drar vi slutsatsen att (1 —¢) &r inversen till Y ° (", det vill séiga att

o0
1
th = — . A
D=1
n=0

I Exempel 4.2.10 ovan ser vi att det ar viktigt att genererande funktioner inte
far betraktas som vanliga funktioner som man kan evaluera. Till exempel s&
ar ﬁ inte ens definierad om vi sétter t = 1 da vi i sadana fall dividerar med
0. Vi ser ocksa att om vi forsoker evaluera likheten

> 1
n __
7;’5 1t

it=2far vi att 1712 = —1 i hogerledet, men i vinsterledet far vi den formella
summan y -~ ;2" som enbart bestar av positiva termer. Dérfor kan hoger- och
véansterled omojligt vara lika. Detta &dr ett konkret exempel pa den poing vi
tidigare forsokt understryka, ndmligen att vi namnet till trots inte kan tdnka
pa genererande funktioner som funktioner.

4.3 Fibonaccisekvensen

Det hér avsnittet har inga direkta kopplingar till teorin om polytoper utan &r
tankt att exemplifiera anvdndbarheten hos genererande funktioner. Talféljden
1,1,2,3,5,8,13,21,34, ... &ar definierad av att

ay = 1 a] = 1

ag = ag_1+ ap_o for k > 2.
Denna talfoljd forekommer i olika sammanhang och kallas for Fibonaccisekven-
sen efter matematikern Leonardo Fibonacci som levde runt 1200-talet. En av

de forsta fragor man kan stélla om Fibonaccisekvensen &ar vad det n:te talet i
denna foljd ar. Sjalvklart kan vi berdkna a, genom att rikna ut as,as,...,a,
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men om n ir stort sa kan detta vara vildigt tidskrdvande. Déarfor vore det
fordelaktigt om vi kunde hitta en sluten formel for a,, for alla n, det vill sdga
en formel som inte bestar av de tidigare talen i sekvensen. Ett sitt att hirleda
en sadan formel &r genom genererande funktioner.

Sats 4.3.1. Den genererande funktionen till Fibonaccisekvensen dr

Bewvis. Vi utfor multiplikationen

(1—t —t?) Za t"=(1—t—t)(ap +art +agt’ +...) =

:(a0+a1t+a2t +..) —tlag +art +...) —t*(ag + art +...)
:(ao—l—a1t+a2t2—|—...)—(aot—l—a1t2+...)—(a0t2+a1t3—|—...)
:a0+(a1—ao)t+(a2—a1—ao)t2+...+(ak—ak_1—ak_2)tk+...
=1

Dér vi i sista steget anvént definitionen av Fibonaccisekvensen, néimligen att
ar — ag—1—ag—2 = 0 for k > 2. Alltsd har vi att (1 —¢—¢2)> > gant™ =1, sa

Vi noterar nu att a, ar koefficienten framfor ¢t" i den genererande funktionen.
Darfor vill vi forsoka skriva om ﬁ sa att vi latt kan avlisa vad a,, ar. For
detta dndamal anvinder vi ett trick som kallas for partialbraksuppdelning. 1
Ovning 4.5 visar vi att 1 —t — t2 = (1 — aqt)(1 — agt) dir oy = H’\/_ och
Qg = 1_7\/5 Sjdlva partialbraksuppdelningen gar ut pa att hitta tva konstanter
A och B sa att

1 A B

1—t—¢2 _1—a1t+1—a2t'

Atrgdra delen i Ovning 4.5 &r att visa att A = % och B = _TQSQ Saledes giller
a

1 . 1 (651 (%)
1—t—t2 s5\l—ait 1—agt)’

Fran Ovning 4.3 lanar vi nu det faktum att

1 00 o)
nyn
= h
1-— aqt nEZ:oal ¢ 1-— Oégt Z

=0
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Det foljer att

11 1 1 B
1-t—2 B\ "Mt 1 aut)

1 ( 00 0o
S CONIES S B
\/g n=0 n=0

1
= %(al(l—i—alt—ka%ﬂ—k...)—a2(1+a2t+a§t2+...))
1
:%((0‘1+a%t+ai{’t2+---)—(Oéz—i-a%t—i-a%tz—k...))
:a1—a2+a%—a%t+ai’—a§t2+“':

V5 V5 V5
e an-i—l _ O/L—i—l
- Z <71 7 2 > t".

n=0

Dérmed har vi foljande likhet av formella summor

0 0 1 1
> ant" = _ => e A
— " 1—t—t2 NG

n=0
Det foljer alltsa att det n:te Fibonaccitalet &r lika med
- a?—l—l _ ag+1

an =
V5

for n =0,1,2,.... Till exempel ar

() - ()
()

as =

och

o
V5

vilket ldsaren aven kan kontrollera direkt fran definitionen.

21
> =...= 10946

4.4 Ehrhartserien

Precis som for Fibonaccisekvensen sa kan genererande funktioner ge oss in-
formation om talféljder (Lp(0),Lp(1),Lp(2),...) av antalet gitterpunkter i
uppforstoringarna av en gitterpolytop P. Speciellt kommer genererande funk-
tioner vara en viktig del i att visa att Lp(n) &r ett tredjegradspolynom i n om

P &r en gitterpolyeder.

Definition 4.4.1. Lat P vara en gitterpolytop. Vi definierar Fhrhartserien

for P att vara den genererande funktionen
Ehrp(t) = Y Lp(n)t"
n=0
till sekvensen (Lp(0), Lp(1),Lp(2),...).
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Exempel 4.4.2. Lat K vara kuben fran Exempel 4.1.7. I det exemplet note-
rade vi att Lg(n) = (n+ 1)3. Darfor ar

o0

Ehrg(t) = > (n+1)%"

n=0

Ehrhartserien till K. A

Vi observerar att anledningen till att vi kunde skriva ner Ehrhartserien i ex-
emplet ovan var att vi latt kunde hitta Ehrhartfunktionen Lg(n) for K. Att
skriva ner Ehrhartserien Ehrp(t) fér en allméin gitterpolyeder P dr betydligt
svarare. Vi kommer didremot kunna anvinda Ehrhartserien for att i Kapi-
tel 6 och 7 visa att Ehrhartfunktionen &r ett polynom.

Ovningar

Ovning 4.1 (x). Lat P vara en gitterpolytop och lat n € N. Visa att nP #r
en gitterpolytop.

Ovning 4.2 (%% «). Visa Hjilpsats 4.1.5 genom att gora foljande.

(i) (a) Borja med att triangulera polygonen P (Ledning: Anvind metoden
fran beviset av Hjdlpsats 2.2.8). Motivera varfor det réicker att visa
pastaendet for trianglar.

(b) Nér man forstorar P med n blir varje lingd n ganger liangre. Anvind
att arean av en triangel T' ges av %h dér b ar basen och h &r hojden

for att visa att Area(nT) = n? Area(T).
(ii) (a) Borja med att visa att uppforstoringen av ett linjesegment med k
stycken punkter har nk — (n — 1) stycken gitterpunkter.

(b) Lat Lq, Lo,..., L, vara linjesegmenten pa randen av P, dir L; har
k; stycken gitterpunkter for ¢ = 1,2,...,m. Visa att antalet gitter-
punkter pa randen ges av k1 + ko + ... + kyy — m.

(c) Linjesegmenten pa randen av nP ges av nLy,nLs,...,nL,,. Anvind
detta for att berdkna r,.

Ovning 4.3 (). Visa att

o
E a™t" = L
= 1—at

for alla a # 0.

1

Ovning 4.4 (x). Lat (ag,a1,as,...,) vara talfoljden som har T

rerande funktion. Vad &r de fem forsta termerna i talfoljden?

som gene-

Ovning 4.5 (x). Den hiir uppgiften gar ut pa att visa detaljerna som limna-
des som Ovning i avsnittet om Fibonaccisekvensen.
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(i) Expandera produkten (1 — a;t)(1 — awt) och visa att den ér lika med

1—t—t2%
(ii) Visa att A = % och att B = _To? (Ledning: Visa forst att
A i B _A+B—t(alB+a2A)
l—agt  1—aot 1—t—¢2 ‘

Da detta uttryck ska vara lika med ﬁ sa fas att tdljarna maste
vara lika, det vill siga att 1 = A+ B — t(ay B + agA). Speciellt maste
dessa vara lika gradvis i t vilket ger ekvationssystemet 1 = A + B och

0= OélB + OZ2A.)

Ovning 4.6 (). Vad hinder om vi later Fibonaccisekvensen starta med
ag = 0, a1 = 1. Hur ser den genererande funktionen ut da?

Ovning 4.7 (% x %). Bestdm konstanterna A och B sa att

3t+1 A B

G0+ -1 i+1

(Ledning: Anvind metoden fran Ovning 4.5)
Ovning 4.8 (x+). Lat P = K ((0,0),(1,0),(0,1)).
(i) Rita P och 2P och anvénd dessa figurer for att bestimma Lp(1) och
Lp(2).

(ii) Anvénd Sats 4.1.6 for att bestdmma Ehrhartfunktionen till P och be-
rikna Lp(n) for n =1,2,3,4.

(iii) Vad &r Ehrhartserien for P?
Ovning 4.9 (¥). Hur manga gitterpunkter har polygonen
P =K ((1,0),(0,0),(1,1))?
Hur manga gitterpunkter har 3P?
Ovning 4.10 (x%). Lat P = K(xy,...,x;) vara en polytop. Visa att
nP={M\x1+ ...+ XX | A1y, A = 00ch A\ +...+ A\ =n}.

Ovning 4.11 (x%). Visa att distrubutiva lagen giller for genererande funk-
tioner. Det vill séiga, visa att om F(t) = > .7 jant", G(t) = > 7 bnt™ och

n=0
H(t) =307, cpt™ &r genererande funktioner sa giller att

F(t)- (G(t)+ H(t)) = F(t) - G(t) + F(t) - H(t).
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5 Kombinatorik

Fragor av typen ”"Pa hur manga sdtt kan man vdlja ut 5 stycken bollar bland
30 stycken bollar av olika firg?” eller ”Hur manga uppsdtiningar av k styc-
ken positiva heltal har samma summa?” brukar intrymmas inom den gren av
matematiken som kallas kombinatorik. I det hér kapitlet &r vi intresserade av
verktyg fran kombinatoriken som kan hjilpa oss med att rikna gitterpunkter
i polytoper.

5.1 Grundliggande kombinatorik

Inom kombinatorik dr man ofta intresserad av att ridkna antalet sdtt utfora
nagot pa. For att forenkla framstéllningen inleder vi med ett konkret exempel.

Exempel 5.1.1. Vi stéller oss foljande fraga.

Om fem matematiker i tur och ordning vdiljer en av fem kritor i
fdrgerna vit, rod, grén, bla och gul, pa hur manga sdtt kan de fem
kritorna av olika firg fordelas?

For att besvara fragan noterar vi att den forsta matematikern har fem maojliga
farger att vilja mellan. Efter att den forsta matematikern gjort sitt val kommer
den andra matematikern att ha fyra firger att vélja mellan. Déarefter kommer
den tredje matematikern att ha tre farger att vilja mellan och sa vidare. Alltsa
finns det

5-4-3-2-1=120

olika séitt som fargkritorna kan fordelas mellan matematikerna. A

Motiverade av exemplet gor vi foljande definition.

Definition 5.1.2. Lat n € N. Vi definierar talet n! som antalet sétt att ordna
n stycken objekt via

| nn—1)(n-2)---2-1, ommn >0,
n! =
1, om n = 0.

Vi uttalar n! som n fakultet.

Exempel 5.1.3. I en vanlig kortlek finns det 13 stycken klover. Om vi blandar
enbart de 13 klverkorten i en kortlek sa ar resultatet matematiskt samma sak
som att lagga 13 kort i nagon ordning. Déarfor finns det 13! olika sétt som de
13 kloverkorten kan ha ordnats efter att ha blandats. Minirdknaren ger att
13! ~ 6-10% och for att fa en kinsla av hur stort detta tal &ir sa kan vi jamfora
med antalet ménniskor som lever pa jorden vilket i skrivande stund &r ungefir
7-10°. A

En annan typ av fragestillningar som dyker upp i kombinatorik ges i foljande
exempel.
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Exempel 5.1.4. Vi stiller oss fragan:

Pa hur manga sdtt kan man bland en vit, en réd, en gron, en bla
och en gul krita vilja ut tre stycken kritor, utan att ta hdinsyn till
den ordning man gor valen?

Att inte ta hénsyn till ordning betyder till exempel att valet bla, gron, rod ska
ses som samma val som valet gron, bla, réd. Vi borjar med att rdkna antalet
sitt att vilja ut tre farger med hénsyn till ordning. For att gora detta konsta-
terar vi forst att det finns fem stycken val for forsta kritan. Déarefter finns fyra
stycken val for andra kritan och tre stycken val for tredje kritan. Sammanlagt
finns alltsa 5-4-3 = 60 stycken val om vi tar hinsyn till ordning. Om vi istéllet
vill berdkna antalet val oberoende av ordning behéver vi dividera med antalet
sitt att ordna de tre kritor vi valt, det vill séga 3! = 6. Sammanfattningsvis

finns det alltsa
5-4-3 60

3! 6
stycken sétt att vélja ut 3 av 5 kritor utan hénsyn till ordning. A

=10

Precis som tidigare gor vi en definition motiverade av exemplet.

Definition 5.1.5. Lat n,k € N dir n > k. Vi definierar talet (Z) som antalet
sitt att bland n stycken foremal vilja ut k stycken féremal utan hinsyn till
ordning via

ny n! _nn—-1)(n-2)---(n—k+1)
k) kl(n—k) k!

Vi uttalar (Z) som n vdilj k (eller n éver k). Vi definierar dven (Z) = 0 om
n < k eftersom det inte gar att vélja ut fler element dn vad man har element
att vilja pa.

Exempel 5.1.6. Att vilja ut ett kort fran de 52 korten i en vanlig kortlek
gar att gora pa precis 52 olika sétt. Viljer man istéllet ut 2 kort kan man fa

52 52! 52! 52 -51
< 2 ) 21(52 — 2)!  2150! 2 6-5 36
olika par av kort. A

Lat oss nu betrakta problemet med att rdkna antal sétt som man kan placera
n stycken likadana bollar i d stycken olika lador.

Exempel 5.1.7. Pa hur manga sétt kan man placera tre bollar (e) i tva olika
lador? For att svara pa den fragan noterar vi forst att tva lador kan ses som en
stor lada i vilken vi placerat ut en skiljevagg. Om vi har en stor lada med tre
bollar kan vi alltsa skapa tva lador med sammanlagt tre bollar genom att ligga
in en skiljevigg nagonstans mellan bollarna. Alla mojligheter for skiljeviggens
placering illustreras nedan:
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tva bollar i den forsta ladan och en boll i den andra.

Metoden vi anvénde hér kan goras mer strukturerad genom att ténka att vi
har 3 + 1 = 4 stycken platser att placera ut 1 skiljevigg pa, vilket kan goras
pa (‘11) = 4 sétt. Sedan fyller vi helt enkelt de resterande 3 platserna med de 3
bollarna vilket inte paverkar antalet mojligheter. A

Exempel 5.1.8. Pa hur manga sétt kan man placera ut fyra bollar i tre olika
lador? Genom att anvénda samma metod som i Exempel 5.1.7 kan vi tédnka
oss att vi har 3 — 1 = 2 skiljevéiggar att placera ut bland 4 4+ 2 = 6 stycken
platser. Till exempel kan vi placera ut skiljeviiggarna sa har: | | | I

Efter att ha fyllt de resterande platserna med bollar ser vi att detta ger en
Antal sitt att placera ut dessa tva skiljevaggar bland de sex méj_li_gz; Iglgt;e_rn_a
ges av (g) = 15, sa det finns 15 stycken sétt att placera 4 bollar i 3 lador. A

Sats 5.1.9. Antalet sdtt att placera n bollar i d olika lador dr (d;i").

Bewvis. Vi anvinder samma konstruktion som i Exempel 5.1.7 och 5.1.8. Da
har vi d —1 stycken skiljeviggar att placera ut bland d — 1+ n stycken platser.
Detta kan goras pa precis (d;f{") stycken sétt. O

Sats 5.1.10. Antalet sdtt att placera som mest n stycken bollar i d stycken

olika lador ges av (dj;”).

Bevis. Eftersom man kan ldgga de bollar som inte placeras i nagon av de
d ladorna i en komplementlada sd kan man omformulera problemet till att
placera n stycken bollar i d+ 1 stycken lador. Detta kan enligt Sats 5.1.9 goras

pa ((d&i)ﬁin) = (d-gn) stycken sétt. O

5.2 Att ridkna gitterpunkter

Vart huvudsakliga intresse i det hir kompendiet adr att studera polytoper
och speciellt gitterpolyedrar. I resten av det har kapitlet kommer vi dérfor
anvinda de kombinatoriska begrepp vi just infoért for att bevisa resultat som
ar relevanta for just gitterpolyedrar.

For att gora detta kommer vi anvéinda att vi kan representera gitterpunkter

med bollar i lador.

Exempel 5.2.1. Gitterpunkten x = (3,1,2) i R3 kan representeras av tre
lador med tre, en, respektive tva bollar i sig,

|ooo|o|oo|. A

I allménhet ser vi att en gitterpunkt (x1,x9,...,24) € R? kan representeras
av d stycken lador dir den i:te ladan innehaller x; stycken bollar for alla
i=1,2,...,d.
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Sats 5.2.2. Lat n € N. Det finns (35") gitterpunkter (x1,x0,x3) € Z3 sd att
x1,x2,23 > 0 och x1 + 22 + 23 < n.

Bevis. Genom att representera gitterpunkter med bollar i lador som ovan inser
vi att detta handlar om att lagga som mest n stycken bollar i 3 stycken lador
vilket enligt Sats 5.1.10 &r lika med (3"?:") O

Foljdsats 5.2.3. Lat T vara tetraedern

T =X ((0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)).

n+3 n+3)n+2)n+1) nd+6n2+11ln+6
Lp(n) = 5 )= 30 = G :

Bevis. Enligt Ovning 4.10 bestar nT av punkter pa formen
)\1(07 07 O) + )‘2(17 07 0) + )‘3(07 17 0) + )‘4(07 07 1) = ()‘27 )‘37 )‘4)

sa att A, A2, A3, A4 > 00och A+ Ao+ A3+ A4 =n. Da (/\2, A3, /\4) €j innehaller
nagot A; kan detta skrivas som Ay + A3 + Ay < n. Om vi &ndrar notation fran
A till z far vi ddrmed att

nT = {(z1, 2, 23) € R3 | 21, 29,23 > 0 och 21 + x2 + 23 < n}.
Gitterpunkterna i nT" ar darfor
nTNZ3 = {(z1,x9,23) € 73 | 21, 29,23 > 0 och 21 + 22 + 23 < n}.
och resultatet foljer nu direkt av Sats 5.2.2. O

Exempel 5.2.4. Lat T vara tetraedern med horn i (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0)
och (0,0,1). Enligt Foljdsats 5.2.3 dr antalet gitterpunkter i

2T =K ((0, 0,0),(2,0,0),(0,2,0), (0,0,2))
lika med (3Jg2) = (g) = 10. Fran foljande bild:

(0,0,0)

(2,0,0)
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kan vi se att dessa punkter ar

(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),
(1,0,1),(0,1,1),(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)

5.3 Kombinatorik och formella summor

Nar vi betraktade genererande funktioner i Kapitel 4 sag vi att det n:te talet i
n+l__ _n+l
Fibonaccisekvensen gavs av %, vilket inte &r ett polynom i n. I Kapi-

tel 4 intresserade vi oss for Ehrhartserien som var den genererande funktionen
till talfoljden (Lp(0), Lp(1), Lp(2),...). Eftersom vi vill visa att Lp(n) dr ett
polynom i n sa behover vi ett resultat som kan forutsiga nér en talfoljd ges
av ett polynom. Ett sddant resultat far vi fran foljande pastaenden.

Hjilpsats 5.3.1. Ldt n € N. Antalet gitterpunkter (x1, 2o, x3,24) € Z* sd att

T1,T2,23,%4 > 0 och 1 + x5 + T3 + 14 = 1 dir (3;:”)

Bevis. Detta svarar mot att placera ut n stycken bollar i fyra lador. Fran

Sats 5.1.9 kan detta goras pa ((4(291_;") = (35") séitt. O

Hjalpsats 5.3.2. Foljande likhet mellan genererande funktioner gdller:
o0 4 o0
3+n
t" | = t".
() -2 (5")
n=0 n=0

Bewvis. Vi har att
0o 4

(Zt") = (1+t+2+. ) A+t+2+. A +t4+2+. A +t+t2+...).
n=0

Produkten av dessa parenteser dr en formell summa Z;L”ZO apt™ dar a, ar
antalet ganger som t" fas som en produkt

N = $P1P2T34TA _ pT1HT2 T3+ T
med x1 + 9 + z3 + 4 = n dir x; > 0 kommer fran parentes ¢ for alla
i = 1,2,3,4. Detta &r ekvivalent med att vilja punkter (z1,z9,x3,24) € Z*

med x1 + o + x3 + x4 = n och x1,x9,x3, 14 > 0. Fran Sats 5.3.1 kan detta
goras pa (35") siatt. Darmed ar a, = (3J§") for allan=20,1,2,3,.... O

Genom att anvinda resultaten ovan kan vi nu formulera de tva foljande sat-
serna som ger information om nér en talfoljd (f(0), f(1), f(2),...) ges av ett
polynom.

Hjalpsats 5.3.3. Antag att vi har foljande likhet av formella uttryck:

nZ::Of(n)tn = (1 — t)4
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dir k =0,1,2 eller 3. Da dr

Fn) = <3+§—k>

vilket dr ett tredjegradspolynom i variabeln n.

Bevis. Fran Exempel 4.2.10 har vi att

o0

1
- _ "
1—¢ Z
n=0
sa det foljer fran Hjalpsats 5.3.2 att

= it>4 - @f) :2 (5"

Déarmed har vi att

tk o1 koo 3+n > (3+n
=t =t " = etk
(=R S (U IR I

n=0

i denna formella summa ar (3;:"), vilket ar ekviva-

lent med att koefficienten framfor ¢™ &r (3+g’_k). Speciellt ser vi att om n < k

S& Ar (3+”_k) = 0. Alltsa har vi att

3
= n tk = (3+n—k\,
210 = -2 (5

n=0

Koefficienten framfor t"t*

Det foljer att

3+n—k 3+n—-k)24+n—k)(1+n—k
o) _ )( )( ) _
3 3!
~ 03+ (6 —3k)n® + (11 — 12k + 3k*)n + 6 — 11k + 6k* — k3
— s ,
vilket &r ett tredjegradspolynom i n. O

Sats 5.3.4. Antag att vi har foljande likhet av formella uttryck:

ad t
nzz:of(n)tn = (1g£ 35)4

dir g(t) dr ett polynom av grad som mest 3. Da dr dven f(n) ett polynom av
grad som mest 3.

Bevis. Eftersom g(t) &r ett polynom av grad som mest 3 sa kan vi skriva

g(t) = ast® + agt® + ayt + ag
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for nagra ag, ay,as,a3 € R. Vi har alltsa att

> 1
HZ:%f(n)t” =g(1) L

t3 t2
=07 -0
Enligt Hjalpsats 5.3.3 foljer det att

tk (34n—k\, <« 3+n—-Fk\,,
a’“(l—t)f‘"f%( 3 )t‘za’f( 3 )t

n=0

1
= (azt® + ast® + art + ao) =

(1-1)*

= asg 4—|-CL1 4+a0

t
(1-1) (1=t

for k =0,1,2,3. Darfor giller att
> > n n+1 n-+4 2 n—+3
t" = t".
Ssr =3 (w(5) vy ) +en("57) +eol"57))

Eftersom tva genererande funktioner &r lika om och endast om koefficienterna
framfor ¢ &r lika for alla n drar vi slutsatsen att

r=n(g) (") (137 2 (137)

for alla n. Ddrmed &r f(n) en summa av tredjegradspolynom sa f(n) maste
vara ett polynom av grad som mest 3. O

Denna sats kommer vi i Kapitel 7 anvéinda for att visa att Ehrhartfunktionen
ar ett polynom genom att i nésta kapitel visa att Ehrhartserien kan skrivas
som en kvot av polynom.

Ovningar

Ovning 5.1 (%). Vilket tal ér storst: 4! eller (g)?

Ovning 5.2 (x). Pa hur manga siitt kan hornen i en hexagon (sexhorning)
numreras fran ett till sex?

Ovning 5.3 (x). Pa hur manga sitt kan man fran mingden {0,1,2,...,9}
vélja ut 3 stycken olika siffror?

Ovning 5.4 (x+). I luffarschack bestar spelplanen av 9 rutor. Spelet gar ut pa
att tva spelare turas om att ldgga ut sina pjéser pa bridet med motivationen
att fa tre av sina pjéser i en rad. Pjéaserna for den spelare som borjar ar kors
medan den andra spelarens pjéiser &r ringar. Pa hur manga sdtt kan spelarna
ligga ut alla sina pjdaser pa brdadet om spelet inte avbryts for att nagon vinner?

Ovning 5.5 (%%). Foljande uppgift visar en koppling mellan gitterpunkter i
73 och monom i tre variabler.

(i) Hur manga gitterpunkter (z1,z2,23) € Z3 s att x1,z9,23 > 0 och
r1 + 29 + x3 < 2 finns det?

54



(ii) Hur manga monom av grad som mest 2 finns det i variablerna sy, so och

s3? (Ett monom av grad n i variablerna si, so och s3 ér ett uttryck pa

formen s7's52s5% sa att x1 + xg + x3 = n och x1,x, 3 > 0.)

(iii) Hur manga monom av grad som mest n finns det i variablerna si, so
och s37

Ovning 5.6 (x). Lat n € N. Hur manga gitterpunkter x = (x1,22) € Z? sa
att x; > 0 for ¢ = 1,2 och x1 + zo < n finns det?

Ovning 5.7 (%x). Visa att
n\ [ n
k) \n-k)

Ovning 5.8 (% * x). Kvadreringsregeln séiger att
(a+b)? = a® + 2ab + b*.
Kvadreringsregelen ar ett specialfall av binomialsatsen som séger att
"N
(a+b)"= kzzo <k>an ok,
(i) Anvéand binomialsatsen for att visa kubregeln
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b7
(ii) Bevisa binomialsatsen. (Ledning: Om man utvecklar (a+b)" sa kommer

man fa en summa pa formen » cpa™ *bF. Varfor? Pa hur manga sitt
kan man vélja ut k stycken b fran de n stycken parenteserna (a + b)"?)

Ovning 5.9 (% * *). Binomialsatsen illustreras ofta genom Pascals triangel
dér talen i den (n + 1):ta raden &r koefficienterna som dyker upp i (a + b)".
Nedan illustreras de 6 forsta raderna i Pascals triangel.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

Konstruktionen av Pascals triangel baseras pa likheten

n n—1 n—1
() =G+ () o
(i) Forklara vad likheten (5.1) sdger om hur rad n i Pascals triangel kan
skapas givet rad n — 1.
(ii) Bevisa likheten (5.1).

Ovning 5.10 (x). Lat T = K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)). Vad é&r
L7(6)?
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6 Ehrhartserier och koner

I detta kapitel kommer vi borja fora samman det vi studerat tidigare. Vi
bérjar med att introducera konen 6ver en polytop P som kommer beskriva
alla forstoringar av P samtidigt. Speciellt kommer vi se att gitterpunkterna
i konen #r starkt forknippade med Ehrhartserien av P. Slutligen visar vi ett
resultat som séiger att Ehrhartserien kan skrivas som en kvot av tva polynom.
Detta kommer att spela en nyckelroll nér vi i Kapitel 7 visar Ehrharts sats for
gitterpolyedrar.

6.1 Koner
Vi kommer for en punkt v = (z1,29,...,24) € R? och ett tal n € N anvinda
notationen (v,n) for punkten (z1,xs,...,2q,n) € R Till exempel, om

v =(2,1) sa ér (v,4) = (2,1,4).

Definition 6.1.1. Lat P C R vara en polytop med hérnen vi,va, ..., vy,.
Vi definierar konen déver P som

KOD(P) = {k:l(vl,l) + k‘Q(VQ, 1) + ...+ k‘m(Vm,l) | k‘l,k,’g, .. .,]{Tm > 0}

vilket dr en delmingd av R, Vidare definierar vi hdjden av en punkt
(r1,22,...,24+1) € Kon(P) att vara punktens sista koordinat, xg1.

Notera att om P ligger i R? sa &r Kon(P) en delmingd av R4+, Alltsa, om
P i#r en polygon i R? s& #r konen Kon(P) en delmiingd i R? och om P #r en
polyeder i R? s4 ligger konen Kon(P) i R?.

Exempel 6.1.2. Lat P = K(0,1) C R, det vill séiga linjesegmentet i R fran
0 till 1. D& ar konen 6ver P lika med méingden

Kon(P) = {k1(0,1) + ka(1,1) | k1, ko > 0} C R2
For att beskriva Kon(P) geometriskt noterar vi att mingden
Ly ={k1(0,1) [ k1 = 0} = {(0, k1) | k1 = 0}
ar precis den icke-negativa delen av zs-axeln. Vidare dr méingden
Ly ={k2(1,1) | k2 = 0} = {(k2, k2) | k2 = O}

lika med linjen fran origo som gar igenom punkten (1,1). Som en konsekvens
maste varje punkt pa formen k1(0,1) + k2(1,1) vara en summa av en punkt
pa linjen Ly och en punkt pa linjen Lo. Detta ger oss att konen éver P har
foljande utseende (dér vi &ven markerat gitterpunkterna):

56



Kon(P)” 1

Vi ser att P sjdlv aterfinns i konen pa hojd 1. A

Exempel 6.1.3. Lat P vara triangeln K ((0, 0), (1,0), (0, 1)) med horn i punk-
terna (0,0), (1,0) och (0,1). Varje punkt x som ligger i konen Kon(P) kan da

skrivas som
X = ]{71(07 07 1) + ]{72(17 07 1) + k3(07 17 1)

med k1, ko, k3 > 0. Vi observerar férst att méngderna
Ll = {kl(())ov 1) | kjl 2 0} = {(0707 kl) | kl 2 0}7
Ly = {k2(1,0,1) [ k2 > 0} = {(k2,0, k2) | k2 > 0},
Ly = {k3(0’ 1, 1) | ks > 0} = {(07 k3’k73) | ks > 0})

dr de tre linjerna som gar fran origo genom punkterna (0,0,1), (1,0, 1) respek-
tive (0,1,1). Ddrmed drar vi slutsatsen att en punkt pa formen

X = k1(0707 1) + ]{72(1707 1) + k3(07 17 1)

med ki, ko, k3 > 0 & summan av en punkt pa var och en av de tre linjerna
beskrivna ovan. Eftersom ki, ko och ks var godtyckliga kan vi dra slutsatsen
att konen Kon(P) bestar av méngden av alla sadana summor.

NN
NNNANNRANNNAN
ANANNNNNNNNANNNNNNNNY
SONNNNNNNNNNNNANNNNNNNNNNNNY 5

NN
aaNNRNNNY
SANNNNNNANNNNNNNRE 4
?

Denna figur #r alltsa konen 6ver triangeln P = K ((0,0), (1,0),(0,1)) dér vi
markerat snitten pa hojderna 1,2, 3,4 och 5. Notera att alla snitt ar trianglar
av samma form som P sjélv. A

I de tva exemplen ovan sa noterar vi att polytopen P sjilv férekommer i konen
som snittet pa hojd 1. Vi ser till och med att forstoringen av P med faktorn
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n forekommer som snittet av konen pa hojd n. Detta &r inte en tillfallighet i
dessa exempel utan giller fér godtyckliga polytoper.

Sats 6.1.4. Ldt P vara en polytop i R® och lit n € N. Dd dr
{veR?| (v,n) € Kon(P)} =nP.

Det vill sdga att om man tar bort sista koordinaten fran alla punkter i konen
over P pa hojd n sa far man precis forstoringen nP av P.

Bevis. Lat P = K(vy,Va,...,Vy) och lat M = {v € R? | (v,n) € Kon(P)}.
For att visa att méngderna M och nP é&r lika visar vi att de dr delméngder
av varandra.

Vi borjar med att ta ett v € M. Per definition dr da x = (v,n) en punkt i
Kon(P) och &r dérfor pa formen

x =ki(vi,1) + ka(va, 1) + ... + kp (v, 1)
for nagra ki, ko, ..., k»n > 0. Ddrmed har vi att

(vin) =x=ki(vi,1) + ka(ve,1) + ... + kp(Vin, 1) =
= (k1vi, k1) + (kava, ko) + ... + (B Vin, k) =
:(klvl—i—szg—i—...—l—k‘mvm,k‘l—|—k‘2—|—...+km)

& v="Fkvi+kovo+...4+knvmochn=Fk +ky+...+Fk,. Alltsairv e R?
en punkt pa formen

v=Fkvi+kve+...+knvm

med k1 + ko + ...+ kyn =noch k; >0 fori=1,2,...,m. Detta ger fran
Ovning 4.10 att v € nP. Ddrmed har vi visat att om v € M sa dr v € nP,
vilket medfor att M C nP.

Att nP C M visas i Ovning 6.4.

De tva inklusionerna medfor nu att nP = M. O

Exempel 6.1.5. Om vi later K vara enhetskuben fran Exempel 4.4.2 sa
kommer Kon(K) att vara 4-dimensionell. Som vi noterade i slutet av Kapi-
tel 3 ar fyrdimensionella objekt svara att visualisera. Speciellt dr det svart
att forestilla sig hur konen 6ver K ser ut. Ett sétt att forsoka forestélla sig
Kon(K) &r att anvénda sig av Sats 6.1.4 som séiger hur snittet av Kon(K) ser
ut pa olika hojder. Mer precist sa siger satsen att méngden av alla punkter i
Kon(K) med x4-koordinat lika med n &r nk, kuben med sidldngd n.

Figur 6.1: Snitt av Kon(K) pa hojd 1, 2 och 3
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Dérmed kommer snitten av konen 6ver K i varje hojd vara en kub, pa samma
sitt som att snitten av konen 6ver triangeln fran Exempel 6.1.3 i varje hojd
var en triangel. A

6.2 Ehrhartserien och konen 6ver en polyeder

Vi har nu sett tva sidtt att studera en gitterpolytop P tillsammans med
uppforstoringarna nP for alla n € N. Det forsta sittet var med hjilp av
Ehrhartserien som var den genererande funktionen

Ehrp(t) =Y Lp(n)t".
n=0

Det andra séttet var genom konen 6ver P som hade egenskapen att méngden av
alla punkter pa hojd n i Kon(P) var nP. Eftersom Lp(n) dr lika med antalet
gitterpunkter i nP sa foljer det att Ehrhartserien riknar upp de odndligt
manga gitterpunkterna i konen 6ver P genom att forst rdkna alla pa hojd 0,
sedan alla pa hojd 1, sedan alla pa hojd 2 och sa vidare.

En vildigt kraftfull men samtidigt enkel teknik i matematik &r att rikna en sak
pa tva olika sétt och sedan jamfora de tva resultaten. Vi vet att Ehrhartserien
raknar alla gitterpunkter i konen genom att summera antalet gitterpunkter i
varje hojd. Nu vill vi forsoka ridkna antalet gitterpunkter i konen pa ett annat
satt.

For att gora detta bérjar vi med att associera en produkt av variabler till en
gitterpunkt.

Definition 6.2.1. Till varje gitterpunkt x = (x1,x9,...,24) i R? associerar
vi uttrycket

1 T2 . Td

i d stycken variabler si,So,...,Sq s& att variabel s; svarar mot koordinat x;
T1gT2 ., GTd
Al

for i =1,2,...,d. Vi infor dven den forkortade notationen s* = s7's;
Exempel 6.2.2. I R? har en gitterpunkt x = (1, 22) tva koordinater och hér
darfor till uttrycket s* = s7's5% i de tva variablerna s; och sy. Till exempel
motsvarar gitterpunkten (3, 5) uttrycket 5% = 5353 och gitterpunkten (7, 14)
motsvarar s(7"14) = sz %4. A

Exempel 6.2.3. I R* har en gitterpunkt x = (21, z2, 23, 74) fyra koordinater
och vi associerar denna punkt till uttrycket s* = s7's5?s3%s;* i variablerna
51, 82,83 och s4. Exempelvis &r (5,4,6,7) en gitterpunkt i R* som hor till

uttrycket s(>467) = 8?8%3332 A

Definition 6.2.4. For en delmiingd M C R? definierar vi den formella sum-

Sm(s) = Z s*.

x€EMNZA
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Exempel 6.2.5. Lat P vara linjesegmentet K(0,1) i R fran Exempel 6.1.2.
Méngden av gitterpunkter till P &r P NZ = {0, 1} och vi far att

Sp(s) = st: st:so—i—sl. A

xEPNZ ze{0,1}

Exempel 6.2.6. Lat P vara triangeln K ((0,0),(1,0),(0,1)) som vi sig i
Exempel 6.1.3. Gitterpunkterna i P &r precis hérnen (0,0), (1,0) och (0,1) sa
det foljer att

Sp(s) = Z § = 500 4 (10 4 O — 040 L (149 1 01, A
x€EPNZ?

Eftersom varje gitterpolytop P har #ndligt manga gitterpunkter sa kommer
Sp(s) att vara en #ndlig summa och antalet termer i Sp(s) kommer per de-
finition vara lika med antalet gitterpunkter i P. Da Sp(s) har dndligt manga
termer sa kan vi evaluera Sp(s) i s = 1, med vilket vi menar att vi byter
ut alla termer s* i Sp(s) mot 1. Om P har m stycken gitterpunkter sa blir
Sp(1) = m, dér vi med Sp(1) menar evalueringen av Sp(s) i s = 1.

Exempel 6.2.7. Lat P vara triangeln fran Exempel 6.2.6. Da har vi att
Sp(s) = 00 4 s(10) 1 501 och att Sp(1) =1+1+1=3. A

Till skillnad fran en gitterpolytop P sa innehaller konen 6ver P oéndligt manga
gitterpunkter. Dérfor har Skon(p)(s) oéindligt manga termer. Trots detta kan
vi gora foljande anviindbara omskrivning av Skon(p)($)-

Hjilpsats 6.2.8. Ldt P vara en polytop i R%. Da gdller att

Skon(P)(5) = Sop(s) - 8941 + Sp(s) - i1 + S2p(s) - Sqq + - ..

Bevis. Per definition sa bestar Skon(p)(s) av termer pa formen s* dir x &r en
gitterpunkt i konen Kon(P). Enligt Sats 6.1.4 dr varje gitterpunkt x pa hojd
n pa formen x = (v,n) dir v &r en gitterpunkt i nP. Déarmed &r Skon(p)(s)
en summa av termer pa formen sV dir n € N och v &r en gitterpunkt i
nP. Satsen foljer nu genom att ordna termerna sV = sVsy,, efter virdet

pa n. O

Efter att ha sett denna sats noterar vi att den sista variabeln sgz11 utmérker
sig fran de 6vriga nér man betraktar konen 6ver en polytop P. Vi infor dérfor
notationen t = sgy;1 sa att varje gitterpunkt (v,n) € Kon(P) associeras till
uttrycket s¥t™ enligt Definition 6.2.1. Var nya notation gor att vi kan skriva
om resultatet fran Hjélpsats 6.2.8 som

Skon(p)(5:t) = Sop(s) - t° + Sp(s) - ' + Sap(s) - t* + ...

Vi har alltsd att Skon(p)(s,t) dr en summa av uttryck pa formen S, p(s)-t" for
n € N. Eftersom S,,p(s) ar en dndlig summa for varje n sa kan vi for varje n
evaluera S(nP)(s) i s = 1. Om vi evaluerar Skon(p)(s,t) is =1 far vi dirmed
den formella summan

Skon(p)(1:t) = Sop(1) - t° + Sp(1) - ! + Sop(1) - 12 4 ...

Denna summa har vi stott pa tidigare.
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Sats 6.2.9. Ldt P vara en gitterpolytop i R%. Da gdller att
[e.e]
Skon(p)(1,t) = > Lp(n)t" = Ehrp(t).
n=0

Bevis. Enligt Hjdlpsats 6.2.8 har vi att
Skon(p)(1:t) = Sop(1) - t° + Sp(1) -t + Sop(1) - £2 4 ...

Eftersom S, p(1) &r lika med antalet gitterpunkter i nP som i sin tur &r lika
med Lp(n) foljer satsen. O

6.3 Att rdkna samma sak pa tva olika sitt

Med hjilp av den formella summan Skon(py(s,t) kan vi nu géra det som vi
forklarade att vi ville gora i borjan av detta kapitel, ndmligen att rikna git-
terpunkerna i konen éver en gitterpolytop P péa ett annat sitt dn hojdvis. Vi
bérjar med att bestimma méngden av gitterpunkter i Kon(P) i fallet da P &r
ett linjesegment. Notera att konen Kon(v) 6ver en punkt v € R &r lika med
linjen fran origo som gar igenom punkten (v, 1).

Hjilpsats 6.3.1. Ldt P = K(vy,v2) C R vara ett linjesegment. Dd kan varje
gitterpunkt x i konen Kon(P) pa ett unikt sdtt skrivas som

X =p+X1 + X2

dir p dr en gitterpunkt i Q = {r1(vi,1) +ra(v2,1) | 0 < ry,79 < 1}, x1 dr en
gitterpunkt i L1 = Kon(vy) och x2 dr en gitterpunkt i Lo = Kon(vs).

D& beviset av denna sats inte forklarar den geometriska tanken bakom pa-
staendet sa véljer vi forst att forklara vad vi kommer gora. Betrakta dérfor
foljande exempel:

Ly Lo

Figur 6.2: Konen 6ver P = K(v1, v2).

I denna figur &r v; = —1 och v9 = 2 men resonemanget géller i allménhet. Lat
oss forst studera, istéllet for méngden @, méngden

R ={ri(vi,1) +ra(ve,1) | 0 < 7y,79 < 1}
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dér vi i olikheten 0 < rq,79 < 1 &ven tillater att r1,ro = 1. Eftersom varje
punkt i R &r en summa av en punkt pa linjesegmentet mellan 0 och (vq,1)
och en punkt pa linjesegmentet mellan 0 och (ve,1) sa foljer det att R &r
parallellogrammen med horn i (0,0), (v, 1), (v2,1) och (v; +wvg,2). Skillnaden
mellan @ och R &r att punkter r(vy,1) + r2(ve, 1) med 7 eller ro lika med 1
ligger i R men inte i Q). Det betyder att @) dr parallellogrammen R utan de
horn och kanter som utgor ”taket” av R enligt nedan.

f (v1 + v2,2) ‘ (v1 + v2,2)

(027 1)

0

Figur 6.3: Parallellogrammen R med Figur 6.4: Mingden Q, dér de strec-
hérn i punkterna (0,0), (v, 1), (v2,1) kade kanterna och ihaliga hérnen ej dr
och (v1 + v2,2) med i mingden

Anmirkning 6.3.2. Ordet parallellogram &r "undantaget som bekraftar re-
geln” vad géller svensk grammatik. Det heter en parallellogram sa i singular
bestamd form blir det ”Den hér parallellogrammen”. I plural blir det ”Flera
parallellogrammer” och i bestdmd form ”De dér parallellogrammerna’.

Fran foljande figur ser vi att oéndligt manga kopior av parallellogrammen R
tacker hela konen 6ver P om vi placerar dessa som nedan.

Ll LQ

Figur 6.5: Kopior av parallellogrammen R tédcker konen 6ver P

I Ovning 6.7 visas att varje gitterpunkt x; pa linjen L; = Kon(vy) ir pa
formen x; = ni(vy,1) f6r nagot n; € N. Pa samma séitt dr varje gitterpunkt
xo 1 Ly = Kon(vg) pa formen x5 = ng(vg, 1) for nagot ny € N. Man kan ocksa
visa att en gitterpunkt pa formen

p+x1 +x2 = p + ni(vi, 1) + na(ve, 1),

dér p ar en gitterpunkt i R &r precis punkten p fast i en forflyttad kopia av
R. Vidare bestdammer varje val av talen nj och ng en unik kopia av R och vice
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versa. I konen vi ritat &r v;1 = —1 och vy = 2 och om till exempel nqy = 1 och
ny = 1 sa dr ny - (v1,1) +ng - (v2,1) =1-(=1,1) +1-(2,1) = (1,2) vilket
motsvarar den markerade parallellogrammen nedan.

Lo

Vi kan darmed rékna upp alla gitterpunkter i konen 6ver P genom att rékna
antalet gitterpunkter i varje kopia av R. Det enda problemet &r att vi da skulle
dubbelrikna de gitterpunkter som ligger pa randen av minst tva kopior av R.
Tar vi bort delar av randen av R sa att dubbelrdkning inte uppstar erhaller
vi méngden Q. Lat oss nu bevisa detta.

Bevis av Hjilpsats 6.3.1. Vi borjar med att notera att vi fran Ovning 6.7 kan
skriva x; = nj(vy,1) och x9 = ng(ve, 1) for ny,ny € N.

Vi visar nu satsen i tva steg. Forst visar vi att varje gitterpunkt x i konen
kan skrivas pa formen p + nq(vi,1) + na(ve, 1). Sedan maste vi visa att varje
punkt pa formen p + ny(vy, 1) + ng(ve, 1) faktiskt &r en gitterpunkt i konen
over P.

Tag en gitterpunkt x = (1, x2) i konen Kon(P). Da &r
(21, 22) = k1(v1,1) + ka(v2, 1)

for ett unikt val av reella tal ki, ks > 0. Eftersom ki dr ett reellt tal kan vi
dela upp det i dess heltalsdel n; och dess decimaltalsdel 0 < rq < 1 sa att

ki =ny + 7.

Till exempel &r 5.27 = 5 + 0.27. Pa samma sitt ar ko = ng + 19, déir ng € N
och 0 < ry < 1. Vi kan nu skriva

x = (71, 72) = k1(v1, 1) + ka(va, 1) = (n1 +71)(v1, 1) + (n2 + 12)(v2,1) =
= (nl(vl, 1) + ’I’LQ(UQ, 1)) + (7'1('[)1, 1) + T2(U2’ 1)) =v+p

dér vi infért notationen v = nj(vy,1) + na(ve, 1) och p = r1(v1, 1) + ro(ve, 1).
Vi ser att v dr en gitterpunkt da dess koordinater &r summor av produkter av
heltal. Vidare har vi att punkten p = r1(v1, 1) + r2(ve, 1) per definition &r en
punkt i méngden Q. Da p &r en differens av tva gitterpunkter, p = x — v, sa
foljer det dven att p dr en gitterpunkt. Ddrmed har vi att p &r en gitterpunkt
i Q. Saledes har vi visat att en godtycklig gitterpunkt x i konen éver P kan
skrivas pa formen
x =p+ni(vi,1) + ng(ve, 1)
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dér ny,ne € N och p ar en gitterpunkt i Q).

Slutligen maste vi visa att varje element pa formen p + n(vy,1) + ng(va, 1)
verkligen ligger i konen ocksa. Detta gors i Ovning 6.9. U

Sats 6.3.3. Ldt P = K(vy,v2) C R! vara ett linjesegment. Om Ly = Kon(v1)
och Ly = Kon(ve) sa gdller att

SKon(P)(37t) = SQ(37t) : SLl (37t) : SL2(Sat)
dir @ = {r1(v1,1) + r2(ve,1) | 0 < rq,7m9 < 1}.

Bevis. Eftersom det giller att s*-sY = sXTY och t™ - t" = t™T" g3 #r detta
enbart en omformulering av Hjélpsats 6.3.1. O

Anmirkning 6.3.4. Man kan visa att metoden som anvéinds i beviset av
Hjalpsats 6.3.1 fungerar i storre generalitet. Genom att gora detta kan man se
att det finns en motsvarighet till Sats 6.3.3 for trianglar i R? déir @ svarar mot
en parallellepiped. P4 samma sétt finns en motsvarande sats for tetraedrar i R3.
Den senare kommer vi behdva for att bevisa Ehrharts sats for gitterpolyedrar.
Skillnaden mot Sats 6.3.3 ar enbart att beviset blir beriikningstekniskt tyngre
eftersom en tetraeder har fyra hornpunkter i dimension tre till skillnad fran ett
linjesegment som har tva hérnpunkter i dimension ett. Da sjélva idén bakom
beviset dr identiskt med beviset av Sats 6.3.3 har vi valt att placera beviset i
Appendix A.2.

Sats 6.3.5. LatT vara en tetraeder med hornen vi,va, vy och vy. Om vi infor
L; = Kon(v;) fori=1,2,3,4 sa gdller att

SKon(T) (57 t) = SQ(Sv t) : SL1 (57 t) : SLQ (57 t) : SLS(Sv t) : SL4 (87 t)
dir Q@ = {r1(vi,1) + ro(va, 1) + r3(vs, 1) + r4(vy,1) | 0 < ry 7o, 73,74 < 1}
Bevis. Se Sats A.2.2. O
Sétter vi samman Sats 6.2.9 och Sats 6.3.5 far vi féljande resultat som vi i

Kapitel 7 kommer anvinda for att visa att Ehrhartfunktionen dr ett polynom.

Foljdsats 6.3.6. Lat T wvara en tetraeder med hérn i vi,va,v3 och v4. Da

gdller att

Bhiry (1) = 22,

dir Q = {r1(v1,1) + ro(vo,1) +73(v3,1) + ra(vs, 1) | 0 < 7y,1r9, 73,74 < 1}

Bevis. Fran Sats 6.2.9 har vi att Ehry(t) = Skon(r)(1,t) och fran Sats 6.3.5
har vi att

SKon(T)(S7t) = SQ(Sat) : SL1(37t) : SL2(S7t) : SLB(Sat) ' SL4(S7t)

diar L; = Kon(v;) for i = 1,2,3,4. Vi noterar nu att det enligt Ovning 6.7
giller att

Sp.(1,t) = it”
n=0
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for alla i = 1,2, 3, 4. Enligt Exempel 4.2.10 far vi ddrmed att

Ehrr(t) = Skon(r)(1,t) =
= SQ(l t) . SLl(l t) . SL2(1 t) . SLS(l,t) . SL4(1,t) =

N So(Lt
(Zt> g .

Ovningar

Ovning 6.1 (x). Lat x = (1,2,3) och y = (4,5,6). Vad r s* respektive sY?
Beriikna s* - s¥ och Spy yy(s)-

Ovning 6.2 (x). Lat K vara kuben fran Exempel 4.4.2. Skriv ut termerna i
summan Sk (s).

Ovning 6.3 (x+). Lat P vara triangeln K ((0,0), (1,0), (0,1)) och 1at n vara

ett positivt heltal. Visa att S,p(s) ir summan av uttryck av typen s(*1:%2) =

s1ts5? sa att x1, 22 > 0 och 21 + 22 < n.

Ovning 6.4 (xx). Gor klart beviset av Sats 6.1.4 genom att visa att nP C M.

Ovning 6.5 (%). Vilken parallellogram motsvarar méngden

{P+1-(v1,1)+2 (v2,1) | peQ}
i Figur 6.57

Ovning 6.6 (). Beskriv "taket” av R i Exempel 6.4. Det vill séiga, beskriv
R\ @ som en mingd.

Ovning 6.7 (% x x). Tag en gitterpunkt v € R% med d > 1. Visa att git-
terpunkterna i Kon(v) &r (0v,0), (v,1),(2v,2),.... Anviind detta for att visa
att

SKon(v)(Sat) = Z s och SKon(v)(lvt) = Z .
n=0

n=0
Ovning 6.8 (% x %). Beriikna Sg(s,t) och Sg(1,t) dér Q #r mingden
Q ={r1(v1,1) +ro(va,1) + r3(vs, 1) + r4(vy, 1) | 0 < ry,79,73,74 < 1}
fran Sats 6.3.5 i fallet da
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

Ovning 6.9 (% x x). Gor klart beviset av Hjélpsats 6.3.1. Det vill séiga, visa
att varje punkt pa formen p + nq(vi, 1) + na(ve, 1), dér p dr en gitterpunkt i
Q@ och nq,ne € N, ligger i konen Kon(P).
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7 Ehrhartteori

I detta kompendiums sista kapitel &r vi nu redo att visa Ehrharts sats for
gitterpolyedrar. Vi borjar med att forklara trianguleringar av polyedrar, det
vill sdga tekniken att dela in en polyedrar i ett antal tetraedrar. Detta anvander
vi sedan for att visa Ehrharts sats. Det finns flera resultat som vi far som
foljder av denna sats och vi avslutar med att ge nagra exempel pa sadana. Till
exempel far vi en enkel formel for att berikna volymen av en gitterpolyeder
P i termer av antalet gitterpunkter i P, 2P och 3P.

7.1 Trianguleringar av polyedrar

Nar vi i Kapitel 2 bevisade Hjalpsats 2.2.8 s& anvinde vi att varje polygon
kan trianguleras — det vill séiga att varje polygon kan skrivas som en union av
trianglar. Detta medforde att det rackte att visa pastaendet for trianglar samt
att pastaendet var sant i skdrningen av tva trianglar. Denna metod &r i sjilva
verket en vanlig strategi for att bevisa mer involverade satser i matematik.
Forst visar man att komplicerade objekt kan byggas upp av enklare objekt.
Dérefter visar man det resultat man vill bevisa ar giltigt for de enklare objek-
ten. Slutligen bevisar man att om resultatet &r sant for de enklare objekten
sa ar det ocksa sant nir objekten sitts samman.

Motsvarigheten i tre dimensioner till att dela in en polygon i trianglar dr att
dela in en polyeder i tetraedrar.

P& grund av analogin i dimension tva kallas &ven en uppdelning av en polyeder
P i tetraedrar for en triangulering av P. En stor skillnad mellan tva och tre
dimensioner ar att beviset for att det dr mojligt att triangulera alla polyedrar
ar avsevéirt mycket mer komplicerat &n beviset for att det gar att triangulera
alla polygoner. For en polygon sa kunde vi vilja ett hérn och dra linjer fran
det hornet till alla andra horn for att konstruera trianguleringen. En liknande
metod finns for polyedrar som vi férklarar nedan men att visa att detta alltid
fungerar dr omsténdligt och ldmnas till Appendix A.3.

Vi borjar med att rigorost definiera vad en triangulering &r i dimension tre.

Definition 7.1.1. Lat P vara en polyeder. Vi siger att en dndlig méingd
A ={T1,Ts,...,Ti} av tetraedrar dr en triangulering av P om méngden A
har féljande tva egenskaper:

(i) P=T1UTU...UTy,

(ii) For varje par av distinkta tetraedrar 77,75 € A #r skdrningen 77 N Ty
en sida av bade 17 och Ts.
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Ovanstaende definition kan kanske vid forsta anblicken verka lite kranglig.
Det den beskriver dr en uppdelning av polyedern P i tetraedrar. I det forsta
villkoret kraver vi att tetraedrarna verkligen fyller upp hela P och i det andra
villkoret kréver vi att tetraedrarna inte 6verlappar med varandra.

Anmérkning 7.1.2. Den rigortsa definitionen for en triangulering av en po-
lygon #r identisk med ovanstaende om man byter ut tetraedrar mot triang-
lar. Lasaren uppmuntras att forsdkra sig om att trianguleringen i beviset av
Hjalpsats 2.2.8 uppfyller denna definition.

Exempel 7.1.3. Betrakta foljande pyramid.

Denna polyeder kan trianguleras genom de tva tetraedrarna som sétts samman

som nedan.
l | :> '
Ty 15

TiUTy

For att undersoka om denna triangulering ér korrekt sa behover vi kontrollera
att de bada kriterierna i Definition 7.1.1 &r uppfyllda. Det forsta villkoret
ar uppfyllt eftersom unionen T3 U Ty av de bada tetraedrar 17 och T5 utgor
hela pyramiden P. Vidare dr det andra villkoret uppfyllt eftersom skérningen
Ty N5 &r en triangel som &dr en sida i bade 17 och T5. A

Exempel 7.1.4. Lat oss nu triangulera foljande kub.
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For att gora det borjar vi med att dela in kuben i tre stycken pyramider.
Detta gors genom att vélja ett horn v och dra linjer fran v till alla andra horn
i kuben. Detta delar in kuben i tre stycken pyramider P, P» och Ps.

Vi triangulerar nu vardera pyramid pa samma sétt som i Exempel 7.1.3, vilket
ger en fullstéindig triangulering av kuben.

Vi pastar alltsa att den resulterande uppdelningen av kuben i tetraedrar dr
en triangulering. For att kontrollera det behdver vi aterigen kontrollera de
bada villkoren i Definition 7.1.1. Vi kan se att det forsta villkoret &r upp-
fyllt eftersom dessa tetraedrar fyller hela kuben. For att kontrollera det andra
villkoret behover vi kontrollera att alla tetraedrar fran olika pyramider skér
varandra i en sida. Det finns 15 olika sadana par av tetraedrar och vi uppmanar
ldsaren att sjilv kontrollera att alla skdrningar &r pa ratt form. A

En bra egenskap hos trianguleringarna i Exemplen 7.1.3 och 7.1.4 &r att varje
horn av en tetraeder i trianguleringen ocksa dr ett horn av polyedern. Nésta
sats siger att varje polyeder P kan trianguleras sa att alla horn i triangulering-
en ocksa &ar horn i P. Idén bakom beviset &r att generalisera hur vi anvinde
trianguleringen i Exempel 7.1.3 for att triangulera kuben i Exempel 7.1.4. Vi
delar alltsa forst upp var polyeder i pyramider och visar sedan att pyramiderna
kan trianguleras individuellt pa ett sitt som ocksa ger en triangulering av he-
la polyedern. Eftersom beviset av satsen ar forvanansvért omstindligt medan
pastaendet med Exempel 7.1.4 i bakhuvudet férhoppningsvis &r geometriskt
rimligt har vi valt att forligga beviset till appendix.
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Sats 7.1.5. For varje polyeder P finns det en triangulering A av P sa att for
varje tetraeder T € A dr hornen av T ocksa horn i P.

Bewvis. Se Sats A.3.5. O

7.2 Ehrharts sats

Nu &r vi redo att visa Ehrharts sats. Vi borjar med att visa satsen enbart for
tetraedrar.

Hjalpsats 7.2.1. Lat T wvara en tetraeder med horn i gitterpunkter. Da dr
Ehrhartfunktionen Ly (n) ett polynom i n av grad som mest 3.

Bewvis. Lat vq, vg, v3 och v4 vara hornen i T och betrakta Ehrhartserien
o
Ehrr(t) = > Ly(n)t"
n=0
till 7. Fran Foljdsats 6.3.6 har vi att
Sq(L,1)
Ehrp(t) =
) =1

dir @ = {ri(v1,1) +ra(ve,1) + r3(vs, 1) + 74(va, 1) | 0 < 7y, 79, 73,74 < 1}.

Eftersom ) bestar av dndligt manga gitterpunkter sa &r Sg(1,t) en &ndlig
summa och speciellt &r Sg(1,t) ett polynom i t vars grad &r lika med den
maximala héjden av alla gitterpunkter i (). H6jden av en punkt

7’1(X1, 1) + 7‘2(X2, 1) + 7‘3(X3, 1) + 7’4(X4, 1)

i @ ges av punktens sista koordinat som &r ry + 19 +r3+rg med 0 < r; < 1
for i« = 1,2,3,4. Eftersom 71 + 1o + r3 + r4 < 4 &r den maximala hdjden av
alla gitterpunkter i Q som mest 3. Alltsa har vi en likhet

;:%LT(n)t" = Ehrp(t) = (Slcg(_lt;z

dér Sg(1,t) &r ett polynom av grad som mest tre. Fran Sats 5.3.4 foljer det
dérmed att dven Lp(n) &r ett polynom av grad som mest tre. O

Sats 7.2.2 (Ehrharts sats). Lat P vara en gitterpolyeder. Da dr Ehrhartfunk-
tionen Lp(n) av P ett polynom in av grad som mest 3.

Bevis. Fran Sats 7.1.5 vet vi att det finns en triangulering A av P. For varje
n € N sa dr da nA = {nT | T € A} en triangulering av uppférstoringen
nP. Darmed kan vi rdkna antalet gitterpunkter i nP genom att summera
antalet gitterpunkter i uppforstoringarna nT" for alla T' € A. Detta kommer
dock medfora att vi dubbelriknar de gitterpunkter som ligger i skirningen av
minst tva tetraedrar. Vi har darfor att

Lp(n) =Y Lr(n) - q(n)

TeA
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dér ¢(n) dr en korrektionsterm som kommer av dubbelrikningen. For varje
par av tetraedrar 17,75 € A sa dr T1 N Ty en sida av bade T} och Ty. Saledes
ar varje icke-tom skérning 77 N7T5 antingen ett hérn, en kant eller en triangel.

(i) Om T1 NT5 dr ett horn sa dr Lyyan, (n) = 1.

(i) Om T3 N T dr en kant som innehaller m stycken gitterpunkter sa &r
L1, (n) = (m — 1)n + 1, se Ovning 4.2.

(iii) Om T} NT5 &r en triangel sa har vi fran Sats 4.1.6 att
9 T
Lyam,(n) = An” + 3" +1

dér A &r triangelns area i det tvadimensionella gitter som innehaller den
och r &r antalet gitterpunkter lings med triangelns rand.

Notera att alla dessa uttryck dr polynom i n av grad mindre &n 3. Eftersom
g(n) &r en dndlig summa av termer pa formen ovan dr g(n) ett polynom. Nu
foljer resultatet fran Hjdlpsats 7.2.1 eftersom varje term i hogerledet i

Lp(n) =Y Lr(n) — q(n)

TeA

ar ett polynom av grad som mest 3 och en summa av sadana &r ett polynom
av grad som mest 3. U

Anmirkning 7.2.3. I fortsdttningen sa kommer vi kalla Ehrhartfunktionen
Lp(n) for Ehrhartpolynomet av en polyeder P. Vi kommer i F6ljdsats 7.3.5 se
att Ehrhartpolynomet Lp(n) alltid &r ett polynom av grad precis 3.

Exempel 7.2.4. T Exempel 4.4.2 beréiknade vi Ehrhartpolynomet fér enhets-
kuben K till Li(n) = (n+1)> =n3 + 3n? + 3n + 1 vilket &r ett tredjegrads-
polynom i n. A

Sats 7.2.5. Ldt P vara en gitterpolyeder och lit Lp(n) = agn®+aon®+ain+ag
vara dess Ehrhartpolynom. Da gdiller att ag = 1.

Bevis. Se Ovning 7.2. O
Exempel 7.2.6. Lat T vara tetraedern
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

I Kapitel 6 visade vi att Ehrhartfunktionen till T' gavs av

3+n n3+6n%+11n+6
Letm)={"5" )= 6

genom att anvénda kombinatorik. Med hjélp av Ehrharts sats kan vi nu
berdkna detta pa ytterligare ett sétt. Den teknik vi presenterar hér for att
berdkna Ehrhartpolynomet &r mer riknetung &n metoden vi sag i Kapitel 6
men den har istéllet den stora férdelen att samma angreppssétt fungerar for
alla gitterpolyedrar.
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Ehrharts sats siger att Lp(n) = azn® + asn? + ain + ag for nagra koefficienter
ag,a1,a2,a3 € R, och vi vill nu beridkna dessa tal. Fran Sats 7.2.5 har vi
att ag = 1. Genom att ridkna efter ser vi att T innehaller 4 gitterpunkter sa
Lp(1) = 4. Detta ger oss foljande ekvation:
4:LT(1) :a3-13+a2'12+a1-1+1
=
aj :3—CL2—CL3, (71)

Genom att ridkna antalet gitterpunkter i 27 ser vi vidare att

10=Lr(2) =a3-2%+ay-2*+a;-2+1
<~
8as + 4as + 2a1 = 9. (7.2)

Anvinder vi (7.1) 1 (7.2) foljer det att

8a3+4a2+2(3—a2—a3):9
<

1 3
as = 5(3 — 6ag) = 5 3as. (7.3)
Fran att rikna antalet gitterpunkter i 37" ser vi att

20=L7(3)=az-3*+ay-3* +a;-3+1
<
27a3 4+ 9as + 3a; = 19. (7.4)

Genom att substituera in (7.1) och (7.3) i (7.4) fas att ag = %, vilket i sin tur

ger att as = 1 och a1 = %, se Ovning 7.3. Sammanfattningsvis har vi
1 11 3+n
7(n) 5" +n —|—6n—|— < 3 )

Man kan visa att tillvigagangssittet i Exempel 7.2.6 fungerar for alla gitter-
polyedrar P. Ett sitt att gora det &r att visa att ekvationerna som motsvarar
ekvationerna (7.1)—(7.4) for en gitterpolyeder P, det vill sdga ekvationssyste-
met

Lp(1) =as+as+aj +1,

LP(2) = 8ag + 4as + 2a;1 + 1,

Lp(3) = 27a3 + 9as + 3a1 + 1,

alltid har en unik I6sning. En teknik for att l6sa linjira ekvationssystem som
detta kallas for Gausselimination och &r nagot man lar sig i linjdr algebra. Vi
refererar den intresserade ldsaren till bocker i detta &mne, exempelvis kompen-
diet Linjdr Algebra - Tio forrdtter och tva efterrdtter som anvénds i kursen
Linjéar algebra for gymnasister pa KTH. Att 16sa detta ekvationssystem ger
foljande resultat, vars bevis vi lamnar at ldsaren.
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Sats 7.2.7. Lat P vara en gitterpolyeder med Ehrhartpolynom

Lp(n) = asn® + asn?® + a1n + ao.

Da dr
CL():l,
1 3 11
= ~Lp(3) — 2Lp(2) + 3Lp(1) — —
ay 3P(3) 5Lp(2)+3 p(1) =
1 5
ay = —§LP(3) + 2Lp(2) — §LP(1) +1,
1 1 1 1
— ZLp(3) — =Lp(2) + ~Lp(1) — ~.
as 6P(3) 2P()+2 p(1) 5

7.3 Geometrin hos Ehrhartpolynomet

Vi har nu visat att funktionen som riknar antalet gitterpunkter i en gitter-
polyeder ges av ett polynom och vi har i Sats 7.2.7 gett explicita uttryck
for koefficienterna i polynomet. Dessa koefficienter &r inte bara tal utan har
dven geometriska tolkningar. Vi bérjar med att paminna oss om strukturen av
Ehrhartpolynomet fér en gitterpolygon i tva dimensioner.

Exempel 7.3.1. For en gitterpolygon P har vi enligt Sats 4.1.6 att Ehrhart-
polynomet har formen

Lp(n) = a2n2 +ain+ 1

dér as dr lika med arean av P och a; dr hélften av antalet gitterpunkter pa
randen av P. A

Precis som for gitterpolygoner sa reflekterar koeflicienterna i Ehrhartpolyno-
met av en gitterpolyeder geometriska egenskaper hos polyedern.

Exempel 7.3.2. Lat oss aterigen studera enhetskuben och tetraedern.

(i) I Exempel 4.1.7 sag vi att Ehrhartpolynomet for enhetskuben K var lika
med Ly (n) = n3+3n% +3n + 1, s i detta fall var a3 = 1, a3 = 3 och
a1 = 3. Vi noterar att volymen for enhetskuben ges av 12 = 1 vilket r
precis lika med ag.

(ii) Fran Foljdsats 5.2.3 har vi att tetraedern 7' med hérn i (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0) och (0,0, 1) har Ehrhartpolynomet Ly (n) = in® +n?+ dn +1,
sa ag = %. Man kan visa att volymen for tetraedern &r precis %, vilket &r
lika med koefficienten as. A

Anmirkning 7.3.3. Vi vill nedan visa att koefficienten a3 i Ehrhartpolyno-
met for en gitterpolyeder P &r precis lika med volymen av P. For att gora detta
behover vi egentligen en ordentlig definition fér volymen av en tredimensionell
kropp, vilket vi inte har. Av utrymmesskél utelimnar vi denna teori, men ger
en motiverande forklaring istéllet. Vi ber om ldsarens 6verseende. Ett sétt att

72



beréikna volymen av ett objekt &r att dela in objektet i mindre och enkla-
re bitar och sedan addera volymerna av dessa. Varje tredimensionell kropp
kan approximeras med en union av flera sma kuber och ju mindre kuberna
ar desto battre blir approximationen. Diarmed fas en approximation av hela
kroppens volym genom att summera kubernas volymer. Man kan visa att nér
man later sidlingden av kuberna ga mot 0, och ddrmed later antalet kuber ga
mot odndligheten, sa kommer approximationen av volymen att bli godtyck-
ligt bra. Denna teori gas igenom i grundkurser i analys, och den intresserade
lasaren kan ldsa om detta i exempelvis Persson och Boiers bok Analys ¢ flera
variabler (som har boken Analys i en variabel som férkunskapskrav). Nedan
kommer vi anvénda att volymen av en tredimensionell kropp kan approximeras
godtyckligt bra genom beskrivningen vi forklarade ovan.

Lat oss nu undersoka relationen mellan koefficienten ag i Ehrhartpolynomet
och volymen av en gitterpolyeder P. Vi borjar med att ta ett positivt heltal
n och lata (%Z)3 beteckna alla punkter i R? vars koordinater har formen

1 T2 I3
<?’ n’ ?)
for nagra heltal zq1,x9,23 € Z. Om n = 1 sa far vi det vanliga gittret och
om n > 1 blir (%Z)?’ ett titare rutnét &n det vi ser i det vanliga gittret. For
varje punkt x i mingden P N (%Z)3 kan vi skapa en kub med mittpunkt i x
och med sidlangd % Denna samling av kuber kommer ge en approximation av
polyedern P och vi kan fran dessa approximera volymen av P. Om vi viljer
n att vara stor s& kommer sidlingden av kuberna att bli liten och skillnaden
mellan volymen av P och den sammanlagda volymen av kuberna bli mindre.
Antalet kuber &r lika med antalet punkter i PN (%Z)?’ och vi betecknar detta

antal med ‘P N (%Z)g‘ Da varje kub har volymen # blir darfor kubernas
sammanlagda volym lika med

1 3
= [P0 (3z)°| = voup).

Vi observerar nu att (2%, 22, %2) ¢ PN (%Z)?’ om och endast om (x1, x9, x3) ir
en gitterpunkt i nP. Detta &r sant eftersom man kan tolka nP som méngden

av punkter (x1,z2,23) sa att (Z-,22,23) ¢ P. Darfor maste det gilla att

‘Pﬂ (%Z)?" = Lp(n) sa det foljer att

1
Vol(P) ~ —Lp(n
(P) ~ = Lp(n)
dér approximationen kan fas godtyckligt bra genom att vilja stérre och storre
n. Enligt Ehrharts sats vet vi att Lp(n) = asn® + agn?® 4+ a1n + ag fr nagra
konstanter ag, a1, as och ag. Dirmed fas att

Vol(P) 1( 3+ agn’® + an + ap) n3+ n2+ ® g
(6] ~ —l(asn asmn ain apg) = as—x a2 — a1 — apg—x
EACE 2 1 0 3.3 273 173 T a0 3
1 1
=az+ax—+a1— + ao—-
n n n
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Om vi nu later n bli storre och storre sa kommer virdet av GQ% + a1# + aO%
bli ndrmare och ndrmare noll samtidigt som approximationen med volymen
blir mer och mer exakt. Med andra ord, néir n blir storre sa kommer ag vara
en béttre och béttre approximation av kubernas totala volym samtidigt som
kubernas totala volym blir en béttre och béttre approximation av volymen av
P. Eftersom vi kan gora n godtyckligt stort sa drar vi foljande slutsats.

Sats 7.3.4. Lat P vara en gitterpolyeder med Ehrhartpolynom
Lp(n) = asn® + asn® + a1n + ao.
Da dr as lika med volymen av P.

Féljdsats 7.3.5. Lat P vara en gitterpolyeder. Da dr Ehrhartpolynomet Lp(t)
ett polynom av grad precis 3.

Bevis. Eftersom volymen av en polyeder &r storre dn 0 sa foljer det att ag > 0
vilket implicerar att Lp(n) ar ett tredjegradspolynom. O

Vi har nu sett att a3 = Vol(P). Man kan till och med visa féljande: Om P &r
en gitterpolyeder med Ehrhartpolynom Lp(n) = asn3 + asn® + an + ag sa
giller att

(i) as dr lika med volymen av P,

(ii) ag &r lika med hélften av arean av fasetterna av P métt i de tvadimen-
sionella gitter som innehaller dem,

(iV) ag = 1.
Notera héir att ingen har hittat en bra geometrisk forklaring av koefficienten

a1 1 Ehrhartpolynomet och matematiker haller &n idag pa och forskar i &mnet.

Som en avslutning pé teorin om Ehrhartpolynomet kan vi med Sats 7.2.7 och
Sats 7.3.4 ge en formel for volymen av en gitterpolyeder som enbart beror pa
antalet gitterpunkter hos polyedern och tva av dess uppforstoringar.

Sats 7.3.6. Lat P vara en gitterpolyeder. Da har vi att

_Le()  Le(@) | Le(l) 1

(P .
Vol(P) 6 2 2 6

Anmirkning 7.3.7. I Sats 4.1.6 visade vi att Ehrhartfunktionen av en gitter-
polygon var lika med ett andragradspolynom och att arean av polygonen var
lika med koefficienten framfor hogstagradstermen i samma polynom. For en
gitterpolyeder har vi nu i Sats 7.2.2 visat att dess Ehrhartfunktion &r ett tred-
jegradspolynom dér hogstagradskoefficienten svarar mot polyederns volym. Vi
vill avsluta detta kompendium med att prata om Ehrharts sats i hogre dimen-
sioner. Forst noterar vi att alla definitioner vi gjort har varit for godtyckliga
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gitterpolytoper i godtyckliga dimensioner, sasom Ehrhartfunktionen och ko-
nen 6ver en polytop. Det visar sig att Ehrhartfunktionen till en d-dimensionell
gitterpolytop ges av ett polynom av grad d vars hogstagradskoefficient svarar
mot polytopens d-dimensionella volym. Man skulle kunna tro att detta bevis
ar vildigt krangligt, men vi har néstan fullgjort beviset for detta redan. Alla
satser vi visat for polyedrar kan generaliseras till godtyckliga polytoper, och
beviset av denna generalisering gar i praktiken ut pa att byta ut siffran 3 mot
talet d. Dock maste man visa att d-dimensionella polytoper kan trianguleras
vilket &r tekniskt och svart att visualisera. Lisaren uppmuntras dock att ga
igenom satserna vi gett om polyedrar och férséka se om beviset haller med 3
utbytt mot d istéllet. Detta &r en av krafterna i abstrakt matematik. Genom
att visa pastaenden for saker man kan visualisera kan man pa kopet dven visa
dem for svarare objekt &ven om man inte ens kan tédnka pa, eller forsta, dem.

Ovningar

Ovning 7.1 (). Kontrollera att méngden av tetraedrar i Exempel 7.1.4 ér
en triangulering. Det vill séiga, kontrollera att varje icke-tom skérning av par
av tetraedrar skér varandra i ett horn, en kant eller en fasett.

Ovning 7.2 (). Visa Sats 7.2.5.
Ovning 7.3 (). Gor klart beriikningarna for as, as, a; och ag i Exempel 7.2.6.
Ovning 7.4 (%x). Anviind Sats 7.3.6 for att visa att tetraedern
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
har volym %.

Ovning 7.5 (x). Anvind metoden som beskrivs i Exempel 7.1.4 for att tri-
angulera polyedern

P=K ((0, 0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,0, 1))

som illustreras nedan.

(0,0,1)
(1,0,1)
(0,1,0)
————— -
(1,0,0)
7 (1,1,0)
)/

Ovning 7.6 (%x). Bestim Ehrhartpolynomet och Ehrhartserien fér polytopen
P fran Ovning 7.5.
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Ovning 7.7 (%% *). Polyedern
P=K ((1,0, 0),(-1,0,0),(0,1,0), (0,-1,0), (0,0, 1))
ar en pyramid.

(i) Anviénd Ovning 7.4 for att visa att P har volymen 4.

(ii) Berékna Lp(1), Lp(2) och Lp(3). (Ledning: Berékna forst Lp(1) och
Lp(2). Anvand déarefter Sats 7.3.6.)

(iii) Vad &r Ehrhartpolynomet fér pyramiden P?

Ovning 7.8 (* * ). I Anmiirkning 7.3.7 pastod vi att Ehrhartfunktionen
till en d-dimensionell gitterpolytop &r ett polynom av grad d for alla posi-
tiva heltal d. Speciellt géller det for d = 1. En endimensionell gitterpolytop
ar ett linjesegment mellan tva gitterpunkter. Bevisa Ehrharts sats for en en-
dimensionell gitterpolytop P i R!. Vad #r den geometriska forklaringen av
hogstagradskoefficienten hos Ehrhartpolynomet for P?
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 1.1.
(i) BUC = A.
(ii) BNC = @.

)
)
(iii) DNC = {4,36}.
(iv) {re D|2z€ B} =DnB={1,19,101}.
)

(v) {x € A|xz=y+1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
(vi) {z+1|z € D} = {2,5,20,37,102}.

Ovning 1.3. Tag = € N, det vill séiga att = &r nagot av talen 1,2,3,.... 1
synnerhet géller € {0,1,2,...,2} = B, och ddrmed z € ByU By UByU....
Eftersom x var godtycklig visar detta att N C By U By U Bs U....

Omvint, antag att « € By U B; U By U. ... Det betyder att det finns ett heltal
n>1saatt x € B, ={0,1,2,...,n}. I synnerhet giller x € {0,1,2,...} =N.
Detta visar att BUB1UByU... CN.

Eftersom bada inklusioner N C ByU B UByU... och BUBiUByU... CN
géller kan vi dra slutsatsen att N= BoU By UBy U .. ..

Ovning 1.5. Alla utom "Mingden av de naturliga talen” ir pastaenden. Det
enda pastaendet for vilket vi kan avgora om det dr sant eller falskt 4r ” Varje
méngd innehaller minst ett element”, och detta pastaende ar falskt eftersom
den tomma méngden inte innehaller nagot element.

Ovning 1.7. Vi visar att om en punkt x € M inte &#r en inre punkt sa maste
x vara en randpunkt. Lat darfér x € M och antag att x inte &r en inre punkt.
Fran definitionen av en inre punkt foljer da att for varje cirkelskiva C' med x
som mittpunkt géller att C' M. Det betyder att det finns punkter i C' som
inte ligger i M, det vill siiga C N (R?\ M) # @. Eftersom x € C och x € M
géller ocksa att C N M # @. Da detta giller for alla cirkelskivor med x som
mittpunkt sa foljer att x dr en randpunkt.

Ovning 1.9. Vi déper vinklarna i figuren enligt nedan. De vinklar som har
samma namn #r lika stora enligt den egenskap som refereras till i uppgiftsly-
delsen.

c

,,,,,,,,,,,,,,,,,, b Na

Hogst upp i figuren ser vi att vinkeln a + b + ¢ dr ett halvt varv, darfor ar
a+ b+ c=180°.
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Ovning 2.1. Vi delar in polygonen fran Exempel 2.2.1 i rektanglar och tri-
anglar enligt nedan.

A
4+ 4+ T
T

3 4 . 2

2 4 q ° e

1 4+ . T3

R

| | | | »
| | | | o
1 2 3 4

Rektangeln har area 4 medan
1
Area(T}) = Area(T») = 1 och Area(T3) = 3

Dérfor har polygonen area lika med 4 +1+ 1+ % = %

Vi delar in polygonen fran Exempel 2.2.2 i rektanglar och trianglar enligt
nedan.

15

N W =~
|
I
]
.

Rektangeln har area 6 medan
1
Area(Th) = g Area(Ty) = 1 och Area(Ty) = 5.

v e . 3 1
Dérfor har polygonen area lika med 6 + 5 +1+ 5 = 9.

Ovning 2.3. Om x ir ett horn i P sd dr vikten vp(x) = % dér 6 ar vinkeln
i x. Lat nu x1,X2,...,X, vara hornen i P. Da giller att

. 01 0 0, _91—|—...+9n
vp(x1) +vp(x2) + ... +vp(x,) = 360° + 360° +...+ 360° 360°

dér ; ar vinkeln i hornet x;. Fran Sats 1.4.1 foljer att 6,+. . .+6, = 180°-(n—2)
sa,
180°-(n—2) n-—2

vp(x1) +vp(x2) +... +vp(x,) = 360° i

78



Ovning 2.5. D& varje hérn ér en multipel av /2 kan man téinka sig att po-
lygonen #r en gitterpolygon P som har skalats upp med faktorn v/2. Om vi
betraktar polygonen P innan uppskalningen maste P vara foljande gitterpo-
lygon

(0,3)

(0,0) (2,0)

Vi noterar att P har 4 inre gitterpunkter och 7 stycken gitterpunkter pa sin
rand. Dérmed har vi att Area(P) =4+ £ — 1 = 2. Nér vi skalar upp P med

faktorn v/2 s& kommer arean av P att 6ka med en faktor (\/5)2 = 2. Dirmed
har vi att arean av den ursprungliga polygonen ges av

(v/2)? Area(P) = 2% = 13.

Ovning 2.7. Vi bérjar med att inféra lite notation. Kalla de bada konvexa
polygonerna P; och P, och deras sammanséttning for P. Lat ¢; och iy vara
antalet inre gitterpunkter i P; respektive P5. P& samma sétt later vi rq och
ro vara antalet gitterpunkter pa randen av P; respektive P». Vi later ocksa i
vara antalet inre gitterpunkter i sammanséttningen P och r att vara antalet
gitterpunkter pa randen till P.

Lat k vara antalet gitterpunkter som ligger pa det linjesegment i vilken P; och
P, har satts samman men som inte dr randpunkter i P. Antalet inre punkter
i Péardai=i,+io+ k. Viser ocksa att antalet gitterpunkter pa randen av
P ar lika med r = r1 + ro — 2k — 2. Detta dr sant eftersom hérnen pa kanten
i vilken P; och P, sétts samman dr randpunkter i bade P; och P». Med detta
i bakhuvudet gor vi nu féljande berikning med hjilp av Picks sats for P, och
P;.

Area(P) = Area(Py) + Area(Py) = i1 + %1 — 141+ %2 1=

1+ T2 r1+ 72

=11 + 12 + —2=141 +19+ —24+k—Fk=
2k — 2k
S SRR SR VRIS B R A e B Y
~———— 2 2 2
=1
. ori+re—2k oori+re—2k 2
S T S N R AU T N S S N Sl p
' 2 ' 2 2
. ry+1ry — 2k —2 . r
= —1= — — 1.
1+ 5 z—|—2
=r/2

Ovning 2.9. Definiera rektangeln R pa det siitt som beskrivs i ledningen. Vi
noterar forst att hérnen i R &r punkterna

( min mzn) ( max min) ( min max)
) 9

max max
Ty, Ty Ty T, 2o Ty, Ty )

och (""", x5
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dar ™" och z"*® &r den minsta respektive maximala x;-koordinaten for

hérnen i P for ¢ = 1,2. Eftersom P har tre hérn och samma horn inte kan
ha bade det storsta och minsta virdet pa z;-koordinaten bland hérnen féljer
att atminstonde ett av hérnen i P maste ligga i ett hérn av triangeln. Vi far
dérfor tre fall: Forsta fallet ar att alla tre horn i P ocksa &r horn i R. Det
andra fallet dr att precis tva av hornen i P &r horn i R. Fall tre dr att bara
ett hérn i P dr ett horn i R.

Om alla tre hornen av P ocksa ar horn i R kan vi, efter att eventuellt ha
roterat P, anta att hornen i P &r (7" 27, (29% g0%n) och (2", x70e%).
Vi dr déarfor i foljande situation och ser fran bilden att R &r unionen av tva
ratvinkliga trianglar.

Om precis tva horn vi och va i P ocksa dr horn i R finns det tva mojligheter.
Antingen ligger vy och vo pa samma kant i R eller sa gor de inte det. Om v;
och vy ligger pa samma kant i R kan vi, efter att eventuellt ha roterat P, anta
att hornen #r vq = (27", 27%") och vy = (2'9%, 27¥"). D4 maste det tredje
hornet i P ligga pa linjen L4. Eftersom det tredje hornet vs i P inte var ett
hoérn av R s& maste vi vara i foljande situation. Vi ser fran bilden att R &r
unionen av P och tva ritvinkliga trianglar (notera att varje val av vs pa Lg
som inte dr ett horn av R ger en liknande struktur).

b o Ly

Om vy och v, inte ligger pd samma kant i R kan vi anta att vi = (27", 25%")

och vo = (2", 25'*"). Det finns nu tva mojligheter. Antingen ligger det tredje
hornet vg i P pa en kant i R eller sa gor det inte det. Vi far darfér nagon av
foljande tva fall och ser fran bilderna att R &r unionen av P och tva eller fem
ritvinkliga trianglar (notera aterigen att den precisa placeringen av vj inte

spelar nagon roll for strukturen).

80



Det sista fallet ér att endast ett av hornen av P &r ett horn i R. Da kan vi anta
att det hornet #r (7", x5%"). De tva 6vriga hérnen maste da ha z;-koordinat
lika med x7*** respektive zo-koordinat lika med z5'**. Om samma horn skulle
ha bade z1-koordinat lika med z{*** och za-koordinat lika med z5'** sa skulle
det hornet ocksa vara ett horn i R vilket skulle betyda att vi ar i det tidigare
fallet dar tva horn av P var horn i R. Nu dr dock bara ett horn av P ett
horn av R. Dérfor maste ett horn i P ligga pa linjen Lo och det andra hornet
ligga pa linjen L4. Det betyder att vi dr i foljande situation och vi ser att R
ar unionen av P och tre ritvinkliga trianglar (de precisa placeringarna av de

tva hornen &ar aterigen oviktiga for strukturen).

S . Ly

e oLy
Ly Lo

Ovning 3.1. (i) Vi har att (4,2) +2(1,1) = (4,2) + (2,2) = (6,4). Den
geometriska 16sningen ges nedan:

A

(6,4)
4+ »
3
21,1) -7
2 4 T .
PANERATe
1 4+

(ii) Héar géller att

(17171) _3(27071) +4(07071) = (17171) - (67073) +(07074) =
=(1-6+0,1-040,1—3+4)=(-5,1,2).

Ovning 3.3. Vi visar att dessa tva méngder &r lika genom att visa att de &r
delméngder av varandra.
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Tag en punkt p € K(x1, X2, ...,Xp,). Da dr p = A\x1 + doxa + ... + Ayx, for
nagra Ay, .., A\p > 0med Ay +...+ A, = 1. Om vi infor A\, 11 = 0 ser vi att

P=MxX1+ XoXo+ ...+ A\pXp + App1X
=0

d&ar A1, ..., Ay, Apg1 > 0 och
Mt o+t =M+...+ X, +0=1.

Dirmed har vi att p € K(x1, X2, ..., Xp, X). Eftersom detta géller for alla punk-
ter p i K(x1,x2,...,X,) foljer det att

K(x1,x2,....,X,) C K(x1, X2, ..., Xp, X).

Vi vill nu visa att K(x1, X2, ...,Xn, %) € K(x1, X2, ...,X,). Tag dérfor en punkt
p € K(x1,X2,...,X,,X). Da &r

P=MxX1+ XoXo+ ...+ ApXp + App1X

for nagra A1, ..., Apt1 > 0med Ay + ...+ A\py1 = 1. Da x € K(x1,x2,...,Xp)
sa har vi att

X = k1X1 + koxo + -+ + kpxy,

for nagra ki, ko, ..., k, > 0och ki + ko + ...+ k, = 1. Darmed géller att

P=MX1+XxXo+ ...+ Xy + App1X =
= MX1] + A9Xg + ...+ ApXpy + )\n+1(/€1X1 + koxg + ...+ k‘nxn) =
= ()\1 + Ang1k1)x1 + (A2 + Apgiko)xa + ..o+ (A + A 1kn)Xn.

Viinfor nu p; = A; + Apaak; for alla i = 1,2, ...,n. Da géller att pq,..., 1y, >0
och

144 = A A Ak F A Ak + o A+ Ak =
=M+ .+ F kit k) =
T
=M+...+ A+ A =1L

Det betyder att p € K(x1,x2,...,X,). Eftersom detta dr sant fér alla punkter
i K(x1,x%2,...,X,,x) drar vi slutsatsen att

K(x1,X9,...,%Xp,%x) € K(x1,X2,...,Xp).

Vi har alltsa visat att dessa méngder dr delméngder av varandra vilket maste
betyda att de ar lika, det vill sdga att

K(x1,X9,...,%Xp,%x) = K(x1,X2,...,Xp).

82



Ovning 3.5. For att fa enkla koordinater att jobba med later vi K vara kuben
med horn i alla gitterpunkter (z1, z9, x3) vars koordinater x; ligger i miangden
{1, —1}. Det vill siiga att

K=K((1,1,1),(1,1, 1) (1,-1
(17—17—1)7( )7(

Da utgors mittpunkterna av fasetterna i K av méngden

,1),( L,1),
1,— ) (-1,-1,-1)).

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(-1,0,0), (0, —1,0),(0,0,—1)}

enligt figuren nedan.

Genom att dra linjesegment mellan dessa punkter ser vi att konvexa holjet av
dessa punkter blir en regelbunden oktaeder. Ddrmed &r dualen till en kub en
regelbunden oktaeder. Vi illustrerar detta nedan.

Ovning 3.7. Tag x € P. Da finns det A, \a,..., A5 > 0och \{+...+ X5 =1
sa att

x = A1(0,0,0,0) + Aa(1,0,0,0) + A3(0,1,0,0) + Aa(0,0,1,0) + As5(0,0,0,1) =
- (>\27A37A47A5)'

Om x ska vara en gitterpunkt sa maste Ao, A3, Ay och A5 alltsa vara heltal.
Eftersom Ag, A3, A\g, A5 > 0 sa ger sambandet A\; + ...+ A5 = 1 att (0,0,0,0),
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) och (0,0,0,1) &r de enda gitterpunkterna x
kan vara. Dessa ar fem till antalet.

Ovning 4.1. Om P en gitterpolytop i R? sa kan den skrivas som ett konvext
holje av ett dndligt antal gitterpunkter, P = K(x1,...,xy) for nagot positivt
heltal k. Da géller att nP = K(nxy,...,nxy). Eftersom x; dr en gitterpunkt
for varje i = 1,2,...,k har vi att x; = (z1,...,2q) dér x; ar ett heltal for alla
j=1,2,...,d. Da produkten av tva heltal ar ett heltal sa ar det dr klart att
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nx; ocksa dr ett heltal for alla j. Darmed foljer det att nx; &r en gitterpunkt
for alla 7. Alltsa &r nP ett konvext holje av ett antal gitterpunkter och &r
dérfor en gitterpolytop.

Ovning 4.3. Eftersom > 0% ja™" = -2  (at)" sa kan vi gora substitutionen
s = at och fa att

’I’Lt’ﬂ — t n — n — — .
Dt =) (@) =D &= =y
n=0 n=0 n=0

Ovning 4.5. (i) Vi har att
(1 —oqt)(1 — agt) =1 — (a1 + az)t + aast®.
Da a1 = % och ap = % foljer det att

1 1— 2
+\/5_|_ \/5:_:1
2 2 2

ap + oy =

och

1+v6 1-V6  (1+VB)(1-v5) 1-5 —4

= = :—:—1

2 2 4 4 4

a1 =
Dérfor géller det att

(1—at)1l—agt)=1—1-t+(-Dt>=1—1t—t

(ii) Vi noterar forst att

A B . A(l — Oégt) B(l — alt)
I~ T—as  (I—at)(I—at) " (A= art)(1 — anb)
. A(l — agt) + B(l — alt) .
(1 - Oélt)(l - Oégt)
B A+B—t(alB+a2A) .
N (1 — Oélt)(l — Oégt) N
. A+ B — t(OélB + OZQA)
B 1—t—¢2 '

Som i ledningen sétter vi nu uttrycket ovan lika med ﬁ och drar
slutsatsen att
A+ B=1och a1B+ asA=0.

Ekvationen A + B = 1 ér ekvivalent med att B = 1 — A. Vi ersétter
déarfor B i ekvationen a1 B + asA = 0 med 1 — A och far att

al(l—A)—i—agA:O <— a1 — A+ aA=0 <

— 1 :alA—agA: (a1 —042).4 —

(6%
— A= !

a; —ag’
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Vi utnyttjar nu att a3 — ag = 1+T‘/5 — 1_—2‘/5 = % = /5 och far att

A= % Stoppar vi in A = % i ekvationen A+ B =1 far vi

M g gy g V5 a Vioar
V5 V5 V5 VB b

Ovning 4.7. Vi skriver om hogerledet enligt nedan

A B Alt+1) B(t—1)
t—1 t+1_(t—1)(t+1)+(t—1)(t+1)_
(A+B)t+A-B

(t—1Dt+1)

A(t+1)+ B(t—1)
(t—1)(t+1)

Om uttrycket ovan ska vara lika med % for alla ¢t sa maste A+ B =3
och A — B = 1. Skriver vi om den andra ekvationen som A = 1+ B och
anvander detta 1 den forsta ekvationen far vi att

A+B=3 <= 1+B+B=3 < 2B=2 < B=1
Eftersom A — B =1 f6ljer det nu att A = 2.

Ovning 4.9. Vi ritar ut P och 3P enligt nedan.

[
3 3
2 2
1 1

Fran figurerna framgar att P innehaller 3 gitterpunkter medan 3P innehaller
10 gitterpunkter.
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Ovning 4.11. Vi utvecklar vénsterledet och far

F(O)- (G0 + HH) = ont” (fj "+ 3 t> _
n=0 n=0 n=0

ant™ <i(bn + cn)t"> =

n=0

S
I
o

o

(an(bo +co) + an—1(b1 +¢1) + ... +ap(b, + Cn))tn =

S
I
o

M

(anbo + anco + an—1b1 + ap—1c1 + ... + agby, + agey)t" =

S
Il
o

ol

((anbo + an—1by + ... + agbp) + (anco + an—1c1 + ... + agep) ) t" =

3
Il
o

= Z(anbo + ap_1b1 + ...+ aobn)t"—i—

n=0

o0
+ Z(%CO + ap_161 4 ... +agep)t" =
n=0

= F(t)-G(t) + F(t) - H(t).

Ovning 5.1. Vi har att

6 6! 6-5-4 6-5-4
<3> 6_3)3 3 6

Ovning 5.3. Eftersom vi ska vilja ut 3 siffror bland 10 stycken siffror &r
svaret

=10-3-4=120.

(10—3)13! — 7131~ 3.2

<10>_ 100 100 10-9-8
NE 19-9-8

Ovning 5.5. (i) Enligt Sats 5.2.2 med n = 2 finns det

3+2 ) 5! 5-4
< 3 > <3> (5—3)31 2

sadana gitterpunkter.

(i) Uttrycket s7*s5%s3° dr ett monom i variablerna si, s och s3 av grad som
mest 2 om och endast om x1 + x2 + x3 < 2 och x1, 29,23 > 0. Enligt
foregaende uppgift finns det 10 olika val for vad z1, 22 och z3 kan vara.
En alternativ 16sning skulle vara att lista alla sddana monom. De &r

2 2 2
17 S1, 52,83, 51,5152, 5153, 89, 5253, S3
vilket &r precis 10 stycken.

(iii) Enligt Sats 5.2.2 finns det (3:") sadana monom eftersom s7*s52s3* &r

ett monom av grad som mest n om och endast om z1,x2,2x3 > 0 och
T+ a2 +23 < n.
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Ovning 5.7. Att bland n stycken objekt vilja ut k stycken dr samma sak
som att bland n objekt vélja bort n — k stycken objekt. Algebraisk kan man
visa likheten pa foljande vis

<n i /<;> " (n- /ﬁ)!(nni m—k) (n —nl!c)!k! - <Z>

Ovning 5.9. (i) Likheten séger att summan av tva tal som star brevid
varandra pa plats k — 1 och k i rad n — 1 &r lika med talet som star pa
plats k i rad n. Exempelvis ser vi att talet under 4 och 6 i triangeln ar
10 och att 4 + 6 = 10.

(ii) Vi forenklar hogerledet sa att vi ser att det dr lika med vénsterledet.

(Z ) i) + (n 5 1> G —((711:11))!)!(1@ 0 (—n1_—11)<;!)!k! -

B (n—1)! (n—-1!"
=k k-1! (n—1-Fk)k
(n—1)k (n—Fk)(n—1)!

T kn—k) (k-1 n—k)mn-1-kWk
k(n —1)! N (n—k)(n—1)! _

(- k)K! (n — k)lk!
Ckn =+ (n—k)(n-1)! nn-1)!
B (n — k)lk!  (n—KE

" —nli:)!k! - <Z>

Ovning 6.1. Vi har att s* = s(123) = sls2s3 och s¥ = s(4%6) = 515555 samt
att

5. Y = s(1:23) . (456) s%s%sg . si‘sgsg = s%+4s§+5s§+6 = s?s;sg = s(579),
Slutligen &r Sy y1(s) summan av uttryck pa formen sP dér p dr en gitterpunkt
i méngden {x,y}. Denna méngd innehaller bara tva punkter och bada dessa
ar gitterpunkter sa

Sixyy(s) =8+ = 515353 + 515585,
Ovning 6.3. For att berikna S,p(s) behover vi berikna gitterpunkterna i
nP. Per definition dr nP triangeln med horn i (0,0), (n,0) och (0,7n). Det foljer
att gitterpunkterna i nP bestar av alla punkter (z1,x2) € Z2 sd att x1, 22 > 0
och z1 + z2 < n. Enligt definitionen dr S,p(s) summan av alla uttryck av
typen s(®1:%2) 4 att (x1,x9) dr en gitterpunkt, vilket dr precis de (z7,z3) sa
att 1,29 > 0 och 21 4+ 29 < n.

Ovning 6.5. Parallellogrammen {p + (v1,1) 4+ 2(v2,1) | p € Q} ér kopian av
@ som har sin nedersta punkt i punkten (v, 1) + 2(ve, 1) = (v1 + 2v9,3). Vi
markerar dirfor parallellogrammen som har sin "bas” i denna punkt. (Notera
att hela parallellogrammen ej fick plats i figuren.)
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Ovning 6.7. Fran definitionen har vi att

Kon(v) = {k(v,1) | k > 0} = {(kv,k) | k > 0}.
Detta ér en linje fran origo som passerar genom punkten (v, 1). For att forenkla
notationen skriver vi P = {v}. Enligt Sats 6.1.4 #r gitterpunkterna i konen pa
formen (w,n) dar w € nP och n € N. Eftersom nP = {nv} sa maste w = nv.
Dérmed giller att gitterpunkterna i konen dr (nv,n) for alla n € N. Detta kan
ocksa inses fran att k£ maste vara ett heltal om en punkt (kv,k) i konen ska

vara en gitterpunkt. Om k ar ett heltal sa &r kv en gitterpunkt sa darmed &r
(kv,k) med k € N de enda gitterpunkterna i konen.

Enligt Hjdlpsats 6.2.8 har vi att
SKon(P)(Sa t) = Sop(s)to + SP(S)tl + SQP(S)t2 + ...

Da nP = {nv} far vi att S,,p(s) = s"V. Dérmed &r
o
Skon(pP)(8,t) = sVEO b Vit 4+ V2 4 = Z sV,
n=0

Slutligen ser vi att om vi evaluerar denna summa i s = 1 sa far vi

Skon(py(L,t) =D 1" =Y ",
n=0 n=0

Ovning 6.9. Tag en punkt x = p+n;(vy,1)4+ng(ve, 1) dér p ér en gitterpunkt
i@ och ny,ny € N. Vi vill da visa att denna punkt ligger i konen 6ver P. Enligt
definitionen for @ har vi att p = r1(v1, 1) + 72(ve, 1) for nagra tal r1, 79 med
0 < rq,79 < 1. Dédrmed &r

x =p+ni(vi, 1) +no(ve, 1) = r1(v1,1) + ra(ve, 1) + ny(vi,1) + na(ve, 1) =
= (n1+7m1)(v1,1) 4+ (n2 + 72)(ve, 1).

Later vi ky = nqy + r1 och ko = ng + ro far vi att x = kq(v1, 1) + ka(vg, 1) dér
k1,ko > 0. Per definition &r ddrmed x en punkt i konen.

Ovning 7.1. Numrera tetraederarna i trianguleringen fran 1 till 6 enligt nedan
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Vi kontrollerar nu var och en av skdrningarna mellan tetraedrarna.

(i) Vi ser att tetraeder 1 skér tetraedrarna 2 och 6 i en fasett och Gvriga
tetraedrar i en kant.

(ii) Tetraeder 2 skiir, utéver de tidigare nidmnda, tetraedern 4 i en fasett,
och de 6vriga i en kant.

(iii) Tetraeder 3 skér, utover de tidigare ndmnda, tetraedrarna 4 och 5 i en
fasett och tetraeder 6 i en kant.

(iv) Tetraeder 4 skér, utover de tidigare ndmnda, tetraedrarna 5 och 6 i en
kant.

(v) Tetraeder 5 skér, utover de tidigare ndmnda, tetraedern 6 i en fasett.

Dérmed &r alla skdrningar av tetraedrar pa ratt form.

Ovning 7.3. Vi har att
a1 =3—as—as ocha2:§—3a3

vilket vi sétter in i ekvationen 27a3g 4+ 9as + 3a; = 19. Detta ger

3
27a3+9<§—3a3> +3(3—a2—a3):

3 3
:27a3+9<§—3a3> +3<3— <§—3a3> —a3> = 19.

Detta &ar nu bara en ekvation med variabeln ag som vi loser:
3 9 1
(27—9-3+3-2)a3+9-§+9—§:19 < 6az +18 =19 «<— agzg.
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Anvéander vi att a3 = % i ekvationen ay = % — 3ag far vi

3 1
==-—-3=-=1.
27977
Genom att substituera in as = 1 och ag = % i ekvationen a1 = 3 — as — ag far
vi att 1 1
=3-1—=-=—.
“ 6 6

Ovning 7.5. Vi bérjar med att vilja hérnet v = (1,0,1) i P och dra linjer
fran denna punkt till alla andra hoérn i P.

v: (1’170) ‘

Detta ger en indelning av P i tva pyramider.

Den ena pyramiden ar en tetraeder och den andra &r en pyramid over en

kvadrat. Nu triangulerar vi kvadraten genom att vélja ett hérn och dra dia-
gonalen fran det hornet till det motstaende hornet i kvadraten.

Genom att ta pyramiderna 6ver dessa trianglar skapar vi tva nya tetraedrar.

Totalt har vi déarfor delat in var polyeder i tre tetraedrar som ger en fullsténdig
triangulering av P.



Ovning 7.7. (i) P bestar av fyra kopior av tetraedern T fran Ovning 7.4.

Déarfor ar volymen av P lika med 4 - % = %.

(ii) Vi boérjar med att rita P och 2P.

Vi ser att P innehaller 6 stycken gitterpunkter,
(0,0,0),(1,0,0),(-1,0,0),(0,1,0),(0,—1,0), (0,0, 1),

sa Lp(1) = 6. Uppforstoringen 2P har 19 stycken gitterpunkter:

(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0),(—1,0,0),(—2,0,0),
(0,1,0),( )2 ) (0,-1,0),(0,-2,0),(1,1,0),
( ’ )’(1’ ) ( ’_1’0)’(07071)’(17071)7
(-1 ),(0,1,1) (0,—1,1),(0,0,2).

Déarmed &r Lp(2) = 19. Vi anvénder oss nu av Sats 7.3.6 for att be-
stimma Lp(3) enligt nedan.

Lp(3) Lp2) Lp(l) 1 4 Lp(3) 19 6 1
1(P) = _ e S A B
Vol(P) 6 5 T3 6 6 6 5 757§

Genom att 16sa ut Lp(3) fran detta uttryck far vi Lp(3) = 44.

91



(iii) Koefficienterna ag, as, a1, ag i Ehrhartpolynomet av P kan beriknas med
formlerna i Sats 7.2.7 enligt nedan

a():l,
1 3 11
1 3 11 7
— 4421 Y
3 5 9+3-6 5 3
5 1 5 1
a2 =1+2Lp(2) = SLp(1) = 5Lp(3) = 14219~ 26— 544 =2
Lp(3) Lp(2)  Lp(l) 1 4 2
3 6 T T VP =5=3

Darfor ges Ehrhartpolynomet Lp(n) for P av

2 7
Lp(n) = gng +2n? + 3" + 1.
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A Nagra bevis

A.1 Konvexa hoéljen och polygoner

Vi sag i Sats 3.2.3 att det konvexa holjet av tre punkter som inte lag pa en
linje var en triangel med de tre punkterna som hoérn. Vi vill hér bevisa att
det konvexa holjet av n punkter som inte ligger pa en linje dr en polygon med
som mest n hérn om n > 3. Vi borjar med att undersoka hur det blir med 4
punkter.

Exempel A.1.1. Betrakta det konvexa holjet K = K(x1,x2,X3,X4) av fyra
punkter x;,Xo,x3, x4 € R2. Utifall ndgon av de fyra punkterna x;, xs, X3 och
x4 ligger i det konvexa holjet av de Gvriga tre sa kan vi enligt Ovning 3.4
uttrycka K som ett konvext holje av enbart tre punkter. Om till exempel
x4 € K(x1,x92,x3) sa giller att K(x1,X2,x3,%x4) = K(x1, %2, x3). Eftersom vi
redan har studerat konvexa holjen av farre &n fyra punkter sa antar vi déarfor
att ingen av dessa punkter ligger i det konvexa holjet av de Gvriga.

En punkt p i K dr pa formen
P = A1X1 + AoXg + AzX3 + \Xy
dir A1, A2, A3,A4 > 0 och A1 + Ay + A3 + Ay = 1. Precis som i beviset av
Sats 3.2.3 sa far vi tva fall beroende pa om A4 &r 1 eller ej.
Om M\ =1sadr A\{ = Ay = A3 =0sa p =0x; + 0x9 + 0x3 + x4 = X4.
Om istéllet A4 # 1 sa kan vi skriva

A1 A2 A3

=(1—
1_/\4X1+1_/\4X2+1_)\4> 1=y

A1x1 4 Aoxg + Azxz = (1 — A\y) (

dér vi infort beteckningen y = ;7 1\1)\4 x| + 1 fZM X2 + 1 i“3\4 x3. I ett forsok att

forenkla notationen infor vi p; = 13—3\4, o = 1f—§\4 och pu3z = 5 3\4. Eftersom
H1, 2, p3 > 0 och
A1 A2 A3 M+t 1-\
= = = = 1
S VA v b Vi e VA W

sa har vi att y ligger i det konvexa holjet

K(x1,%9,%x3) = {p1x1 + paxa + pzx3 | p1, p, 13 > 0 och puy + pg + pz = 1}

Vi har antagit att ingen av de fyra punkterna ligger i det konvexa holjet av
de Ovriga tre sa speciellt géller att x1, xo och x3 inte ligger pa en linje. Enligt
Sats 3.2.3 &r déarfor detta konvexa holje lika med triangeln med horn i x;,xs
och x3. Da vi kan skriva var ursprungliga punkt p som

P = A1X1 + AoXo + A3X3 + Xy = (1 — M)y + x4

sa ser vi att p ligger i det konvexa holjet av y och x4 dér y 4r en punkt
i triangeln K(x1,x2,x3). Eftersom det konvexa holjet av tva punkter dr ett
linjesegment sa foljer att p ligger pa linjesegmentet mellan x4 och en punkt i
triangeln K(x1,x2,X3).
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X3 y
X2

X1

X4

Pa samma sétt som i beviset av Sats 3.2.3 ser vi att genom att variera Ai, Ao, A3
och A4 far vi alla punkter pa alla sadana linjesegment. Dérfor &dr det konvexa
holjet K = K(x1,X2,x3,X4) en fyrhorning.

X3
X2

X1

X4
A

Pa ett liknande sétt kan vi visa att det konvexa holjet av fem punkter &r en
polygon med som mest fem horn. Det blir dock vildigt omsténdligt att goéra
detta forst for fem punkter, sedan for sex punkter, sedan sju punkter och sa
vidare. Istéllet visar vi i ndsta sats att motsvarande pastaende giller for n
stycken punkter, for alla positiva heltal n > 3.

Sats A.1.2. Ldt n >3 och lit X1, ..., %, € R? vara ett antal punkter som inte
alla ligger pa en linje. Da dr K(X1, ...,X,) en polygon med som mest n stycken
horn.

Bewvis. Vi visar detta med en teknik som kallas induktion. Det innebér att vi
forst visar att pastaendet dr sant for ett basfall, vilket i vart fall 4r att ha
tre punkter x1,Xo,x3 som inte ligger pa en linje. Dérefter gor vi antagandet
att pastaendet dr sant for k stycken punkter dir k > 3 och forsoker anvinda
detta antagande for att visa att pastaendet i sa fall dr sant for k + 1 stycken
punkter. I fall vi har lyckats visa att pastaendet ar sant for basfallet med 3
punkter sa foljer det darfor att pastaendet dven dr sant for 4 punkter. Om
pastaendet ar sant for 4 punkter sa foljer det dérefter att det dr sant for 5
punkter och dérfér d&ven for 6 punkter, och sa vidare.

Nu nér vi forklarat metoden sa borjar vi med att bevisa att pastaendet &r
sant i basfallet med tre punkter. Enligt Sats 3.2.3 &r det konvexa holjet av tre
punkter som inte ligger pa en linje en triangel vilket &r en polygon. Darmed
ar pastaendet sant i basfallet n = 3.

Det aterstar att visa att satsen ar sann for k + 1 stycken punkter givet anta-
gandet att satsen dr sann for k stycken punkter. Antag dérfor att satsen &r
sann for k stycken punkter och att x1,x2, ..., Xk, Xg41 8r k+1 stycken punkter
som inte alla ligger pa en linje. Eftersom inte alla punkterna ligger pa en linje
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sa kan vi ordna dem sa att atminstone xi, X5, och x3 inte ligger pa en linje.
Lat
P=Mx1+ AoXo+ ...+ Apr1Xpr1

vara en punkt i det konvexa holjet K = K(xq,...,X;1+1). Precis som tidigare
far vi tva fall.

Om)\kH:léir)\l:AQ:...:Ak:Osép:ka.

Om Apy1 # 1 kan vi skriva

A1 Ak
Arxi+. AN, = (1-Agg1) (mxl +o+ m&c) = (1-A\ps1)y
— Akt — Ak+
dir y = 1_’)\\2+1x1 o 1_’)\\’Z+1xk. Lat p; = 1—§§;+1 for i =1,2,...,k Davi

har att pu; >0 for alla ¢ = 1,2,...,k och

A A A oA 1—X
:71++ k = 1+ + k: k+1:1
1 — Ayt L= Agy1 T — Agg1 T— Agg1

M1+t g

sa foljer det att y ligger i det konvexa holjet

k
Ml,---,,&kZOOCh Z:ukzl}
i=1

K(xq,...x) = {,ulxl + o Xy

Enligt antagandet sa #r K(x1,...xx) en polygon eftersom det &r det konvexa
holjet av k stycken punkter som inte alla ligger pa en linje da x1, x9 och x3
inte ligger pa en linje. Nu foljer det att punkten

P=MX1+ .+ N1 X1 = (1= A1)y + M1 Xnp1

ligger pa linjesegmentet mellan y och xi1 och nér vi varierar vara A; far
vi alla mojliga linjesegment fran polygonen K(xi,...,xy) till punkten xj1.
Detta ger en polygon med som mest k + 1 stycken horn.

Nu foljer pastaendet for alla n > 3 genom induktion. O

A.2 Att rdkna gitterpunkter i konen 6ver en tetraeder

I Kapitel 6 visade vi Hjilpsats 6.3.1 och Sats 6.3.3 som handlade om att
rakna gitterpunkter i konen Over ett linjesegment. Foljande satser dr analoga
pastaende for att rikna gitterpunkter i konen 6ver en tetraeder. Ladsaren upp-
manas att jamfora bevisen som f6ljer med bevisen av Hjdlpsats 6.3.1 respektive
Sats 6.3.3 och notera deras likheter.

Hjilpsats A.2.1. Ldt P = K(v1,va,v3,v4) C R? vara en tetraeder. Dé kan
varje gitterpunkt x i konen Kon(P) pa ett unikt sditt skrivas som

P+ X1 +X2+ X3+ X4
ddr p dr en gitterpunkt 1 mdangden
Q= {7’1(V1, 1) + 7‘2(V2, 1) + 7’3(V3, 1) + 7‘4(V47 1) ‘ 0<ri,ro,ry,rg < 1}

och x; dr en gitterpunkt i L; = Kon(v;) fori=1,2,3,4.
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Bevis. Fran Ovning 6.7 giller det att x; = n;(vy,1) for ¢ = 1,2,3,4 dar
ni,no, ng, Ny € N. Forst visar vi att att varje gitterpunkt x i konen 6ver P kan
skrivas pa formen p+ni(vy,1)+na(ve, 1)+ns(vs, 1)+n4(va, 1). Dérefter visar
vi att varje punkt pa formen p + ni(vi, 1) + na(ve, 1) + n3(vs, 1) + na(vy, 1)
faktiskt &r en gitterpunkt i konen 6ver P.

Tag en gitterpunkt x = (1, 22, 3, 24) € Kon(P) NZ*. D4 &r
(xl, T2, T3, a;4) =k (Vl, 1) + kQ(VQ, 1) + kg(Vg, 1) + k4(V4, 1)

for ett unikt val av reella tal k1, ko, k3, k4 > 0. Eftersom k; &r ett reellt tal kan
vi dela upp det i dess heltalsdel nq och dess decimaltalsdel 0 < r; < 1 s& att

ki=n1+m7.

P& samma sétt ar k; = n; +7r;, ddrn; € Noch 0 <r; <1 for allai=1,2,3,4.
Vi kan nu skriva
x = ki(vy,1) + kg(Vg, 1) + ks(vs, 1) + k4(V4, 1) =
= (n1 + 7‘1)(V1, 1) + (ng +r2)(ve, 1) + (ng +1r3)(vs, 1) + (n4 + 7’4)(V4, 1) =
= (nl(vl, 1) + na(va, 1) + ng(vs, 1) + ng(vy, 1))+
+ (r1(vi,1) + r2(ve, 1) 4+ r3(vs, 1) + r4(vy, 1))
dér vi ser att punkten v = ny(vy,1) + na(ve, 1) + n3(vs, 1) + na(va, 1) dr en
gitterpunkt da dess koordinater &r summor av produkter av heltal. Vidare &r
punkten p = r1(v1, 1) +ro(ve, 1) +73(vs, 1) +74(vy, 1) per definition en punkt
i méangden Q). Da p &r en differens av tva gitterpunkter,
pP=x-V,
sa foljer det att dven p = ri(vy,1) + ro(ve, 1) + r3(vs, 1) + rg(vy, 1) dr en
gitterpunkt. Darmed har vi att
p =r1(v,1) +7r2(va, 1) +7r3(vs, 1) +r4(vs, 1) € QN ZY

Saledes har vi visat att en godtycklig gitterpunkt x i konen 6ver P kan skrivas
pa formen

x =p+ni(vi,1) +na(ve,1) + n3(vs, 1) + ng(va, 1)

dér ny,n9,n3,n4 € N och p dr en gitterpunkt i Q.

Slutligen maste vi visa att for varje gitterpunkt p € @ och for alla val av
ny,ne,ns,ng € N géller att x = p+nq(vy, 1) +na(ve, 1) +n3(vs, 1) +ng(vy, 1)
ligger i konen. Pa grund av hur méngden @) ar definierad har vi att punkten p
kan skrivas pa formen p = r1(v1, 1) +r2(va, 1) +73(vs, 1) +r4(vy, 1) for nagra
tal ri,r9, 73,74 med 0 < rq,7r9,7r3,74 < 1. Ddrmed ar

x =p+ni(vy, 1) +ng(ve, 1) + n3(vs, 1) + ny(vy, 1) =
= (n1 + 7’1)(V1, 1) + (n2 + 7‘2)(V2, 1) + (ng + T3)(V3, 1) + (n4 + 7’4)(V4, 1).

Later vi k; = n; +r; for i = 1,2,3,4 far vi att
x =ki(vi, 1) + ka(ve, 1) + k3(vs, 1) + ka(va, 1)

dér kq, ko, k3, k4 > 0 sd x &r en punkt i konen per definition. ]
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Sats A.2.2. Ldt P = K(v1,va,v3,vs) C R3 vara en tetraeder. Om vi infor
L; = Kon(v;) fori=1,2,3,4 sa gdller att

SKOH(P) (57 t) = SQ(Sv t) ’ SL1 (57 t) ) SLQ (57 t) ) SLS(Sv t) ’ SL4 (87 t)
dir Q@ = {r1(vi,1) + ro(va, 1) + r3(vs, 1) + ra(vy, 1) | 0 < ry,ro, 73,74 < 1}

Beuis. Detta foljer direkt fran Hjélpsats A.2.1. O

A.3 Triangulera en polyeder

Vi kommer i det har kapitlet visa att varje polyeder kan trianguleras, se Defi-
nition 7.1.1. For att gora detta borjar vi med att definiera pyramiden 6ver en
polygon i R3.

Definition A.3.1. Lat P = K(x1,...,%,) C R3 vara en polygon och it v
vara en punkt i R3. Om K(x1, . ..,X,, V) &r en polyeder, och allts inte en poly-
gon, sa definierar vi en pyramid dver P att vara K(PUv) = K(x1,...,Xp, V).

Exempel A.3.2. Lat P =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)) och v = (0,0,1). Da
arT=K(PUv)=K ((0,0,0), (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) en pyramid éver P
eftersom T &r en tetraeder, vilket &dr en polyeder.

v =(0,0,1)

(0,0,0) (0,1,0)

(1,0,0)

Exempel A.3.3. Lat
P=K((-1,-1,-1),(-1,1,-1),(1,-1,-1),(1,1,-1))
och v =(0,0,0). Da & K(P Uv) pyramiden 6ver P nedan.

\%
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A

Exempel A.3.4. Lat P =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)) och v = (1,1,0). Da
ar K(PUv) =K ((0, 0,0),(1,0,0),(0,1,0), (1,1, 0)) en kvadrat, vilket inte &r
en polyeder. Dérfor ar K(P U v) inte en pyramid éver P eftersom K(P Uv)
inte &r en polyeder.

(1,0,0)

A

Vi ska nu anvidnda de pyramider vi definierat for att visa att varje polyeder kan
trianguleras. Lasaren uppmuntras att ldsa igenom Exempel 7.1.4 innan beviset
av foljande sats eftersom tekniken vi kommer anvénda &r en generalisering av
metoden vi anvinde i det exemplet.

Sats A.3.5. For varje polyeder P finns det en triangulering Ap av P sa att
for varje T'€ Ap dr hornen av T ocksa horn i P.

Bevis. Lat P vara en polyeder. Vi kommer triangulera P genom att forst dela
in P i pyramider.

For att gora detta viljer vi ett horn v i P och konstruerar alla mgjliga pyra-
mider pa formen Qr = K(F Uv) dir F &r en fasett av P som inte innehaller
v. Vi noterar forst att pyramiderna pa den hér formen ger en uppdelning av P
i en union av pyramider. Detta foljer av att om x &r nagon punkt i P som inte
ar lika med v sa ligger linjesegmentet L fran v till x i P eftersom P &r konvex.
Om vi forlanger linjesegmentet L kommer detta till slut att skidra nagon fasett
F av P som inte innehaller v. Vi illustrerar detta nedan.
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Fran definitionen av pyramider foljer att x ligger i pyramiden K(F U v). Ef-
tersom x var godtycklig drar vi slutsatsen att

P:QF1UQF2U"'UQFk

dar Fy, Fy, ..., Fy, ar fasetterna i P som inte innehaller v.

Givet ovanstaende konstruktion ricker det att visa att vi kan triangulera pyra-
miderna pa ett sadant sitt att tetraedrar som ligger i olika pyramider uppfyller
det andra kravet i Definition 7.1.1.

Lat dérfor Qp = K(F'Uv) vara en pyramid 6ver en fasett F'. Eftersom F' dr en
polygon vet vi fran Kapitel 2 att vi kan hitta en triangulering av polygonen F'
utan att introducera nya horn. Vi borjar med att vélja en sddan triangulering,
det vill sdga en mingd Ap som bestar av trianglar vars union &r F. Tag en
triangel T' € Ap. Da dr Rp = K(T'Uv) en tetraeder. Vi pastar att mingden
Ag, = {Rr = K(T'Uv) | T € Ap} &r en triangulering av Qp. For att
kontrollera detta pastaende behover vi kontrollera att mangden Ag,. uppfyller
de bada kraven i Definition 7.1.1.

Vi borjar med att visa att Qp = URTEAQF Ry.
Inklusionen Qp O URTEAQ Ry foljer av att Qr 2 Ry for alla Ry € Ag,..
F

For att visa inklusionen Qp C (J Rreha, Ry viljer vi en godtycklig punkt
X € Qp och visar att x € Ry for nagot Rp. Later vi F ha hornen xq,...,x, sa
gilller att Qr = K(v,x1,...,X,). Da x € Qp kan vi dérfor skriva x pa formen
X = AV+ANX1+...+ X, f0r nagra Ag, A1,..., A\p > 0med Ag+...+ A, = 1.
Om x = v sa ligger x i Ry for alla R7 i Ag,. Om x inte &r lika med v sa ar
Ao # 1. Vi noterar da att x kan skrivas som

x=Nv+(1—=X)y

dar y = ﬁ()\lxl + -+ ApXp), vilket d&r samma typ av omskrivning som
vi anvinde oss av i beviset av Sats 3.2.3. Vitsen med omskrivningen ar att
eftersom \g + A1 +---+ X\, = 1 sa ar

1 1
T ) =

(1-Xo) = 1.

Med andra ord géller att y € K(xy,...,x,) = F. Da Ap &r en triangulering
av F sa betyder det att y € T for nagon triangel T i Ap. Da x ligger pa
linjen mellan y och v sa har vi att x € Ry = K(T'U v). Detta visar att Ag,,
uppfyller forsta delen i definitionen av en triangulering.

For att kontrollera andra delen i definitionen konstaterar vi att det for varje
par Ry, Ry € Ag, géller att

RlﬂRQZK((RlﬂRgﬂF)UV),

vilket lasaren kan kontrollera fran definitionerna. Vidare dr R N Ry N F' det-
samma som skdrningen mellan tva trianglar i trianguleringen Ap, sa vi har
att R1 N Ro N F dr en sida av bade Ry N F och Ry N F. Darfor ar

K ((RiNRyNF)UV)
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en sida av bade R; och Rs. Detta ger oss en triangulering av pyramiden Q.
Detta kan illustreras i fallet med en pyramid i en kub da vi far att pyramiden
kan trianguleras som i foljande figur.

Slutligen behéver vi visa att unionen av trianguleringarna av pyramiderna
verkligen &r en triangulering av P. Men det foljer omedelbart av hur vi kon-
struerade trianguleringarna av pyramiderna eftersom tva tetraedrar fran tva
olika pyramider ), och QF; skiir varandra om och endast om de skér varand-
ra i v eller motsvarande fasetter skir varandra i ett horn eller en kant som
ligger i bada tetraedrarna. O
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Forslag till vidare lasning

Det mesta av teorin om Ehrhartpolynom som vi sett i detta kompendium
aterfinns 1 boken Computing the Continuous Discretely av Beck och Robins.
Tyvérr dr boken ganska svarliast och kan vara svartillgdnglig om man &r ovan
vid hogredimensionell geometri. For den som vill veta mer om Ehrhartteori
kan speciellt bokens forsta del vara av intresse. Lisaren kan hér hitta manga
spannande satser som inte fick plats i det hir kompendiet. Dessa satser be-
skriver till exempel hur man geometriskt ska tolka Ehrhartpolynomet Lp(n)
for negativa heltal n.

Biggs bok Discrete Mathematics anvinds ofta som kursbok i grundkurser i
kombinatorik pa hogskolan och tar upp flera &mnen inom diskret matematik.
Den borjar pa samma séitt som detta kompendium med méangdteori och gar
sedan igenom olika &mnen sasom funktioner, primtal och olika rdknetekniker.
Dérefter forklarar den flera olika algebraiska objekt sasom grupper, ringar och
kroppar. Det &r en trevlig bok som inte kraver nagra sérskilda forkunskaper.

Pa KTH finns en kurs i linjéar algebra for gymnasister. Det kompendium som
anvéands i kursen finns fritt tillgingligt pa internet och passar utmérkt som
en forsta introduktion till &mnet. En bra motivation for att ldra sig linjéir
algebra &r att @mnet beskriver hur man effektivt 16ser ekvationssystem av
manga linjara ekvationer. Sddana kunskaper ger ocksa en djupare forstaelse
for de utrdkningar som dyker upp i det hir kompendiets sista kapitel.

Analys i flera variabler av Persson och Boiers gar igenom derivator och inte-
graler for funktioner i flera variabler. Speciellt ger boken en ordentlig definition
av volymer av kroppar i tre dimensioner. Boken antar att man forst ldst boken
Analys i en variabel av samma forfattare.

[1] Matthias Beck & Sinai Robins: Computing the Continuous Discretely.
Springer, 2007

[2] Norman L. Biggs: Discrete Mathematics. 2:a upplagan. Oxford University
Press, 2002.

[3] David Rydh och Roy Skjelnes: Linjir Algebra - Tio forrditter och tva efter-
ratter. KTH

[4] Arne Persson & Lars-Christer Boiers: Analys i flera variabler. 3:e uppla-
gan. Studentlitteratur AB, 2005

Bockerna ovan finns att lana pa KTH:s huvudbibliotek. Biblioteket dr 6ppet for
alla och ligger pa Osquars backe 31. Kompendiet Linjdir Algebra - Tio forrdtter
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Sakregister

antagande, 8
axiom, 8

bevis, 6
boll, 32

cirkelskiva, 4

delméngd, 1
disjunkta méngder, 2

Ehrhart
-funktionen, 40
-polynom, 73
-serien, 46
Ehrharts sats, 72
ekvivalent, 7

element, 1

enhetskuben, 41

euklidiska
d-rummet, 35
planet, 4

rummet, 32

fasett, 33
Fibonaccisekvensen, 44
fyrdimensionell kub, 37

genererande funktionen, 42

gitter, 15, 32, 35

hojd, 58
hoérn, 14, 33
heltal, 2

implicera, 7
inre punkt, 5, 32

kant, 14, 33

kon, 58

konvex méngd, 5
konvext hdlje, 29

linjesegment, 4, 36

méngd, 1
delméngd, 1
disjunkt, 2
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konvex, 5
snitt, 2
union, 2

naturliga tal, 2

om och endast om, 7
origo, 4, 32, 36

pastaende, 6

Picks sats, 23
platonsk kropp, 34
polyeder, 33, 36

gitter-, 33
polygon, 14, 36

gitter-, 15
polytop, 36

gitter-, 36
postulat, 8
randen, 5, 32

randpunkt, 5, 32
rationella tal, 3
reella tal, 3
regelbunden
polyeder, 34
polygon, 15
polytop, 37

rummet, se euklidiska rummet

sida, 33
snitt av méangder, 2
summasymbolen, 3

tal
hel-, 2
naturligt, 2
rationellt, 3
reellt, 3

talplanet, se euklidiska planet

tetraeder, 34
triangulering, 22, 69

union av méngder, 2

uppforstoringen av en polytop, 39

vikt, 17



