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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2016-2017 och bestar av sju ka-
pitel. Kompendiet dr en omarbetad version av Joakim Arnlind, Tomas Ekholm
och Andreas Enbloms kompendium ”Reella tal”, som anvindes som kurslitte-
ratur till KTH’s Matematiska Cirkel under ldsaret 2005-2006.

Kompendiet dr inte ténkt att lisas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pa de sju foérelésningarna. En bra idé
kan vara att forsoka ldsa varje kapitel sjilv innan foreldsningen, sa att man
redan innan vet vad malet med foreldsningen &r och vad som kan visa sig vara
svart.

Som den mesta matematik pa hogre niva #r kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan lédsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa dr ordnade efter un-
geférlig svarighetsgrad: 6vningar kan ha en (x), tva (xx) eller tre (%xx) stjdrnor.
Dessutom har de udda 6vningarna facit ldngst bak i kompendiet. Syftet med
dessa dr att eleverna ska kunna losa dem och pa egen hand kontrollera att
de forstatt materialet. Ovningar med jimna nummer saknar facit och kan
anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man forsoker 16sa
dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast kan
man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon av forfattarna.
Under arets gang kommer det att finnas réknestugor dér eleverna kan losa
uppgifter tillsammans, och f& hjalp av oss.

Vi vill dock betona att fa av uppgifterna &r helt enkla. Detta betyder att
ldsaren inte bor titta i facit efter nagra fa minuter, utan att forst prata med
kompisar om uppgiften, kanske ldgga den at sidan ett tag och tdnka pa annat,
och sedan forsoka lite till. Dessutom innebér det att fa av eleverna kommer
att kunna klara samtliga uppgifter, sa ett krav pa att eleven ska ha lost alla
uppgifter bor inte inga i examinationen. Dock rekommenderar vi starkt att
alla elever atminstone tittar pa och forsoker sig pa alla dvningar.

De flesta 6vningar kommer att ha manga olika mgjliga 16sningar och det som
star i facit bor endast ses som ett forslag.

Vi tackar Mats Boij och Gustav Sesedén Stahl, Institutionen for Matematik
vid KTH och Sara Woldegiorgis vid Matematiska institutionen pa Stockholms
universitet for givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL, i dagligt tal benimnd Cirkeln, &r en
kurs som kommer fran ett nytt samarbete mellan Kungliga Tekniska hogskolan
och Stockholms universitet. Cirkeln har tidigare funnits under KTH:s ensam-
ma regi med namnet KTH:S MATEMATISKA CIRKEL men bytte namn i fjol.
Upplédgget kommer dock fortséitta som tidigare ar.

MATEMATISKA CIRKELN startade 1999. Dess ambition &r att sprida kunskap
om matematiken och dess anvindningsomraden utéver vad eleverna far genom
gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare samarbete mellan gymnasiesko-
lan och hogskolan. Cirkeln skall sérskilt stimulera elevernas matematikintresse
och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga och matematiska studier.
Lérarna pa Cirkeln kan vid behov ge eleverna forslag pa &mnen till projektar-
beten vid gymnasiet eller forslag till annan forkovran inom matematik.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna. Det-
ta material, foreldsningsschema och 6vriga uppgifter om STOCKHOLMS MA-
TEMATISKA CIRKEL finns tillgdngligt pa

www.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkénns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln som en
kurs och det dr ldrarna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna &r
sjalvklart ocksa vdlkomna till Cirkeln och manga har kommit verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsittning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att ldrarna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt éver gym-
nasienivan. Meningen &r emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att lira in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &r att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning ar att lirarna med denna
utgangspunkt skall ha ldttare att upplysa intresserade elever om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL och dvertyga skolledarna om vikten av att lata bade
elever och larare delta i programmet.



Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssiattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvinder sig av samma standard som
de gor nér de satter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istallet dr att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
ldsningarna och att eleven gor sitt béasta for att forsta materialet och losa
uppgifterna, blir betygséittningen ldttare. Sjalvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men lararna kan bara forvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvianda de officiella kriterierna:

Betyg E: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Betyg C: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan redovisa
dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa losningar pa
problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven haller foredrag
infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin matematiklirare.

Betyg A: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kursen och lamnar
skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller limnar 1osningar pa pro-
blem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven haller foredrag
infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Betyget B ges till elever som uppfyllt kraven for betygssteget C och en 6ver-
vigande del av kraven for betygssteget A. Pa samma sétt fas betyget D om
kraven for E &r uppfyllda och en 6vervigande del av kraven for C.

Det dr ocksa till exempel mojligt att skolorna samarbetar, sa att elever fran
en skola redovisar eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2016



Introduktion

Vart mal i detta kompendium &r att undersoka fragan:
Vad dr ett tal?

Kanske tycker ldsaren att detta dr en fraga med ett uppenbart svar, men fak-
tum Ar att synen pa vad ett tal dr har forandrats kraftigt under ménsklighetens
historia.

De forsta talen som anvindes dr de positiva heltalen, det vill séga de tal som
vi raknar antal med. Att talet noll ocksa ar ett tal var dock inte sjilvklart, det
uppstod forst genom anvindning inom positionssystem, det vill sdga talsystem
dér positionen av en siffra avgor viardet som den representerar. Den indiska
matematikern Brahmagupta (cirka 598-668) var formodligen bland de forsta
att studera de aritmetiska egenskaperna hos talet noll.

Att subtrahera positiva tal fran varandra gjordes tidigt, men att negativa tal
ar tal i sig sjélva, eller 16sningar till ekvationer, betraktades fortfarande som
absurt pa 300-talet i Grekland. Diremot var positiva rationella tal — positiva
braktal — populéra bland matematiker i antikens Grekland, vilka ansag att alla
tal dr rationella. Nar anhéngare till Pythagoras insag att det finns tal, sa som
V/2, som inte &r rationella, betraktades detta som ett katastrofalt resultat.

Det skulle drgja dnda till ar 1872 innan den tyska matematikern Richard
Dedekind (1831-1916) med flera gav en ordentlig konstruktion av de reella
talen. De reella talen utgors av alla tal pa tallinjen och innehaller férutom
de rationella talen dven irrationella tal. Komplexa tal anvindes i smyg redan
fran 1500-talet och de sa kallade kvaternionerna konstruerades 1843, men bada
dessa talméngder forutsétter existensen av de reella talen.

Idag anser formodligen de flesta sig ha en hyfsat klar bild av vad tal &r och
hur man anvénder dessa i berikningar. Inom matematiken stravar man dock
alltid efter att ha sa tydliga definitioner som mdjligt av de objekt man arbetar
med. Vi kommer dérfor att i detta kompendium ge rigorosa — det vill sédga
mycket noggranna — konstruktioner av olika typer av tal'. Med en konstruk-
tion av ett matematiskt objekt, som exempelvis en uppséittning tal, avses en
beskrivning av objektet i fraga med hjilp av den méngdlara som vi kommer
ge en introduktion till i kapitel ett.

Nar vi sedan konstruerat dessa talméngder kommer vi att undersoka deras
egenskaper, sa som vilka riknelagar de lyder under och hur vl lampade de &r
for att 16sa olika slags ekvationer.

Kompendiets syfte ér inte att ge ett uttémmande svar pa den filosofiska fragan
om vilka matematiska objekt som bor betraktas som tal. Det ger istéllet en
introduktion till en mojlig vég att ga i konstruktionen och studiet av diverse
talméngder. Andra mojliga generaliseringar av talbegreppet sa som p-adiska
tal, transfinita tal och hyperreella tal behandlas inte.

Det bér papekas att vi i detta kompendium inte foljer den historiska utvecklingen helt
och hallet. Till exempel borjar vi inte med de positiva heltalen, utan vi utgar istéillet fran de
naturliga talen, vilka &ven inkluderar talet noll.



Resten av denna introduktion utgors av en kort sammanfattning av innehallet
i kompendiet.

Det forsta kapitlet behandlar matematisk bevisféring och teorin om méngder.
Kapitlet innehaller dven ett bevis av att /2 inte &r ett rationellt tal.

Kapitel tva inleds med en konstruktion av heltalen ...—3,—2,—1,0,1,2,3...
fran de naturliga talen 0,1,2,3....2 Det visar sig vara betydligt mer invecklat
att konstruera de negativa talen &n att sétta ett minustecken framfor ett po-
sitivt tal. Déarefter kommer vi att konstruera de rationella talen. I kapitel tre
fortsétter vi att studera de rationella talen och deras egenskaper.

I kapitel fyra kommer vi till en av kursens hojdpunkter, ndmligen den detal-
jerade konstruktionen av de reella talen. Dérefter kan vi i kapitel fem visa att
de reella talen &ven kan representeras som decimaltal. Kapitel sex dgnas at att
studera de sa kallade algebraiska och transcendenta talen, samt att visa att
de reella talen ar "fler” &n de naturliga talen.

I kapitel sju avslutar vi kursen med att blicka mot hogredimensionella tal,
nidmligen tal i dimension tva (komplexa tal), fyra (kvaternioner) och atta (ok-
tonioner). Vi kommer att visa att talen vid varje férdubbling av dimensionen
forlorar en visentlig egenskap som de reella talen atnjuter.

2Vi kommer i detta kompendium att ta existensen av de naturliga talen for given, men det
ar dven mojligt att konstruera de naturliga talen fran méngdliaran. En sadan konstruktion
presenteras i Appendix B.



1 Grundliggande begrepp och bevisforing

I det hér kapitlet kommer vi att ge en introduktion till matematisk bevisforing.
Innan dess kommer vi dock att introducera lite terminologi. I matematiken
anvander man ofta mdngder som ett bekvamt sprak for att beskriva saker och
ting, och detta kommer vi ocksa att gora i detta kompendium. Vi borjar déarfor
med att beskriva denna teori.

1.1 Maingder

Lat oss titta pa ett av de mest grundldggande begreppen i matematiken,
namligen méngder. En mdngd ar en samling objekt, som till exempel tal, och
dessa objekt kallar vi for element i médngden. Det enklaste séittet att beskriva
en méangd ar att rikna upp dess element. Ett sadant exempel &r

A=1{1,3,a,7}.

Detta betyder att A &r en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Vi
bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed giller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

En méngd kan ocksa ha odndligt manga element, och da gar det inte att skriva
ned alla element. Ett exempel pa en oandlig méngd &r de sa kallade naturliga
talen

N={0,1,2,3,...}.

De tre punkterna betyder hér att alla icke-negativa heltal ingar i méngden.

Exempel 1.1.1. Mingden som bestar av alla udda heltal mellan 0 och 10
kan skrivas som

{1,3,5,7,9}. A

Om A dr en méngd och z dr ett element i méngden A sa skriver vi x € A och
siger att x tillhor A. Exempelvis géller b € {a, b, 10,3}. Att ett objekt z inte
tillhor méangden A skrivs x € A. Den tomma mdngden innehaller inga element
och betecknas 0.

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méangder. Om alla element i méngden
A ocksa ar element i méngden B sa sidgs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} dr en delmingd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Ett anvindbart sétt att beskriva en méngd dr som en delméngd av en annan
méngd. Det finns ett speciellt skrivsitt for detta, ndmligen

{z € D | villkor pa x}.



Med detta menar man delméngden bestaende av de element i médngden D som
uppfyller de givna villkoren. Strecket | utldses "sa att”. Som exempel kan vi
definiera

B={ne{1,2,3,...} | n ér udda},
och

C={ye{l,2,3,4} [y>2}.

Méangden B dr delméngden av de positiva heltalen som bestar av alla udda
positiva heltal, medan C' dr delméngden av {1,2,3,4} bestaende av element
storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C = {3,4}.

Exempel 1.1.4. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {z € A | = > 10}. D&
dar B = {12,18,4711} medan {x € A | x < 3} = . Vidare har vi att 4 € A
men 4 ¢ B. A

Definition 1.1.5. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B bestar
av de element som ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B. Snittet
av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och betecknas
AN B. Differensen av A och B bestar av alla element som ligger i A men inte
ligger i B, och betecknas A\ B. Mingderna A och B kallas for disjunkta om
ANB=0.

Exempel 1.1.6. Lat A = {1,3,5,6}, B = {5,8,3,4711} och C = {2,4,7,8}.
Di har vi AUB = {1,3,5,6,8,4711}, AN B = {3,5}, BN C = {8} och
méngderna A och C &r disjunkta. Dessutom géller att A\ B = {1,6} och
B\ A = {8,4711}. Till skillnad fran unionen och snittet &r differensen av tva
méngder inte symmetrisk i A och B. A

Ett anvindbart sitt att askadliggéra union, snitt och differens &r med hjéilp
av sa kallade Venndiagram, som visas i Figur 1.1 och Figur 1.2.

Figur 1.2: Venndiagram som askadliggor (a) A\ B och (b) B\ A.



1.2 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om bevis av matematiska pasta-
enden; varje foreldsning kommer att innehalla flera bevis, och majoriteten av
Ovningsuppgifterna gar ut pa att bevisa nagonting. Detta innebér antagligen
en omstéllning fran tidigare kurser i matematik. Sa vad &ar da ett bevis egent-
ligen? Har &dr en mojlig definition.

Definition 1.2.1. Ett bevis av ett pastaende ar en logisk slutledning som leder
fran en 6verenskommen uppséttning av antaganden fram till pastaendet.

Det forekommer flera viktiga ord i féregaende definition. Lat oss diskutera
dem ett i taget.

Definition 1.2.2. Ett pastaende &r en logisk utsaga som antingen &r sann
eller falsk.

Exempel 1.2.3. Hér dr nagra exempel pa pastaenden:
(i) 24+ 5B > —C2.

)

(i) X C(YnZ).

(iii) Alla jimna tal dr delbara med 2.
)

(iv) Alla jamna tal dr delbara med 3.

Av dessa vet vi inte om de forsta tva ér falska eller sanna, eftersom vi inte vet
vad A, B, C' respektive X, Y, Z betyder. Det tredje pastaendet dr sant eftersom
varje jaimnt tal kan skrivas som 2n for nagot heltal n. Pastaende (iv) &r dock
falskt: ett motexempel ges av det jimna talet 2 som ej ar delbart med 3. A

Exempel 1.2.4. Hir dr ocksa nagra exempel pa saker som inte dr pastaenden.

(i) 22 +6x+5

(ii) Méngden av alla jaimna tal. A

Pastaenden kan kombineras pa manga olika sédtt, som paminner om de sétt
vi kan skapa nya mingder av gamla genom operationerna N, U och \. Till
exempel kan vi sétta tva pastaenden bredvid varandra och skriva ordet ”och”
emellan, och vi far ett nytt pastaende. Ett annat ord man kan sidtta mellan
tva pastaenden dr "eller”. En annan sak man kan gora dr att skriva ”Det &r
inte sant att...” fore ett pastaende, och detta ger ocksa ett nytt pastaende.

Men viktigast av alla sidtt att skapa nya pastaenden ur gamla ar kanske
féljande.

Definition 1.2.5. Lat P och () vara tva pastaenden, till exempel nagra av
de som stod i var lista. Med P = (@ menar vi foljande pastaende: ”om
pastaendet P dr sant, &r dven pastaendet () sant.” I ord séger vi att P impli-
cerar @ eller att P medfor Q. Om P = @ och Q = P sa skriver vi att
P << Q.1 ord séger vi att P giller om och endast om @ géller, alternativt
att P och Q &ar ekvivalenta.



For varje par av pastaenden P och @ far vi alltsa ett nytt pastaende, P = Q.
Sanningshalten av P = (@ kan utldsas ur Tabell 1.

P Q P = @

sant sant sant
sant | falskt falskt
falskt | sant sant

falskt | falskt sant

Tabell 1: Hur P = @ beror pa P och Q.

Ur Tabell 1 ses speciellt att P — @ alltid &r sant om P &r falskt. Detta
kan verka ointuitivt till en borjan. Ett motiverande exempel for denna princip
kan vara foljande mening som man kan fa hoéra pa en biograf: ?Om du har en
mobiltelefon med dig, &r den avstidngd?” Om man inte har sin mobiltelefon
med sig skall man alltid svara ”Ja”, oavsett om man har stdngt av den eller
inte.

Exempel 1.2.6. Det giller att
50 +b=0 = 5a = —b.

Hér géller d&ven den omvénda implikationen, sa vi hade kunnat skriva <=
i stéllet for = . Vi har ocksa att

5a = —b = bac = —bc,

men hér &r omvindningen inte nédvandigtvis sann. For att ga fran det hogra
pastaendet till det vianstra maste vi namligen dela med ¢, vilket vi inte vet dr
tillatet om vi inte vet att ¢ # 0. Vi har dock att

5ac = —bc och ¢ # 0 = ba = —b. A
Exempel 1.2.7. Pastaendet
7>2 = (Alla jidmna tal &r delbara med 3)

ar falskt, eftersom det forsta pastaende dr sant medan det andra &r falskt.
Dock ar pastaendet

(Alla jimna tal &r delbara med 3) = 7> 2

lustigt nog sant enligt var definition av = . A

Exempel 1.2.8. For varje pastaende P giller att pastaendet P = P ar
sant, oavsett om P ar sant eller inte. A

Definition 1.2.9. En logisk slutledning &r en sekvens av pastaenden
P15P2a---aPn

med egenskapen att pastaendet P; = P,y dr sant for alla 4.



Definition 1.2.10. Ett antagande dr ett pastaende som vi férutsétter dr sant.
Ibland kallas dessa synonymt for axiom eller postulat.

Vi vet nu alltsa vad ett bevis av ett pastaende @ &dr: det ar en kedja av mindre,
enklare pastaenden som later oss dra slutsatsen att () dr sant, endast utgaende
ifran en mindre uppsittning antaganden som vi i forviag har bestamt oss for
att starta med.

Exempel 1.2.11. Antag att 371 = 6 och att vi vill visa att z = 4. Lat
pastaende P; vara ”37“” = 67, P, vara "3z = 12” och P3 vara "x = 4”. Da
géller att pastaendet P, = P» &r sant eftersom vi kan ga fran den forsta
likheten till den andra genom att multiplicera bada leden med 2. Pa samma
sitt har vi att pastaendet P, = Ps &r sant eftersom vi kan ga fran P till
P5 genom att dividera med 3. Darmed har vi skapat en logisk slutledning som
visar att om vi antar att P; dr sant sa ar dven P3 sant. A

Néar vi skriver ett bevis brukar vi dock inte bara skriva en lang foljd av
pastaenden med = mellan — i stéllet brukar man forsoka uttrycka be-
viset i vanliga ord och meningar. Symbolen = byts till exempel ut mot
konstruktioner som ”vilket innebér att...” eller ”eftersom... sa...” eller ”fran
vilket vi drar slutsatsen att...”, och sa vidare.

7

Speciellt virt att ndmna &r begreppet motsdgelsebevis. Detta &r en speciell
bevisteknik dir man i stillet for att visa att ett pastaende P &r sant, sa
bevisar man att det inte kan vara falskt. Med detta menar vi att man borjar
med antagandet att P inte géller, och forsoker att hirleda ett pastaende som
man vet inte stdmmer, till exempel att 0 = 1. Enligt Tabell 1 sa kan bara ett
falskt pastaende implicera ett falskt pastaende, sa vart antagande att P inte
géillde maste ha varit falskt.

1.3 Ett bevis

Vi avslutar kapitlet med att bevisa att v/2 inte kan skrivas som en kvot av tva
heltal.

Sats 1.3.1. Det finns inga heltal a och b sa att

<%>2 — 2. (1.1)

Beuvis. Beviset ér ett motsigelsesbevis. Vi antar motsatsen till det vi vill visa,
det vill sidga vi antar att det faktiskt finns heltal a,b sa att ekvation (1.1)
géller, och hirleder en motsagelse. Dérifran drar vi slutsatsen att a, b med den
egenskapen ej kan finnas.

Vi kan anta att a &r det minsta mojliga positiva tal sa att ekvation (1.1) &r
uppfylld. Ekvation (1.1) dr ekvivalent med ekvationen a? = 2b?, och eftersom
hogerledet i den senare ekvationen #r ett jamnt tal, sa maste a® vara ett jamnt
tal, vilket medfor att a dr ett jimnt tal, sa a = 2¢ for nagot positivt tal c. Vi
erhaller da ekvationen 2%2¢? = 2b? vilket ger 2¢?> = b?. Eftersom vinsterledet
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nu dr jimnt, maste da dven hogerledet vara jamnt, och vi far att b = 2d for
nagot d. Vi far da att 2¢? = 22d? vilket ger

Men 2¢ = a, sa ¢ < a och detta dr en motségelse, for vi antog ju att a var det
minsta positiva tal sa att ekvation (1.1) &r uppfylld. O

Ovningar

Ovning 1.1 (). Betrakta mingderna A = {1,2,3,4,...}, B ={1,3,5,7,...},
C =1{2,4,6,...} och D ={1,4,19,36,101}. Bestim

Ovning 1.2 (%). Betrakta mingderna A = {1,a} U {r} och B = {a,*}.

(i) Rékna upp alla element i A.
(ii) Rékna upp alla delméngder av A.
(iii) Vad & AU B och AN B?

Ovning 1.3 (x%). Lat N = {0,1,2,...} och lat B, = {0,1,2,...,n} for
n=20,1,2,.... Visaatt N=ByUB;UByU....

(Ledning: Tag forst z € N och visa att # € By U By U By U .... Tag sedan
r € BoUB;UByU... och visa att x € N. Anvand detta for att visa att
méngderna &r lika.)

Ovning 1.4 (). Behovs kravet att x,y > 0 for att « > y ska vara ekvivalent
med 22 > y?? Motivera med exempel.

Ovning 1.5 (x). Avgor vilka av foljande utsagor som #r pastaenden enligt
var definition av ett pastaende. Vilka av dessa dr sanna, vilka ar falska, och
vilka behover vi mer information for att avgora?

(i) Méngden av de naturliga talen.
(ii) a &r ett positivt heltal.

(iii) Talet a &r jamnt.
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(iv) Varje méngd innehaller minst ett element.

(v

(vi

Q

Q

)
)
)
(vii) x = a #r 16sningen till ekvationen 3z 4+ 5 = 11.

Ovning 1.6 (x). Anviind pastaenden fran foregaende 6vning och bilda oli-
ka sammansatta pastaenden pa formen P =— (). Hitta minst tva sadana
pastaenden som dr sanna respektive falska.

Ovning 1.7 (% x ). Lat A och B vara mingder. Vart och ett av foljande
pastaenden dr ekvivalent till exakt ett annat. Vilka hor ihop?

Ovning 1.8 (x*). Varfor fungerar inte beviset av Sats 1.3.1 for att visa att
det inte finns heltal a och b sadana att

(%)2 = 4. (1.2)

Ovning 1.9 (). Bevisa att det inte finns nagra heltal a och b sidana att

<%>2 =3, (1.3)
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2 Fran de naturliga talen till de rationella talen

Matematik bygger pa bevis: varje sats maste bevisas for att accepteras som
sann. For att bevisa en sats maste alla ingaende begrepp vara tydligt definiera-
de. Det dr dock oundvikligt att det alltid finns vissa begrepp som maste accep-
teras utan en strikt definition. Till dessa begrepp hor vanligen de grundliggande
begreppen fran méingdlaran. I de flesta kurser i matematik — &ven pa uni-
versitetsniva — ér #dven existensen av olika slags tal och dess grundliggande
aritmetiska egenskaper nagot som tas for givet.

I detta kompendium undersdker vi dock talbegreppet fran grunden och vi
utgar darfor endast fran méngdliran och de naturliga talen N = {0,1,2,... }.
En detaljerad konstruktion av N ur méngdldran samt en genomgang av deras
egenskaper finns i Appendix B. Med hjilp av de naturliga talen och teorin om
méngder kommer vi att konstruera de andra "mer avancerade” talen.

Den forsta talméngden vi kommer konstruera ér heltalen. Fér denna konstruk-
tion, samt senare konstruktioner i kompendiet, beh6ver vi en kort introduktion
till teorin om matematiska relationer.

2.1 Relationer

En relation pa en mingd A Ar ett sitt att beskriva nir tva element x,y € A
dr relaterade pa nagot siatt. Om relationen betecknas R sa betyder xRy att x
ar relaterad till y via relationen R. Innan vi ger en abstrakt definition av vad
en relation &r kan det vara pa sin plats med nagra exempel.

Exempel 2.1.1. Hir foljer tre exempel pa "relationer”?® pa méngden av po-
sitiva heltal {1,2,3,...}.

(i) Att vara mindre dn nagot annat ér en typisk relation. Exempelvis géller
3 < 4 och 2 < 4711. Har anvinder vi alltsa symbolen < istéllet for R.

(ii) Lat xRy betyda att zy = 30. Hér giller till exempel 5R6, eftersom
5.6 =30, men inte 4R7 da 4 -7 = 28 # 30.

(iii) Vi later zSy betyda att y = x 4+ 2. Som exempel har vi 254 och 9511
men inte att 255.

Som synes dr det inget som séger att relationer maste betecknas just med R.
I detta exempel betecknas de tre relationerna med <, R och S. A

Definition 2.1.2. Lat A vara en méngd. En relation pa A dr en delméingd
R C A? = {(z,y) | z,y € A}, det vill siiga en miingd som innehaller ordnade
par (z,y) av element z,y € A. Om (z,y) € R sa skriver vi zRy.

Exempel 2.1.3. Lat oss anvinda denna definition pa relationerna i Exem-
pel 2.1.1. Da giller foljande:

3Hir anvinder vi citationstecken eftersom vi hittills inte har givit en strikt definition av
vad en relation &r.
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(i) < ={(z,y) | z,y € {1,2,3,...} och x & mindre &n y}
(i) R = {(1,30),(2,15), (3,10), (5,6), (6,5), (10,3), (15, 2), (30, 1)}
(ii)) S = {(0,2),(1,3),(2,4),...}.

Dessa tre relationer betraktas alltsa som mdngder och innehaller ordnade par
(x,y) dir z,y € {1,2,3,...}. A

2.2 Ekvivalensrelationer

Definition 2.2.1. Lat A vara en méngd. En relation R pa A ségs vara en
ekvivalensrelation om den uppfyller:

(i) (Reflexivitet) For varje z € A géller xRx.
(ii) (Symmetri) Om z,y € A och xRy sa géller &ven yRzx.
(iii) (Transitivitet) Om xRy och yRz sa géller dven att zRz.

Exempel 2.2.2. Lat A = {12,12342, 11,1000, 211, 65535, 181, 222,130} och
lat R vara relationen att ha samma slutsiffra. Exempelvis har vi 11R181 och
130R130. Lat oss borja med att visa att R &r en ekvivalensrelation.

(i) Att R &r reflexiv, det vill siga uppfyller xRx for alla x € A #r klart
eftersom = har samma slutsiffra som sig sjélv.

(ii) Tag =,y € A och antag att xRy, det vill siga att = och y har sam-
ma slutsiffra. Da géller naturligtvis y Rz, alltsa att y och x har samma
slutsiffra. Detta betyder &r R symmetrisk.

(iii) For att visa transitivitet, tag z,y, z € A och antag att xRy och yRz, det
vill sdga att x har samma slutsiffra som y och att y har samma slutsiffra
som z. Givetvis har da x samma slutsiffra som z. Alltsa géller zRz.

R uppfyller ddrmed Definition 2.2.3 och &r ddrmed en ekvivalensrelation.

Definition 2.2.3. Om R &r en ekvivalensrelation pa en méngd A och x € A
sa kallar vi méngden {y € A | xRy} for ekvivalensklassen till z. Den betecknas
med [z]g eller, om det &r klart vilken relation R som asyftas, med [z].

Ekvivalensklasserna som hor till R i Exempel 2.2.2 &r
{130,1000}, {11,181,211},{12,222,12342} och {65535}. (2.1)

I sjdlva verket géller

[1000] = [130] = {130,1000}
[11] = [211] = [181] = {11,181,211}
[12] = [12342] = [222] = {12,222, 12342}
[65535] = {65535}
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Har giller alltsa A = [1000] U [181] U [12342] U [65535]. Vi ser att sa fort « och
y ar relaterade sa ér ekvivalensklassen till  samma som ekvivalensklassen till
y. Med andra ord, om xRy sa giller [x] = [y]. Vidare har de fyra mingderna
[1000], [181], [12342] och [65535] inga gemensamma element, det vill siga om
x inte #r relaterad till y sa giller [z] N [y] = O. A

En stunds eftertanke visar att detta exempel speglar det allménna fallet. Ek-
vivalensklasserna delar in méngden A i disjunkta (atskilda) delar.

Sats 2.2.4. Lat A = {x1,22,...,2,}. Da gdller

A=z U[z2]U---U[zy] (2.3)
och
R
CLITES {7 24
Bevis. Se Ovning 2.1 — 2.3. O

Exempel 2.2.5. Relationen < fran Exempel 2.1.1 &r inte en ekvivalensrela-
tion. Exempelvis &r relationen < inte symmetrisk. Vi har ju att 2 < 4 men
inte att 4 < 2. A

Exempel 2.2.6 (Udda och jamna tal). Definiera en relation R pa méngden
{1,2,3,...} genom att lata xRy betyda att x + y &r ett jamnt tal. Vi upp-
muntrar lasaren att visa att detta dr en ekvivalensrelation och att ekvivalens-
klasserna &r

{2,4,6,8,...} och {1,3,5,7,...}, (2.5)

vilket betyder att ekvivalensklasserna bestar av de jimna respektive de udda
talen. A

2.3 Heltalen

Ett skél till att infora heltalen ar att det ska bli mojligt att 16sa alla ekvationer
pa formen x+a = b, for a,b € N. En sadan ekvation har ndmligen ingen 16sning
z € Nom b < a.

Intuitivt sett vet vi givetvis redan vad heltalen &r, ndmligen mingden av
de naturliga talen utvidgad med de negativa talen, det vill siga méangden
{...,=2,-1,0,1,2,... }. Hir ndjer vi oss dock inte med en sadan beskrivning,
istdllet kommer vi att ge en detaljerad konstruktion av heltalen utifran de
naturliga talen.

Innan vi gar vidare till denna konstruktion sa vill vi férst géra nagra ob-
servationer kring de fyra rikneoperationerna. Subtraktion &r inte nagon egen
rakneoperation, ty om vi for varje tal y &ven har ett motsvarande —y, sa géller
att © —y = x + (—y). Med andra ord: att subtrahera y fran = dr det samma
som att addera —y till z.
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Pa liknande sétt dr division enbart ett specialfall av multiplikation: uttrycket
L = 7 innebér forstas att = y - z, sa& om man redan har definierat multipli-
kation av tva tal, sa kan % definieras som det tal z sa att x = yz, och speciellt

ar division med y enbart multiplikation med é

Pa sa vis behover vi bara bekymra oss om att definiera tva av de vanliga
rikneoperationerna pa vara talméngder, de tva andra far vi med pa kopet.

En fundamental algebraisk observation &r att det naturliga talet 0 har egen-
skapen att 0+ a = a + 0 = a for alla naturliga tal a. Man séger att 0 &r det
additiva enhetselementet (se &ven Appendix B). Vidare definierar vi:

Definition 2.3.1. For ett givet tal a ar den additiva inversen till a det tal
b som uppfyller att a + b = 0, alltsa att a adderat med b ger det additiva
enhetselementet; vi skriver da b = —a.

Bland de naturliga talen &r det bara 0 som har en additiv invers, och man
kan sdga att man far heltalen fran de naturliga talen genom att ligga till
additiva inverser till alla nollskilda element. Men dessa nya element maste
konstrueras! De enda matematiska objekt vi har att jobba med just nu &r
de naturliga talen, samt dess delméngder. Vi maste saledes hitta ett sétt att
konstruera additiva inverser — negativa tal — med hjélp av de naturliga talen
och méngdoperationer.

Vi bérjar med att bilda mingden N? av ordnade par av naturliga tal, det vill
saga
N? = {(a,b) | a,b € N}.

Vi infor nu en relation R pa N? genom att kriva att (a,b)R(c, d) om och endast
oma+d=>b+c.

Anmirkning 2.3.2. Vi kommer visa att man intuitivt kan tdnka pa ekviva-
lensklassen [(a,b)] som talet @ — b. I ljuset av detta dr det littare att forsta
varfor vi har definierat relationen R som ovan, ty med denna notation motsva-
ras likheten [(a,b)] = [(¢,d)] av a — b = ¢ — d, vilket ju intuitivt &r detsamma
som att a +d =b+c.

Anmirkning 2.3.3. En relation R pa en méngd A bestar enligt Defini-
tion 2.1.2 av ordnade par av element i mingden A. Var mingd N? ovan har
dock element som #r ordnade par; saledes bestar relationen R pa N? av ord-
nade par av ordnade par. Exempelvis har vi att 2 + 6 = 3 + 5 och dérfor ar
elementen (2,3), (5,6) € N? relaterade, det vill siga (2,3)R(5,6), vilket dven
kan skrivas ((2,3),(5,6)) € R.

Sats 2.3.4. Relationen R pd N? ovan dr en ekvivalensrelation.

Bewis. Vi visar reflexivitet och symmetri och ldmnar att visa transitivitet som
Ovning 2.4. Reflexivitet: tag (a,b) € N2, Da giller att a +b = b + a vil-
ket inneb#r att (a,b)R(a,b). Symmetri: tag (a,b),(c,d) € N? och antag att
(a,b)R(c,d). Det betyder att a+d = b+c, vilket kan skrivas om till c+b = d+a,
sa (c,d)R(a,b). O
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Definition 2.3.5. En ekvivalensklass [(a,b)] horande till ekvivalensrelationen
R kallas ett heltal. Heltalen Z ar méangden av alla ekvivalensklasser i R.

Vart mal dr visa att vi med ovanstaende definition faktiskt lyckats skapa ne-
gativa tal, det vill sdga additiva inverser. En additiv invers b till ett element a
definieras av att summan av a och b ar lika med det additiva enhetselementet
— det vill séiga 0 — och &n sa lange har vi inte infért en addition pa Z, det vill
siga vi har inte definierat vad vi menar med att addera tva ekvivalensklas-
ser. Innan vi kan tala om additiva enhetselement behover vi déirfor foljande
definition.

Definition 2.3.6. Givet tva ekvivalensklasser [(a, b)], [(¢c, d)] definierar vi sum-
man, respektive produkten, av dem som

[(@, )] + (e, d)] = [(a + ¢, b+ d)],
[(a,)] - [(c.d)] = [(ac + bd, ad + be)].

Anmirkning 2.3.7. Om vi skriver a — b istéllet for [(a,b)], sa far definitio-
nerna av riakneoperationerna ovan foljande utseende.

(a—b)+(c—d)=(a+c)— (b+4d),
(a—10)-(c—d)=(ac+ bd) — (ad + be).

Anmirkning 2.3.8. Vi noterar att addition och multiplikation nu &r defi-
nierade for ekvivalensklasser, men att operationerna &r givna i termer av ett
val av representanter fran dessa ekvivalensklasser: vi adderar a och ¢ samt b
och d som alla tillhér N — med en addition som endast ar definierad for N — i
hogerledet. For att definitionen ska vara matematiskt meningsfull och opera-
tionerna véldefinierade far resultatet inte bero pa valet av representanter for
ekvivalensklasserna, ty elementen i vénsterleden &r ju samma sak oberoende
av vilka representanter vi véljer, sa hogerledet maste ocksa vara oberoende av
detta val.

Sats 2.3.9. Operationerna + och - dr vildefinierade: om (a1,b1)R(a2,b2) och
(c1,d1)R(ca,d2) sa gdller att

[(a1,01)] + [(c1, d1)] = [(az,b2)] + [(c2,d2)]
[(a1,01)] - [(c1,d1)] = [(az,b2)] - [(c2, d2)].

Bewis. Vi visar att additionen ar valdefinierad. Vi har att

[(a1,01)] + [(c1,d1)] = [(a1 + e1,b1 + di)]

och
[(ag, bg)] + [(CQ, dg)] = [(ag + co, by + dg)].

For att visa att de tva hogerleden dr samma ekvivalensklass riacker det att
visa
(a1 + c1,b1 + di)R(az + c2,b2 + da),
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det vill sdga att
aj +c1+ by +dy = by +dy +az + co. (2.6)

Men enligt antagande ar (a1, b1)R(az,bs) och (c1,di)R(ca,d2) vilket per defi-
nition av R betyder att a; + bo = by + ag och ¢; 4+ dy = dy + ¢, och adderas
dessa tva ekvationer far vi (2.6). Att visa att multiplikationen dr véldefinierad
limnas som Ovning 2.5. O

Vi vill nu identifiera de naturliga talen med en delméngd av Z. Detta betyder
att vi vill para ihop varje naturligt tal med ett unikt heltal. Vi identifierar varje
naturligt tal @ med heltalet [(a,0)]. Dessutom infér vi notationen —a = [(0, a)]
och a — b = [(a,b)].

Identifikation ovan #r sadan att rdkneoperationerna i N &r kompatibla med
rakneoperationerna i Z. Med detta avses att om a,b € N, sa identifieras a + b
och a-b med heltalen [(a, 0)]+[(b, 0)], respektive [(a, 0)]-[(b,0)]. Att sa verkligen
ar fallet &r létt att verifiera :

[(a, 0)] + [(b,0)] = [(a +b,0+0)] = [(a + b, 0)]
[(@,0)] - [(6,0)] = [(ab+0-0,a-0+0-b)] = [(ab,0)]

Néar vi nu gjort denna identifikation kan vi tinka pa de naturliga talen som en
delméingd av heltalen, det vill siga fran och med nu pastar vi att N C Z.

Vi noterar nu att heltalet [(0,0)] fungerar som additivt enhetselement, ty for
ett godtyckligt element [(c, d)] har vi att

[(0,0)] + [(¢,d)] = [(¢ +0,d + 0)] = [(¢, d)].

Nu kan vi forsoka hitta additiva inverser. Givet ett element [(a,b)], vilket
element [(c, d)] har da egenskapen att [(a,b)] + [(c,d)] = [(0,0)]? Enligt defini-
tionen av addition har vi [(a,b)] 4+ [(¢,d)] = [(a + ¢, b+ d)], sa elementet maste
uppfylla att a + ¢ = b+ d, vilket exempelvis uppfylls av ¢ = b, d = a. Saledes
har vi att den additiva inversen av heltalet [(a,b)] ges av

—[(a,b)] = [(b, a)].

Vi kan nu definiera subtraktion:

Definition 2.3.10. Lat n,m vara heltal. Da definierar vi
n—m=n+(—m).

Anméirkning 2.3.11. Om a, b dr naturliga tal, sa kan vi nu tolka uttrycket

a —b pa tva olika sétt, dels som heltalet [(a,b)] och dels som heltalet a + (—b).
Detta ar dock inget problem eftersom dessa tolkningar ger samma tal:

a+ (=b) = [(a,0)] + (=[(b,0)]) = [(a,0)] +[(0,0)] = [(a, b)].
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Nér vi nu definierat additiva inverser och subtraktion ar det latt att 1osa alla
ekvationer pa formen x +a = b, dér a,b € N. Losningen ges, inte helt ovintat,
aver=b—a:

(b—a)+a=[ba)l+[(a,0)] = [(a+ba)] =[00)] =0

Intuitivt sa &r heltalen ordnade efter storlek, —1 ligger till vénster om 0, som i
sin tur ligger till vanster om 1 och sa vidare. Innan vi preciserar vad vi menar
med detta sa vill vi passa pa att definiera begreppet ordning.

Definition 2.3.12. Lat A vara en méngd. En ordning pa A ar en relation R

med foljande tva egenskaper:

(i) Om z,y € A da giller en och endast en av relationerna

xRy, xz=vy eller yRzx. (2.7)
(ii) Om z,y,z € A, xRy och yRz, da foljer att xRz.

En ordnad mdingd dr en mingd A pa vilken en ordning &r definierad. For en
ordningsrelation anvéinder man ofta symbolen < istéllet for R; vi skriver alltsa
x < y eller y > z istéllet for zRy. Vi definierar ocksa att x < y om x < y eller

x=uy.

Anmirkning 2.3.13. Notera att en ordning dr en relation men inte en ek-
vivalensrelation.

Definition 2.3.14. Lat n,m € N. Vi sdger att m ar storre &n n — och skriver
n < m —om det finns ett tal k # 0 sa att k +n =m.

Exempel 2.3.15. Vi har att 0 < n for varje n # 0 ty n+0 = n, det vill sdga
k = n hér. A

Definition 2.3.16. Vi kan nu enkelt inféra en ordning pa Z, som ar kompa-
tibel med den redan inférda ordningen pa N, genom att sétta

[(n,0)] < [(m,0)] om n < m,
[(0,n)]
[(0,n)]

[(0,m)] om m < n,

<
< [(m,0)] om m # 0 eller n # 0

Konstruktionen av heltalen &r nu avslutad. Vi lamnar den otympliga notatio-
nen [(n,0)] och [(0,n)]; i fortsdttningen skriver vi istéllet n respektive —n.

2.4 Konstruktion av de rationella talen

De rationella talen &r tal pa formen 7, dér a,b € Z, och b # 0, och det &r
konstruktionen av dessa som detta avsnitt handlar om. Tekniken for denna
konstruktion paminner om den som vi anvinde for att konstruera Z fran N,
men denna gang bildar vi méngden av ordnade par av heltal och infér en

ldmplig ekvivalensrelation pa denna méangd.
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Liksom vi inférde heltalen bland annat for att kunna losa fler ekvationer, sa ar
ett skél att infora de rationella talen att kunna l6sa alla ekvationer pa formen
ar = b, dir a,b € Z, a # 0. En sadan ekvation har en l6sning = € Z om och
endast om b = ca, for nagot ¢ € Z, vilket ju inte alltid &r fallet (exempelvis
saknar ekvationen 2z = 1 en heltalslosning).

Innan vi gar vidare till konstruktion av de rationella talen ska vi introducera
lite terminologi. En viktig algebraisk observation &r att heltalet 1 har egen-
skapen att 1-n = n for alla n € Z. Man séger att 1 dr det multiplikativa
enhetselementet.

Definition 2.4.1. For ett givet tal a &r den multiplikativa inversen till a
det tal b som uppfyller att ab = 1, alltsa att a multiplicerat med b ger det
multiplikativa enhetselementet; vi skriver da b = a~!.

Anmirkning 2.4.2. Observera att det bland heltalen endast &r 1 och —1
som har en multiplikativ invers. Liksom vi utvidgade de naturliga talen med
additiva inverser och fick heltalen, sa uppstar de rationella talen som utvidg-
ningen av Z \ {0} med multiplikativa inverser. Anledningen till att vi inte har
med talet 0 &r att vi inte kan dividera med 0.

Malsattningen for avsnittet &dr, som vi ndmnt ovan, att ge en innebord till
uttryck pa formen ¢. En svéll“ighit ar att vi vill att ¢ = ¢, for alla 0 # c € Z,

till exempel vill vi att :—% =5 =3 =... For att komma runt denna svarighet

bildar vi, analogt med mingden N? i forra avsnittet, mingden
Z: ={(a,b) | a,b € Z,b# 0}, (2.8)

och vi definierar relationen R sa att (a,b)R(c,d) om och endast om ad = be.

Anmiérkning 2.4.3. Notera att om vi istéllet for (a,b) skriver § sa ér detta

ekvivalent med att (%) R (g) om och endast om ad = be, vilket bor vara bekant
for lasaren.

Hjilpsats 2.4.4. Relationen R dr en ekvivalensrelation pa Z.2.

Bevis. Vi maste bevisa att R ar reflexiv, symmetrisk samt transitiv.

For att visa att R &r reflexiv maste vi visa att (a,b)R(a,b) for alla a,b € Z,
men detta foljer av att ab = ba, for alla a, b.

R &r symmetrisk om (a,b)R(c,d) medfor att (¢,d)R(a,b). Men (a,b)R(c,d)
om ad = bc, vilket medfér ¢b = da, vilket &r ekvivalent med (¢, d)R(a,b).

R &r transitiv om (a,b)R(c,d) och (¢,d)R(e, f) medfor (a,b)R(e, f). Men om
(a,b)R(c,d) och (¢,d)R(e, f) da har vi enligt definitionen av R att ad = bc
samt cf = de. Det foljer att

af -d=ad-f=bc-f=b-cf =b-de=be-d.

Eftersom d # 0, sa foljer det att af = be, det vill séga att (a,b)R(e, f), vilket
skulle visas. O
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Definition 2.4.5. En ekvivalensklass till R kallas ett rationellt tal och vi
later Q vara méngden av alla rationella tal. Vi infér beteckningen 7 for det
rationella tal som &r ekvivalensklassen till elementet (a,b) € Z2, det vill séiga

i = [(a,0)].

Bokstaven Q kommer fran engelskans ”quotient”, som betyder kvot, och ett
rationellt tal &r ju just en kvot mellan tva heltal.

2.5 Raéikneoperationer pa de rationella talen
For att kunna anvinda oss av rationella tal maste vi definiera rikneoperationer
pa dem.

Definition 2.5.1. Lat a,b,¢,d € Z, med b,d # 0. Addition samt multiplika-
tion av rationella tal definieras som
[(a,0)] + [(c, d)] = [(ad + be, bd)],
[(a,0)] - [(c,d)] = [(ac, bd)].

Om vi istéllet gor omskrivningen [(a,b)] = § sa far definitionen ovan det
kanske for lasaren mer bekanta utseendet

a+c_ad+bc a ¢ _ac

b d  bd b d bd

Notera dock att vi som tidigare (se Anmérkning 2.3.8) har problemet att ope-
rationerna &r definierade pa ekvivalensklasser, men i termer av representanter
for ekvivalensklasserna. Att visa att det dr en matematiskt meningsfull defi-
nition — det vill séga att den &r oberoende av vilken representant vi véljer —
ar Ovning 2.12.

For att 16sa alla ekvationer pa formen ax = b, a,b € Z, a # 0 maste vi visa att
Z kan identifieras med en delméngd av Q. Vi observerar forst att [(0,1)] € Q
fungerar som ett additivt enhetselement, ty

[(0, )] + [(¢, d)] = [(0d + 1¢, 1d)] = [(¢, )],

sa vi identifierar Z 3 0 = [(0,1)] = [(0,b)] € Q. Det multiplikativa enhets-
elementet &r [(1,1)], vilket vi limnar &t lisaren att verifiera, se Ovning 2.8.
Omskrivningen [(a,b)] = ¢ leder oss att generellt vilja gora identifikationen
Z > n = [(n,1)]. Detta visar sig vara ett bra val ocksa. Vi har ndmligen att

[(m, )] - (1, 1)]
[(m, D] + [(n, V)] = [(m +n, )] = m +n,

[(mn7 1)] =mn,

sa att rakneoperationera i Q ar kompatibla med dem i Z under denna identi-
fikation. Fran och med kommer vi dérfér betrakta heltalen som en delméngd
av de rationella talen, det vill sdga fran och med nu pastar vi att Z C Q.

Anmirkning 2.5.2. Identifikationen n = [(n,1)] &r en definition vi har valt
att gora, dock har ovanstaende stycke férhoppningsvis overtygat ldsaren om
att det dr en naturlig definition.
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Sats 2.5.3. Varje nollskilt element [(a,b)] € Q har en multiplikativ invers
som ges av

[(a, )] = [(b,a)].

Bevis. Att [(a,b)] # 0 &r ekvivalent med att a # 0, och dérfér har vi att
[(b,a)] € Q. Enligt definitionen av multiplikation har vi nu att

[(a,0)] - [(b, a)] = [(ab, ba)] = [(1,1)] = 1,

vilket skulle visas. U

Vi kan nu definiera division:

Definition 2.5.4. Lat p,q € Q. Da definierar vi

Anmérkning 2.5.5. Om n,m &r heltal, sa kan vi nu tolka uttrycket ;- pa tva
olika sétt, dels som det rationella talet [(n,m)] och dels som det rationella talet
n-m~'. Detta &r dock inget problem eftersom dessa tolkningar ger samma tal:

nem™t = (0, 1) [(m, D] = [(n,1)] - [(1,m)] = [(n,m)]

I de kommande kapitlen kommer vi att halla oss till notationen *.

Vi kan nu visa att ekvationen ax = b gar att 1osa i Q om a # 0. Enligt
var identifikation n = [(n,1)] far vi istéillet ekvationen [(a,1)]xz = [(b,1)].
Multiplicerar vi med den multiplikativa inversen [(1,a)] pa bada sidor erhalls
16sningen = = [(1,a)][(b,1)] = [(b,a)] = L.

Ovningar

Ovning 2.1 (%x). Lat A vara en icke-tom mingd och R en ekvivalensrelation
pa A. Lat z,y,z € A och antag att bade y och z tillhor ekvivalensklassen [z].
Visa att yRz.

Ovning 2.2 (x%*). Lat A och R vara som i foregaende 6vning. Tag z,y € A
med zRy. Visa att

[z] = [y]. (2.9)
Ledning: Visa att [z] C [y] samt [y] C [z].

Ovning 2.3 (x * %). Aterigen &r A och R som ovan. Antag att z,y € A inte
ar relaterade. Visa att
[x] N [y] = O. (2.10)

Ledning: antag att [z] N [y] # O och hérled en motségelse.
Ovning 2.4 (). Avsluta beviset av Sats 2.3.4.

Ovning 2.5 (% % ). Avsluta beviset av Sats 2.3.9.
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Ovning 2.6 (). Lat 0 < m,n € N. Visa att (—m)(—n) > 0.
Ovning 2.7 (). Lat n < 0 < m vara tva heltal. Visa att mn < 0.
Ovning 2.8 (x). Visaatt [(1,1)] € Q ér det multiplikativa enhetselementet i Q.

Ovning 2.9 (x%). Visa att riknereglerna fran sats B.1.10 fven #r giltiga for
additionen och multiplikationen fér Z givna i Definition 2.3.6.

Ovning 2.10 (x). Visa att 0 = 9 for alla b € Z med b # 0. Ledning: Vi har
identifierat heltalet 0 med det rationella talet %

Ovning 2.11 (%x). Lat M = {(a,b) | a,b € Z} och definiera relationen S
pa M genom att lata (a,b)S(c,d) betyda att ad = be. Visa att S inte &r en
ekvivalensrelation. Detta &r anledningen till varfor vi inte tillater b = 0 for det
rationella talet 7.

Ovning 2.12 (xx). Visa att operationerna + och - i Definition 2.5.1 &r
véldefinierade. Ledning: anvind samma teknik som i beviset av Sats 2.3.9.

Ovning 2.13 (). Visa att for n € N och ¢ € Q giller det att

n-q=q+q+---+q.
—_——

n ganger
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3 De rationella talen och ordnade kroppar

Vi fortsétter i detta kapitel med att studera de rationella talen. Bland annat
sa kommer vi att visa det hogst icke-intuitiva resultatet att Q har lika manga
element som N. For att gora det behover vi forst definiera begreppet bijektion,
som kommer fran liran om funktioner.

3.1 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion &r kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, ndmligen en formel som f(z) = 22 + 1.
Detta ér ett exempel pa en funktion. Formeln sédger att om vi tar ett tal x € Z
s& far vi ett nytt tal f(x) € Z genom att gora berikningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) = 22+1 = 5. Vi séiger att f &r en funktion fran heltalen till heltalen,
eftersom bade det vi stoppar in, z, och det vi far ut, f(z), &r heltal. Vi brukar
beteckna detta med f: Z — Z.

Definition 3.1.1. Lat A och B vara méangder. En funktion f: A — B &r ett
sitt att till varje element a € A tilldela ett vilbestdmt element b € B. Vi
skriver f(a) = b. Vi séiger att a avbildas pa b och att b ar bilden av a.

Anmirkning 3.1.2. Ofta sdger man att f dr en funktion fran A till B istéllet
for att anvanda beteckningen f: A — B. Ett vanligt alternativ till ordet
funktion ar avbildning.

Exempel 3.1.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa en funktion f: A — B ges av f(n) = 2n fér n € A. Vi har
alltsa att f(1) =2, f(2) =4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(a) € B
for alla a € A, och detta géller ju hér eftersom

f(l)=1€B, f(2)=4€B och f(3)=6¢B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det &r inte
alls nodvéndigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran den dndliga méngden A = {1,2,3} kan
man till exempel definiera funktionen med hjilp av en tabell:

n | f(n)
1] 2
2| 4
3| 6

A

Exempel 3.1.4. Lat h: Z — 7Z vara den funktion som definieras av formeln
h(z) = 22% — 23. Vi har exempelvis att

h(1) =212-13=1, och h(-2)=2(-2)—(-2)> =2.4—(-8) = 16. A

Definition 3.1.5. Lat A och B vara méngder och f: A — B. Funktionen
f &ar injektiv om den uppfyller att a; # ay medfor att f(ay) # f(az). f &r
surjektiv om det for varje b € B finns ett a € A sa att f(a) = b. Om f dr bade
injektiv och surjektiv sdger man att f ar bijektiv eller att f dr en bijektion.
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En bijektion f: A — B mellan A och B parar saledes ihop elementen i A
och B med varandra i ett ”ett-till-ett” forhallande. Det &r dérfor rimligt att
formoda att existensen av en bijektion f: A — B medfor existensen av en
bijektion g: B — A.

Sats 3.1.6. Antag att det finns en bijektion f: A — B. Da finns det dven en
bijektion g: B — A.

Bevis. Vi noterar forst att det for varje b € B finns ett unikt a € A sa att
f(a) = b. Ty det finns atminstone ett sadant a eftersom f &r en surjektion,
och eftersom f dven dr en injektion sa kan hogst ett element avbildas pa b. Vi
bildar funktionen g genom att for varje b € B definiera g(b) = a, ddr a € A
ar det unika elementet sa att f(a) = b. Da dr g(b) vilbestdmd, sa g dr en
funktion g: B — A. Det kvarstar att visa att g &r en bijektion. Till varje
element a € A finns ett element b € B sa att g(b) = a, ndmligen elementet
b= f(a), sa g &r en surjektion. For att visa att g dven dr injektiv anvéinder vi
ett motsigelsebevis. Vi antar darfor att det finns by, by € B sa att by # ba, men
g(b1) = g(b2). Per definition av ¢ har vi da att by = f(g(b1)) = f(g(b2)) = ba,
vilket &r en motséigelse eftersom vi antog att by # by. Saledes dr g en bijektion
B — A. O

Anmirkning 3.1.7. Funktionen g som férekommer i beviset av Sats 3.1.6
kallas inversen till f och skrivs f~1.

3.2 Kardinaliteten av de rationella talen

Méngderna N, Z och Q innehaller alla odndligt manga element, och de iden-
tifikationer vi inforde i forra kapitlet medfor inklusionerna N C Z C Q. Det
kénns da intuitivt att siga att Q har fler element &n Z som i sin tur har flera
element &n N. Vi har dock inte definierat vad vi menar med begrepp som 'fler’
eller ’lika manga’ nér vi pratar om odndligheter, sa innan vi kan uttala oss med
matematisk siikerhet om saken, sa bor vi fortydliga vad vi egentligen menar.
Vi borjar med ett illustrerande exempel:

Exempel 3.2.1. Mingden A = {3,9,10%*90 5} har 4 element. Hur kom
forfattarna — och forhoppningsvis ldsaren — fram till det? Vi ridknade, vil-
ket betyder att vi tilldelade varje element i A ett unikt tal mellan 1 och 4.
Matematiskt kan det formuleras som att vi bildade en funktion

f: By ={1,2,3,4} — A, sa att det for varje element a € A finns exakt ett
b € By sa att f(b) = a, vilket &r ekvivalent med att f &r en bijektion fran By
till A. Vilken ordning vi riknade elementen paverkar inte antalet element i A,
och darfor ar funktionens exakta form inte viktig. A

Exempel 3.2.1 leder oss till féljande definition:

Definition 3.2.2. En méingd A har n element om det finns en bijektion

f:B,={1,2,....n—1,n} — A.
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Tva mangder Ay, As séigs ha samma kardinalitet alternativt lika manga ele-
ment om det finns en bijektion f: A; — As. Méngden A séigs vara en odndlig
méngd om A # ) och det inte finns en bijektion f: B,, — A for nagot n.

Anmirkning 3.2.3. Att A; har lika manga element som As medfor enligt
Sats 3.1.6 att A, har lika manga element som Aj, sa var definition av ’lika
manga’ verkar vettig. Dessutom har vi att om A; har n element, och Ay har
lika manga element som As, sa har d&ven A n element. Ty da finns det en
bijektion fi: B, — A och en bijektion fo: A1 — As, och den sammansatta
funktionen® fy o f1: B, — Ay dr da en bijektion, vilket vi uppmanar lisaren
att overtyga sig om.

Definition 3.2.2 ger en precis innebord till pastaendet att tva odndliga méangder
har lika manga element, nédmligen att det finns en bijektion mellan dem.
Foljande definition ar praktisk.

Definition 3.2.4. En méngd A ségs vara upprdiknelig om det finns en bijek-
tion f: N — A. Om A ar oédndlig och det inte finns en bijektion f: N — A, sa
sigs A vara overuppriknelig.

Anmirkning 3.2.5. Att en méngd A &r uppriiknelig dr ekvivalent med att
man till varje n € N kan ordna ett unikt element z,, € A sa att

A= {xo,xl,xg,...}.

En bijektion fran N till A svarar saledes mot en lista, eller en upprdikning, av
elementen i A.

Exempel 3.2.6. Méngden N ar uppréaknelig. For att visa detta behover vi bil-
da en bijektion f: N — N. Vi kan till exempel ta f(n) = n, som uppenbarligen
ar en bijektion. A

Exempel 3.2.7. Mingden Z dr uppriiknelig. Vi sitter f(n) = x,, dér

0 omn=>0
Tn =1 (n+1)/2 om n dr udda
—n/2 om n Ar jAmn.
Da har vi att g = 0,21 = 1,20 = —1,23 = 2,24 = —2,25 = 3,24 = —3, och
sa vidare sa att Z = {xg,x1,T2,... }. A

Observera att elementens ordning &r dndrad i ovanstaende upprikning av Z.

Detta &r oundvikligt da vi inte kan borja listan i 7 —o00”.

Vi ska snart se att dven QQ dr en uppriknelig méngd. Forst vill vi dock illustrera
vikten av att vilja en uppriakning pa ett elegant sitt.

Sats 3.2.8. Mdngden A ={1/n:n=2,3,4,...} dr uppriknelig.

1Givet tva funktioner f: A — B och g: B — C bildas den sammansatta funktionen
h=gof:A— C genom att sétta funktionen h(a) = g(f(a)). Det innebér att vi far h(a)
genom att forst utviirdera f i a och dérefter g i elementet f(a) € B.
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Bevis. Vi pastar att f: N — A, med f(n) =z, = 1/(n + 2) &r en bijektion.
For att bevisa detta behover vi bevisa att f &r injektiv och surjektiv. Att
f ar surjektiv foljer fran definitionen av mingden A. Det kvarstar att visa
injektiviteten. Anta darfor att n,m € N och f(n) = f(m). Da har vi att
1/(n +2) = 1/(m + 2), vilket medfér att n = m. Diarmed &r f injektiv.
Eftersom f &r bade injektiv och surjektiv, sa ar f bijektiv. Darmed ar A
uppriknelig enligt Definition 3.2.4. U

Vi noterar att alla element i méngden A = {1/n : n = 2,3,4,...} ligger
mellan 0 och 1. Sats 3.2.8 visar dérfor att om vi férscker bilda en uppréikning
av de rationella talen genom att rdkna ”rakt fram” i ett intervall, s& kommer
listan inte ens innehéalla tva pa varandra foljande heltal, och dérmed inte alla
rationella tal heller. Beviset av foljande sats visar hur man istéllet bor gora:

Sats 3.2.9. Mdngden Q dar upprdknelig.

Bevis. Precis som i ekvation (2.8) later vi Z2 = {(a,b) : a,b € Z,b # 0}.
Elementen i Z2 kan uppriknas upp enligt foljande vixande spiral:

(-1,1) (0,1) ——(1,1) (2,1)
(-1,2) (0,2) (1,2) (2,2)
(—1,3) (0,3) (1,3) (2,3)

och om vi foljer pilarna sa far vi en upprikning av elementen enligt

Yo = (0’ 1)’ Y1 = (1’ 1)’ Y2 = (1’2)a Y3 = (0a2)a s (3'1)

som uppfyller att Z2 = {yo,y1,¥2,...}. Q bestar av ekvivalensklasser i Z2,
exempelvis har vi att [(1,2)] = 2 = 2. Om vi later f(n) = z, = [y,] € Q
for varje n € N (alltsa ar xz,, den ekvivalensklass som vy, tillhor), sa far vi att
Q = {0, x1,22,...}. Denna avbildning &r inte en bijektion, ty om [y,] = [ym]
da har vi att x,, = x,,, och saledes finns det inte ett unikt element n € N
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for varje element i Q. Detta kan emellertid atgidrdas genom att radera alla
upprepningar som forekommer i listan, och vid varje raderingar helt enkelt
forskjuta alla senare termer i listan ett steg upp. Exempelvis dr z¢g = [(0, 1)],
men dven z3 = [(0,2)] = [(0, 1)], sa vi raderar [(0, 2)] ur listan och sétter istéllet
x3 = [(—1,2)]. Dérefter gar vi bakat i listan och kollar om detta element &r en
upprepning av ett tidigare element eller inte. Ar det inte det later vi det st,
ar det en upprepning raderar vi det ur listan och fortsétter. Detta (odndliga)
forfarande skapar en bijektion, och vi drar slutsatsen att det finns en bijektion
mellan N och @, d&ven om vi inte har nagon formel fér denna funktion. O

3.3 Irrationella tal

Ar alla tal pa tallinjen rationella? Fragan ér forstas inte vélstilld da vi inte har
definierat nagot matematiskt objekt som vi kallar ”tallinjen”, men den rymmer
dnda en poang. Om vi fixerar en lingdenhet och placerar ut de rationella talen
lings en rak linje sa att talet ¢ € Q motsvarar avstandet ¢ langdenheter fran
0, sa kan vi stélla fragan om alla avstand ldngs linjen &r representerade av
rationella tal. Svaret ar nej, vilket insags redan i antikens Grekland.

Antag att vi av nagot skél maste konstruera en kvadrat med arean A = 2, och
vi darfor vill hitta sidlingden s som ger en sadan kvadrat. Eftersom A = s2
far vi att s> = 2, och dérmed s = /2. Vid en praktisk konstruktion kan man
forstas anvénda sig av en minirdknare for att l6sa detta och far da nagot i
stil med: s = 1,414213562. Men detta &r inte en exakt 19sning: vi sag redan i
Sats 1.3.1 att /2 inte ir ett rationellt tal.

Det finns saledes avstand som inte motsvarar rationella tal. Vi kommer att
konstruera tal som motsvarar dessa avstand i kapitel 4. Tal pa tallinjen som
inte dr rationella kallas irrationella, och de tillhoér den talméngd som vi kallar
de reella talen.

3.4 Kroppar

De rationella talen har manga bra egenskaper, men faktumet att det finns
irrationella avstand &r obekvimt och medfor att vi maste utvidga vart tal-
begrepp. Nér detta gors &ar det viktigt att de rationella talens grundliggande
algebraiska egenskaper bevaras, sa vi sammanfattar dessa i foljande definition:

Definition 3.4.1. En mingd K med tva operationer + och - dr en kropp om
den uppfyller foljande:

(A) Axiom for addition

(A1) Slutenhet: z +y € K for alla z,y € K.

(A2) Addition &r kommutativt: x +y =y + = for alla z,y € K.

(A3) Addition &r associativt: (z+y)+2z =+ (y+2) for allaz,y, z € K.
(A4) Det finns ett element 0 € K som uppfyller 0+ = x for alla x € K.
(A5) Till varje z € K finns ett element —z med = + (—z) = 0.
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(M) Axiom fér multiplikation

(M1) Slutenhet: z -y € K for alla z,y € K.

(M2) Multiplikation dr kommutativt: z -y =y - x for alla z,y € K.

(M3) Multiplikation dr associativt: (z-y)-z = z-(y-z) for allaz,y, z € K.

(M4) K innehaller ett element 1 # 0 som uppfyller 1 -z = x for varje
x e K.

(M5) Till varje € K med  # 0 finns ett element ="' som uppfyller
r-x =1

(D) Den distributiva lagen: For alla x,y, z € K giller z-(y+2) = (z-y)+(x-2).

Anmirkning 3.4.2. En kropp K har i grunden alltsa endast tva riaknesétt:
addition och multiplikation. Vi kan dock inféra subtraktion och division genom

r—y=x+ (—y) (3.2)
=z-(y '),y #0 (3.3)

<R

Som vi ndmnt ovan utgér de rationella talen en kropp. Vi formulerar detta
som en sats.

Sats 3.4.3. Mingden Q med operationerna + och - dr en kropp.

Bevis. Tag godtyckliga tal p,q,r € Q. Da finns heltal a, b, ¢, d, e och f med
b,d,f # 0saatt p=7,q= 4,7 = %. Det vi maste visa &r att dessa tal och
operationerna + och - uppfyller villkoren i Definition 3.4.1.

Vi bevisar hér egenskaperna (A2) och (M3) och ldmnar at ldsaren att bevisa
de 6vriga egenskaperna i Ovning 3.8.

(A2) Vi har att

B ad+bc_ chb + da

+ 5 S
d bd db d

a a
— - = . 3.4
pta= p=atp (34)
Alltsa &ér addition av rationella tal kommutativt. (I den tredje likheten
har vi anvént att addition och multiplikation av av heltal &r kommuta-

tivt.)

(M3) Associativiteten for multiplikationen av rationella tal foljer fran

ac e ace a ce
(p'Q)'T:@'?:W:E'ﬁzp'((fﬂ- (3.5)

(Hér har vi anvéint att multiplikation av heltal &r associativ.)

O

Anmirkning 3.4.4. Vi noterar att N inte adr en kropp. Exempelvis giller
det att —z € N endast om z = 0. Heltalen #r inte heller en kropp: 2! € Z
endast om x = 1.
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Exemplet nedan visar att det finns kroppar som inte alls verkar likna Q.

Exempel 3.4.5. Lat Zy = {0, 1}. Definiera tva operationer & ”addition” och
® "multiplikation” pa denna méngd enligt foljande tabeller

@101 ®|01]1
0 1 010
1110 1101

I Ovning 3.14 ombeds ldsaren att visa att Zs med operationerna definierade
ovan dr en kropp. A

3.5 Ordnade kroppar

Utover rdkneoperationerna kan Q dven utrustas med en ordningsrelation som
har ett naturligt samspel med rékneoperationerna. Denna egenskap samman-
fattas i begreppet ordnad kropp. Vi repeterar definitionen av en ordning:

Definition 3.5.1. Lat A vara en mangd. En ordning pa A &r en relation R
med foljande tva egenskaper:

(i) Om z,y € A da géller en och endast en av relationerna

xRy, x =1y eller yRx. (3.6)
(i) Om z,y,z € A, xRy och yRz, da foljer att xRz.

En ordnad mdingd dr en mingd A pa vilken en ordning &r definierad. For en
ordningsrelation anvinder man ofta symbolen < istéllet for R; vi skriver alltsa
x < y eller y > x istéllet for x Ry. Vi definierar ocksa att < y om = < y eller

T =1.

Definition 3.5.2. En kropp K &r en ordnad kropp om det finns en ordnings-
relation, betecknad med <, pa K sadan att for z,y,z € K

Ol) z+y<z+zomy<z

(02) 0<zyomO0O<zoch0<y

Definitionerna 3.5.1 och 3.5.2 formaliserar de riknelagar vi normalt anvénder
oss av nér vi riknar med olikheter. Alla andra regler for riakning med olikheter
foljer fran de egenskaper som definierar en ordnad kropp. I hjalpsatserna som
foljer nedan gar vi igenom nagra av dessa regler.

Hjilpsats 3.5.3. Lat K vara en ordnad kropp och lat x € K. Det gdller att
0 <z medfor att —x < 0 och att x < 0 medfor att 0 < —x
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Bevis. Antag forst att 0 < z. (O1) i Definition 3.5.2 medfor da att
—r4+0< (—z)+ .

Fran egenskaperna (A4) och (A5) i Definition 3.4.1 foljer det nu att —z < 0.
Ett liknande resonemang ger att < 0 medfor att 0 < —zx. O

Foljande hjalpsats sédger att ”minus ganger minus dr plus”:

Hjalpsats 3.5.4. Lat K wvara en ordnad kropp och 0 > x,y € K. Da giller
att xy > 0.

Bevis. Hjélpsats 3.5.3 medfor att 0 < (—x), (—y). Enligt (O2) i Definition 3.5.1
har vi dérfor att 0 < (—xz)(—y). Ddrmed ricker det att visa att xy = (—z)(—y).
Vi visar forst att —x = (—1) - , ddr —1 &r den additiva inversen till det
multiplikativa enhetselementet 1: Ovning 3.6 ger att (1 — 1)z = 0z = 0, och
enligt distributiva lagen har vi &ven att (1 — 1)z = 1o+ (—1)x. Dérmed géller
det att 1z + (—1)z = 0. Men 1z = z, per definition av 1, sa z + (—1)z = 0,

vilket medfor att (—1)x = —z. Da multiplikationen i en kropp #r kommutativ
far viatt (—)(-y) = (=Dz(-1)y = (=1)(-Day = (=(=1))zy = L(zy) = zy,
vilket skulle visas. 0

Hjalpsats 3.5.5. Lat K vara en ordnad kropp och lat x,y,z € K vara sadana
att x <y och z > 0. Da gdller det att zx < zy.

Bevis. Beviset #r limnat at lisaren i Ovning 3.11 U

Hjalpsats 3.5.6. Lat K vara en ordnad kropp och lat y,z € K vara sadana
att 1 <y och z > 0. Da gdller det att z < zy.

Bevis. Beviset #r limnat at ldsaren i Ovning 3.12. U

Vi infér nu en ordning pa de rationella talen.

Definition 3.5.7. For ett rationellt tal § later vi 0 < § betyda att 0 < a - b.
For tva rationella tal g och r skriver vi ¢ < r om 0 < r — gq.

Notera hur ordningen pa heltal anvéinds i den forsta definitionen som i sin tur
anvinds i andra definitionen. Sjilvklart maste man stélla sig fragan om rela-
tionen < &r vildefinierad av detta, det vill séga om definitionerna ovan &r obe-
roende av hur de rationella talen representeras. Att visa detta &r Ovning 3.7.

Vi har ndmnt ovan att QQ dr ordnad kropp. Vi avslutar kapitlet med att for-
mulera detta som en sats.

Sats 3.5.8. Mdngden Q med operationerna + och -, samt med ordningsrelation
< dr en ordnad kropp.

Bevis. Beviset #r limnat at ldsaren i Ovning 3.10. U
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Satsen ovan medfor att alla vanliga rédkneregler for addition, multiplikation
och olikheter giller for Q. Exempelvis kan vi anvinda alla rédkneregler fran
Definition 3.4.1, Definition 3.5.1, Definition 3.5.2 och Hjilpsatserna 3.5.3 -
3.5.6 nér vi rdknar med rationella tal.

Ovningar

Ovning 3.1 (). Ge ett exempel pa en funktion fran méngden {1,2,3,4}
till méngden {A, B, C'}. Hur manga olika funktioner f:{1,2,3,4} — {A, B,C}
finns det?

Ovning 3.2 (+*).

(i) Beskriver f(a) =, f(b) = och f(0) = 2 en avbildning fran méngden
{0,a,b,1} till mdngden {m,,2}7?

(ii) Beskriver f(a) =m, f(b) = * och f(a) = x en avbildning fran {a, b} till
{m, *,2}7

Om svaret &r nej, kan du ratta till det sa att det blir funktioner?

Ovning 3.3 (x%+). Antag att alla méngderna A;, Ay, As, ... ir upprikneliga.
Visa att da &r unionen A1 UAUAsU. .., det vill siga méngden av alla element
som tillhor nagon av méngderna Aq, Ao, ..., uppriknelig.

Ovning 3.4 (x «*). Anvind resultatet fran Ovning 3.3 for att bevisa att
méngden

o/ ={B CZ| B ar dndlig} (3.7)

ar uppriknelig. Ett element i o7 &r saledes en delméngd av Z. (Att en méingd
dr dndlig betyder att den innehaller n element for nagot n € N).
OBS: For att losa denna uppgift krdvs ett induktionsbevis.

Ovning 3.5 (x%). Lat K vara en kropp. Visa att enhetselementen i K &r
unika. Med detta avses att det endast kan finnas ett element i K som uppfyller
egenskap (A4), och att det endast kan finnas ett element i K som uppfyller
egenskap (M4).

Ovning 3.6 (xx). Lat K vara en kropp och 0 € K vara det additiva enhets-
elementet. Visa att 0-x = 0 for alla z € K.

Ovning 3.7 (xx). Antag att ¢ = £. Visa att 0 < ¢ om och endast om 0 < £
(se Definition 3.5.7).

Ovning 3.8 (). Slutfor beviset av Sats 3.4.3.
Ovning 3.9 (%xx). Visa att relationen < pa Qi Definition 3.5.7 &r en ordning.
Ovning 3.10 (% % ). Visa att med ordningen < #&r Q en ordnad kropp.

Ovning 3.11 (x%). Lat K vara en ordnad kropp och lat z,y,z € K vara
sadana att x < y och z > 0. Da géller det att za < zy.
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Ovning 3.12 (x). Lat K vara en ordnad kropp och lat y, z € K vara sadana
att 1 <y och z > 0. Da giller det att z < zy.

Ledning: anvand Hjélpsats 3.5.5.

Ovning 3.13 (#%). Lat ¢,r vara tva element i en ordnad kropp sadana att
q < r. Visa att

q< % <. (3.8)

Ovning 3.14 (). Lat Zs = {0, 1}. Definiera tva operationer & ”addition”
och ® "multiplikation” pa denna méngd enligt foljande tabeller

@® 10 ®|0|1
010 010
11 1101

Visa att Zs med dessa operationer ar en kropp.
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4 Konstruktion av de reella talen

Ett forhoppningsvis vilbekant sitt att tédnka pa tallinjen — det vill sdga de reel-
la talen — &r som en méngd av decimaltal. Kanske instéller sig dérfor foljande
fraga hos ldsaren: Kan vi inte helt enkelt kan definiera de reella talen som
méngden av alla decimaltal? Problemet med detta &r dock att vi hittills inte
definierat vad ett decimaltal ar for nagot. For att illustrera denna problematik,
lat oss betrakta decimalutvecklingen av det reella talet v/2:

V2 = 1,41421356237 . ...

Ett sétt att tidnka pa decimalutvecklingen ovan dr som ett ”gransvirde” av
foljande oéndliga lista av rationella tal

€y = 1
€1 = 1,4
es = 1,41

€3 = 1,414

Men ”grénsvirdet” /2 av dessa tal dr inte rationellt, sa vi &r tvungna att ge
en konkret konstruktion av en storre méangd av tal — de reella talen. Néar det ar
gjort kommer vi i Kapitel 5 se att vi kan ténka pa reella tal just som odndliga
decimalutvecklingar.

En sak som vi 6nskar oss av de reella talen &r de ska innehalla de rationella
talen och ha rakneoperationer och en ordningsrelation som alla &r kompatibla
med de som redan dr inférda pa Q. Detta kan vi uttrycka som att vi vill att
Q ska vara en ordnad delkropp® till de reella talen.

Vidare bor de reella talen inte ha nagra ”"hal”. Detta innebér att de bor in-
nehalla alla tal som motsvarar de punkter pa tallinjen som vi saknar bland de
rationella talen (som t.ex. v/2). Den egenskap hos de reella tal som sikerstéller
franvaron av hal kallas for supremumegenskapen (detta begrepp kommer att
definieras i nésta avsnitt).

Sammantaget betyder detta att vi vill att de reella talen ska vara en ordnad
kropp med supremumegenskapen, sadan att de rationella talen dr en ordnad
delkropp®.

Vi formulerar detta som en sats.

Sats 4.0.9. Det existerar en ordnad kropp R med supremumegenskapen, som
innehaller Q som en ordnad delkropp.

Att bevisa satsen ovan &r vart huvudsakliga mal i detta kapitel.

Sats 3.5.8 visar att Q dr en ordnad kropp, men som sadan dr den inte unik.
Déremot &r det intressant nog sa att det visentligen endast finns en ordnad
kropp med supremumegenskapen.

®°Se Appendix C for en definition av begreppet ordnad delkropp.
SFaktum &r att varje ordnad kropp har de rationella talen som en ordnad delkropp, sa
det sista kravet ar egentligen 6verflodigt.
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Sats 4.0.10. Alla ordnade kroppar med supremumegenskapen dr isomorfa.

Appendix C ger en definition av begreppet isomorfi. En skiss av beviset av
Sats 4.0.10 finns i Appendix D.

Anmirkning 4.0.11. Sats 4.0.10 visar att alla ordnade kroppar med supre-
mumegenskapen visentligen &r identiska. Satsen visar ddremot inte att nagon
sadan kropp finns. Att konstruera en sadan kropp, det vill siga R, ar, som vi
ndmnt ovan, det huvudsakliga malet i detta kapitel.

4.1 Supremumegenskapen

Den visentliga egenskapen som utmérker de reella talen — franvaron av ”hal”
— ar supremumegenskapen.

Definition 4.1.1. Lat A vara en ordnad méngd och B C A. Om det finns ett
element y € A sddant att

<y for alla z € B (4.1)

sa sdgs y vara en ovre begrinsning till B. Vidare sigs B vara uppat begrdnsad
om det finns en 6vre begrinsning till B.

Definition 4.1.2. Lat A vara en ordnad mingd, B en icke-tom delméngd
till A och y en 6vre begriansning till B. Vi séger att y dr en minsta dvre
begransning till B eller supremum av B, om det for varje 6vre begransning z
till B géller att y < z. Vi skriver

Y= sgxpB. (4.2)

Anmirkning 4.1.3. Om y = supy B och z = supy B sa maste y = z,
eftersom om z # y sa maste z < y eller y < z och da kan inte bada vara en
minsta 6vre begrénsning.

Exempel 4.1.4. Lat B vara delméngden {p € Q | 0 < p < 1} av Q. Talet

3 € Q &r en Ovre begriansning av B medan 1 € QQ &r den minsta 6vre be-
gransningen. B &r alltsa uppat begrédnsad. Observera att mingden B inte
innehaller nagot storsta element, eftersom 1 ¢ B. A

Definition 4.1.5. En ordnad méngd A sigs ha supremumegenskapen om det
for varje icke-tom, uppat begriansad delméngd B av A finns ett y € A sadant
att y =supy B.

Vi har sett att /2 inte ér ett rationellt tal och siledes motsvarar ett "hal” i
de rationella talen. Ett séitt att representera ett hal i Q inom Q &r att skriva
hélet som méingden « av alla rationella tal som ligger till vinster om halet pa
tallinjen. I fallet /2 far vi da méngden: 7

a={peQlp<0iuU{peQ]p’<2}.

"Vi har hittills inte definierat vad /2 dr for ndgot objekt, vilket r skilet till att vi inte
skriver a = {p € Q | p < V2}.
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Det ir klart o ér icke-tom. Ovning 4.3 visar att a dven #r uppat begriinsad i
Q, men foljande exempel visar att « inte har ett supremum i Q. Vi drar dérfor
slutsatsen att Q inte har supremumegenskapen.

Exempel 4.1.6. Lat « vara som ovan. Antag att det finns en minsta Ovre
begrénsning ¢ € Q till a. Vi ska hérleda en motségelse till detta antagande
genom att visa att inget av de tre fallen ¢? < 2, ¢° = 2 eller 2 < ¢° kan gilla.

Till att borja med noterar vi att det maste gilla att 0 < ¢: vi har ju till
exempel att 1 € « och dédrmed giller det att 0 < 1 < ¢, eftersom ¢ enligt
antagande dr en 6vre begrénsning till a.

Eftersom vi redan visat att v/2 ¢ Q, s& vet vi att det inte kan gilla att ¢> = 2.
Antag nu att 2 < ¢2 och 1at
2
q¢“—2 2q+2

— = . 4.3
= q+2 q+2 (4.3)

Eftersom ¢?> — 2 > 0 foljer det att r < ¢. Beriiknar vi 72 — 2 sa far vi
> 0. (4.4)

Detta betyder att 72 > 2 och dirmed giller det, per definition av «, att varje
p € a uppfyller minst en av olikheterna p < 0 eller p?> < 2 < r2. Eftersom
g > 0 ger den sista likheten i (4.3) att r > 0, vilket medfor att r > p for alla
p € « sa att p < 0. Dessutom, for alla p € « sa att p > 0 maste det enligt
ovan gélla att p? < 72 och eftersom 7 > 0 innebér detta enligt Ovning 4.2 att
p < r. Saledes giller det att p < r for alla p € a. Vi har alltsa konstruerat en
ovre begransning r till @ som ar mindre dn ¢, som vi antog vara den minsta
ovre begrinsningen. Detta visar att det inte kan gilla att 2 < ¢2.

Antag nu istillet att ¢> < 2 och 1at r vara som ovan. Denna gang far vi att
q < r och 2 — 2 < 0, vilket betyder att € o. Men detta innebér att ¢ inte
4r en 6vre begriansning till o. Dérmed kan det inte gilla att ¢ < 2.

Vi har nu visat att ¢ = supgp a medfor att inget av de tre fallen <2 ¢=2
eller 2 < ¢* kan gilla. Eftersom nagot av dessa fall maste gilla, sa maste
antagandet att ¢ var supremum till méngden « vara falskt. A

Vart mal i de foljande avsnitten &r att konstruera de re-
ella talen som en ordnad kropp med supremumegenska-
pen. Vi kommer att anvidnda oss av en konstruktion som
hérstammar fran den tyske matematikern Richard Dedekind
(1831-1916).
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4.2 Dedikindsnitt

Idén bakom Dedikindsnitt® #ir att identifiera varje reellt tal o med méngden
av alla rationella tal som ligger till vinster om « pa tallinjen. Eftersom vi
hittills inte definierat vad ett reellt tal dr for nagot, maste vi hitta ett sitt att
beskriva snitt enbart med hjilp av av delméngder av Q. Foljande definition
visar sig astadkomma just detta.

Definition 4.2.1. Ett snitt « &r en delméngd av QQ sadan att

(R1) a# @ och o # Q.

(R2) Om p € a, ¢ € Q och ¢ < p, da &r ¢ € a.

(R3) Om p € a, da existerar ett r € a sadant att p < r.

Anmirkning 4.2.2. Egenskapen (R2) betyder att om ett rationellt tal g &r
med i snittet, sa dr alla rationella tal mindre &n ¢ med i snittet. Egenskapen

(R3) betyder att ett snitt ej innehaller nagot element som é&r stoérre dn alla
andra element i snittet.

Exempel 4.2.3. Lat p € Q och lat oy, = {g € Q| ¢ < p}. Da &r «,, ett snitt.
For att visa detta maste vi kontrollera att méngden uppfyller de tre kraven
(R1)-(R3) ovan.

(R1) Mingden «, dr inte tom eftersom till exempel talet p — 1 € ay; den kan
heller inte vara hela Q eftersom till exempel p ¢ .

(R2) Lat p' € ap, g € Q och ¢ < p'. Da giller det att ¢ < p’ < p, sd q € .

(R3) Tag p’ € oy och sétt r = z%p" Ovning 3.13 ger att p’ < r < p och alltsa
géller det att r € o, och p/ < r.

A

Definition 4.2.4. Ett reellt tal &r ett snitt. Méngden av alla reella tal be-
tecknas med R.

Som vi ndmnt ovan vill vi att de rationella talen ocksa skall vara reella tal,
och eftersom R &r en méngd av snitt sa maste vi till varje rationellt tal kunna
associera ett snitt. Detta gor vi enligt Exempel 4.2.3.

Vi kommer att identifiera de rationella talen med en
delméngd av de reella talen genom att till varje p € Q till-
skriva snittet a,, = {q € Q | ¢ < p}.

8F6r enkelhetens skull kommer vi i fortsittningen anvinda ordet ”snitt” istéllet for ”De-
dikindsnitt”.
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Till exempel har vi de viktiga snitten

ar={qeQ|qg<1} (4.5)
a={q€Q|qg<0}

som kommer att visa sig vara de multiplikativa och additiva enhetselementen
for de reella talen.

Lésaren uppmanas att tinka pa snitt som representerar rationella tal nir vi
i kommande avsnitt talar om snitt. Det gor det ldttare att intuitivt forsta de
operationer vi kommer att infora pa R.

4.3 Ordning och aritmetik pa snitt

I enlighet med lydelsen av Sats 4.0.9 vill vi att de reella talen skall vara en
ordnad kropp med supremumegenskapen. Detta reflekterar, som tidigare sagt,
de egenskaper och riakneregler som vi &r vana vid. Alltsa behéver vi definiera
en ordning, en addition och en multiplikation pa méngden av alla snitt.

Definition 4.3.1 (Ordning). Vi skriver att a < f om o C 8 och o # 3.

Hjilpsats 4.3.2. Relationen < definierad ovan dr en ordning pa R.

Bevis. Vi behover verifiera de tva egenskaperna i Definition 2.3.12. Den forsta
egenskapen siger att for «, 8 € R, sa giiller en och endast en av egenskaperna
a < fB,a = feller B < a. Vi delar upp beviset av detta i tva delar: forst
bevisar vi att atminstone en av a < S, = [ eller § < « géller och sedan
bevisar vi att mazimalt en av dessa egenskaper géller samtidigt.

Var strategi for att visa att atminstone en av a < 5, = (3 eller 8 < « géller
dr att anta att a £ B, och visa att det medfor att 8 < « eller « = §. Sa vi
antar nu darfor att a £ 8. Da géller det antingen att o Z (3 eller att o = .
Om det senare fallet géller dr vi klara, sa vi antar att o 3. Detta innebér att
det finns ett p € o sa att p € 5. Lat nu ¢ vara ett godtyckligt element i 8. Da
maste ¢ < p, ty om p < ¢ sa maste p € (3, enligt egenskap (R2) i definitionen
av snitt. Men eftersom p € o maste det, aterigen enligt egenskap (R2), gélla
att ¢ € a. Det foljer att 5 C «, och eftersom o € S kan det inte kan gélla att
«a = 3. Detta ger per definition att 5 < a.

Vi ska nu visa att maximalt en av egenskaperna o < B, = f eller § < «
kan vara uppfylld samtidigt. Om « = 8 sa féljer det direkt fran definitionen
att varken o < 3 eller 5 < « géller. Antag nu att @ < 5. Per definition sa &r
a # [, och da kan inte o« C # och § C « gilla samtidigt, eftersom da &r a = .
Dérmed géller det varken att o = (3 eller § < «. Pa samma sétt argumenterar
vida 8 < a.

Den andra egenskapen séger att om «a, 3,7 € R och @ < 8 och g < v sa ar
a < 7. Vi maste alltsa visa att under dessa antaganden sa dr o« C « och o # .
Tag ett godtyckligt element ¢ € . Eftersom o C 3 sa ar ¢ € 8 och eftersom
B C ysadr g€y Alltsa ar a C «. Fran § < v foljer det att det finns ett
element ¢ € 7 sadant att ¢ ¢  och pa samma sétt foljer det att ¢ ¢ « eftersom
a C 8. Alltsa ar a # 7. O
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Intuitivt &r det ganska enkelt att forsta hur vi vill definiera addition och mul-
tiplikation, atminstone for snitt som motsvarar rationella tal. Lat p,q € Q
sadana att p,q > 0. For att addition av snitt ska vara kompatibel med addi-
tion av rationella tal, sa maste vi sitta

apta,={recQlr<p+gq} (4.7)
ap-a;={reQ|r <pqg}. (4.8)

Da vi maste gora dessa definitioner for allménna snitt blir det dock aningen
mer invecklat.

Definition 4.3.3 (Addition). Lat a och /8 vara tva snitt. Vi definierar sum-
man « + 3 som

a+B={p+qlpecaqecp} (4.9)
Givet ett snitt o definierar vi —« som
—a={q€Q|—q—r ¢« for nagot r € Q dér r > 0}. (4.10)

Anmirkning 4.3.4. Notera att det inte ér klart att oo 4+ 8 och —« verkligen
ar snitt. Detta maste vi bevisa nér vi visar att R dr en kropp.

Hjialpsats 4.3.5. R uppfyller axiomen (A1)-(A5), samt egenskapen (O1) i
Definition 3.5.2.

Bewis. Vi bevisar hér att R uppfyller (A2) och (A3). Beviset for att R upp-
fyller (A1) &r limnat till lisaren i Ovning 4.10 och de 6vriga bevisen finns i
Appendix F.

(A2) Vi maste visa att a + 5 =  + a. Detta &r klart eftersom
atf={p+tqlpcaqepft={q+tplpeageft=F+a, (411)
dar vi anvinder kommutativiteten for addition av rationella tal p och q.

(A3) Associativiteten, det vill sdga att (a« + 5) +v = a + (8 + ), f6ljer pa
samma sitt

(a+pB)+y={p+alpea+pqgenr}
={(r+s)+q|rea,secpqge~}

={r+(s+q)|rea,sep,qge~} (4.12)
={r+plrea,pep+n}
=a+(B+7)

dar vi anvander att associativiteten for addition av rationella tal p, ¢
och 7.
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Att definiera multiplikation av snitt &r mer komplicerat #n att definiera addi-
tion. Den intuitiva bilden skall dock vara klar; vi uppmanar ldsaren att gora
en tillbakablick till ekvation (4.8).

Definition 4.3.6 (Multiplikation). Lat a och § vara tva snitt sadana att
a > 0 och # > 0. Vi definierar produkten « - 5 som

a-B={q€Q|qg<rsfornagrar € a,s € f dér r > 0,s > 0}. (4.13)

Vi lamnar till lisaren, i Ovning 4.9, att visa att «- 3 ér ett snitt. Lat nu o och
B vara tva godtyckliga snitt. Da definierar vi, med hjilp av (4.13), a- § som

(—a)- (=) oma<0,8<0
) ((ma)-B) oma<0,3>0
“os (O‘ (— 5)) oma>0,8<0 (4.14)

0 om « = 0 eller 5§ = 0.

Lat oss for varje snitt o > 0 definiera en multiplikativ invers o~

al={0<qeQ|q¢l—r¢afornigot r>0}U{geQ|¢g<0}. (4.15)

Di a < 0 sitter vi o=t = —(—a)7L.

Anmérkning 4.3.7. Ligg miérke till att vi i hogerledet av ekvation (4.14)
bara multiplicerar snitt v sadana att v > 0 eftersom Hjélpsats 3.5.3 visar att
0 < —v om v < 0. Notera att beviset av Hjdlpsats 3.5.3 endast anvénder sig
av egenskaperna (O1), (A4) och (A5).

Hjilpsats 4.3.8. De reella talen uppfyller axiom (O2) i Definition 3.5.2, det
vill sdga for tva element o, § € R gdller det att a- 5 >0 om a > 0 och 8 > 0.

Bevis. Da a > 0 och 8 > 0 sa existerar det rationella tal p € o och ¢ € 8
sadana att p > 0 och ¢ > 0. Enligt definitionen av multiplikation av snitt dr
pq € a- . Da pg > 0 sa maste a- § > 0 eftersom ett snitt v, sadant att v < 0,
ej kan innehalla nagra positiva rationella tal. U

Hjilpsats 4.3.9. R uppfyller aziomen (M1)-(M5) och (D).

Bevis. Att R #r sluten under multiplikation foljer fran Ovning 4.9. (M2)—(M4)
visas pa samma sétt som i motsvarande fall for addition och lamnas ocksa som
en 6vning. (M5) och (D) bevisas i Appendix F. O

Hjélpsatserna i detta avsnitt visar tillsammans att R &r en ordnad kropp. Detta
innebéar att alla vanliga rékneregler for addition, multiplikation och olikheter
géller for R. Exempelvis kan vi anvénda alla rikneregler fran Definition 3.4.1,
Definition 3.5.1, Definition 3.5.2 och Hjalpsatserna 3.5.3 - 3.5.6 nér vi rdknar
med reella tal.

Vi ska nu bevisa att R har supremumegenskapen.
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Hjalpsats 4.3.10. De reella talen har supremumegenskapen, det vill siga for
varje A C R sadan att A # @ och A dr uppat begrinsad, existerar det en
minsta ovre begransning v € R till A.

Bevis. Notera att A &r en méngd av snitt som i sin tur & méngder av rationella
tal. Ett element i A &r saledes ett snitt. Lat oss definiera en ny méingd av
rationella tal

v=Ja (4.16)

Med denna beteckning menar vi att + &r unionen av alla méngder i A. Alltsa
bestar v av alla rationella tal i alla snitt som &r element i A. Vad vi vill visa
ar att v dr den minsta 6vre begriansningen till A, det vill siga v = supp A.
Forst och framst maste vi forsikra oss om att v ar ett snitt. Detta dr lamnat
till ldsaren i Ovning 4.11.

Eftersom ~ dr unionen av alla a € A sa &ar det klart att o < «y for alla « € A.
Detta visar att v dr en vre begransning till A. Antag att vi har ett § < ~y. Lat
oss visa att det inte kan vara en dvre begriansning. Eftersom § < 7 sa maste
det finnas ett rationellt tal p sadant att p € v och p ¢ J. Fran definitionen av
maste det finnas ett snitt € A sadant att p € a. Men detta betyder att 6 < «
eftersom p € a och p ¢ §, vilket séger att 0 ej kan vara en &vre begrinsning
till A. Detta visar att v 4r den minsta vre begrinsningen till A. O

Vi ar nu nistan klara med beviset av Sats 4.0.9. Det kvarstar endast att
visa att de rationella talen dr en ordnad delkropp av de reella talen. Med
andra ord ska vi visa att var identifiering av p € Q med snitt pa formen
ap, = {¢ € Q| ¢ < p} ger en addition och multiplikation som &r kompatibel
med den vanliga additionen av rationella tal som gavs i Definition 2.5.1, samt
att ordningsrelationen pa Q (se Definition 3.5.7) bevaras.

Hjalpsats 4.3.11. Vi har tidigare identifierat Q med en delmdngd av R genom
att till varje p € Q tillordna snittet oy, = {q € Q | ¢ < p}. Foljande gdller for
alla p,r € Q:

(i) p # r medfor att oy, # o
(i) ap + ap = apyy
(ill) o - ap = apy

)

(iv) p < r medfor att o, <

Beuvis. Vi bevisar ekvation (ii) hir och ger de 6vriga bevisen i Appendix F.

Tag q € ap + . Da finns det rationella tal p’ och 7’ sadana att p’ < p, v’ <r
och ¢ = p'+r" < p+r, vilket medfor att ¢ € apy,. Tag nu ¢ € ayp,. Da géller
det att ¢ < p+r. Lat nu s = <£—. Vi noterar nu att s < 0, vilket medfér att
(p+s) <poch (r+s) < r. Slutligen noterar vi att ¢ = (p+ s) + (r + s) och
saledes har vi att ¢ € a; + ;. Vi har bevisat inklusionerna oy, + o, C apqrr
och apyyr C ap + ;. Diarmed foljer ekvation (ii). O
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Ovningar
Ovning 4.1 (%). Visa att o < a.

Ovning 4.2 (%*). Lat x och y vara element i en ordnad kropp sadana att
0 <z <y. Visa att 22 < y%.
Ledning: Anvand resultatet fran Ovning 3.11.

Ovning 4.3 (%x). Visa att mingden a = {p € Q |p <0} U {p € Q| p? < 2}
dr uppat begriansad i Q.
Ledning: Resultatet fran Ovning 4.2 kan vara anvindbart.

Ovning 4.4 (x). Visa att supg[0,1] = 1, dér
0,1]] ={zeR|0<z<1}.
Ovning 4.5 (%x). Visa att supg(0,1) = 1, dér
0,1))={zeR|0<z <1}

Ovning 4.6 (). Visa att det for varje rationellt tal ¢ finns ett naturligt tal
n sadant att ¢ < n.

Ovning 4.7 (%x). Lat e, =1 —1/n for n = 1,2,... och sitt
E = {61762763,...}. (417)

Visa att supg £ = 1.
Ledning: Anvind Ovning 4.6.

Ovning 4.8 (%+). Lat e, = 1/n fér n =1,2,... och siitt
E= {61762763,...}. (418)

Vi definierar, analogt med 6vre begrénsning, att y dr en undre begrdinsning till
en mingd A om y < «x for alla z € A. Vidare séger vi att y ar en stérsta undre
begrinsning, eller infimum, av en mingd A om for alla undre begrinsningar
z till A sa géller det att z < y. Visa att infg £ = 0.

Ledning: Anviind Ovning 4.6.

Ovning 4.9 (*x%). Lat & > 0 och 3 > 0 vara tva snitt. Visa att o - § &r ett
snitt.

Ovning 4.10 (%x). Lat a och 8 vara tva snitt. Visa att a + § &r ett snitt.

Ovning 4.11 (x ). Lat A vara en delmingd av R sadan att A # @ och A
dr uppat begrinsad. Definiera v som

v = U . (4.19)

acA

Visa att v ar ett snitt.
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Ovning 4.12 (% % %). Sitt
a={qeQ|¢>00ch ¢*<2}U{geQ]q<0}. (4.20)

Visa att « &r ett snitt.
Ledning: For att visa egenskap (R3) tag r =p+ (2 —p?)/(p + 1).

Ovning 4.13 (% x*). Lat X vara en icke-tom uppat begrinsad delmiingd av
Rochlat « € R. Lat a + X ={a+ x| x € X}. Visa att o + X &r icke-tom
och uppat begrénsad och att sup(a+ X) = o + sup X.

Ovning 4.14 (x x x). Lat c vara ett positivt reellt tal och lat X vara en
icke-tom uppat begrinsad delméngd av R. Definiera méngden ¢ - X genom

c- X ={c-xz|zeX}

Visa att ¢+ X &r icke-tom och uppat begriansad och att

sup(c- X) =c-sup X.
R R

Ledning: Ovning 3.11 kan vara till hjilp.
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5 Decimalutvecklingar

I kapitel 4 konstruerade vi de reella talen som Dedikindsnitt. Precis som att
vi inte tdnker pa heltal eller rationella tal som ekvivalensklasser, sa kommer
vi fran och med detta kapitel inte lingre att tdnka pa reella tal som snitt,
utan helt enkelt som element i den visentligen unika (se Sats 4.0.10) ordnade
kroppen med supremumegenskapen. Vi kommer dgna kapitlet at att definiera
och undersoka ett vilbekant sétt att representera reella tal, ndmligen deci-
malutvecklingar. De ger oss ett sitt att skriva reella tal, pa samma sitt som
kvotuttrycken 3 gav oss ett siitt att skriva rationella tal. Att anvinda sig av
decimaltal &r ofta praktiskt, det dr exempelvis enkelt att jamfora storleken
pa olika tal nér de &r skrivna som decimalutvecklingar. Men vad menar vi
egentligen med ett uttryck som 0,333..., och varfor &r det lika med %? Kan
alla reella tal skrivas som ett unikt decimaltal? Dessa fragor kommer att be-
svaras i detta kapitel. Vi inleder dock med ett avsnitt om den Arkimediska
egenskapen.

5.1 Den Arkimediska egenskapen

Genom att utnyttja supremumegenskapen ska vi nu visa att R har en (intui-
tivt uppenbar) egenskap som kallas for den Arkimediska egenskapen. Denna
egenskap kommer att behdvas senare i kapitlet da vi studerar decimalutveck-
lingar.

Sats 5.1.1. For varje a € R finns det ett naturligt tal n sadant att o < n.

Bevis. Vi anvander oss av ett motsigelsebevis. Antag att det finns ett o € R
sadant att n < o for alla n € N. Det skulle innebara att N ar en icke-tom och
uppat begrinsad delméngd av R. Supremumegenskapen ger darmed att det
finns ett f € R sadant att 8 = supgr N. Vi ska nu visa att detta leder till en
motségelse. Eftersom S &r en 6vre begriansning till N har vi for varje n € N
att (n + 1) < 3, vilket medfor att n < (8 — 1). Detta innebér att dven § — 1
dr en ovre begrinsning till N, men det strider mot att 5 #r den minsta ovre
begrénsningen till N. U

Den Arkimediska egenskapen kan i ord uttryckas som att det inte finns reella
tal som &r ”oandligt stora”. Foljdsatsen nedan visar att det inte heller finns
positiva reella tal som &dr ”oéndligt néra noll”.

Foljdsats 5.1.2. For varje positivt reellt tal o finns det ett naturligt tal n
sadant att % < a.

Bevis. Tag o > 0. Sats 5.1.1 medfor att det finns ett n € N sadant att

1
— . 5.1
a<n (5.1)

Vi noterar nu att & > 0. Ddrmed giller det att

1 a 1
B
n «

- ‘n=aq (5.2)

S
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O

Vi ska nu bevisa att det mellan tva olika reella tal alltid finns ett rationellt
tal.

Sats 5.1.3. Lat a och 8 vara reella tal sadana att o < 3. Da finns det ett
rationellt tal g sadant att

a<qg<p.

Bewis. Vi delar upp beviset i tre fall:

(i)0<a<p
(i) a<0<p
(iil) a < B <0

Antag forst att (i) géller. Eftersom o < (3 sa har vi att f—a > 0. Féljdsats 5.1.2
forser oss déarfor med ett naturligt tal n sadant att

% <p—a. (5.3)

Betrakta méngden
A:{keN‘ E<5}.
n

Notera att A &r icke-tom eftersom den till exempel innehaller det naturliga
talet 0. Dessutom &r A uppat begriansad av till exempel n - 5. Darmed kan vi
definiera ett naturligt tal m genom

m = max A.
Vi pastar nu att
m
a< — < fB.
n

Eftersom m tillhor A har vi att 7+ < 3 och det kvarstar dérfor endast att visa
att o < 7. Antag att detta inte géller, det vill séiga antag att 7* < a. Da har
vi att

m+ 1 m 1
=—+-—<a+(f-a) =4
n o n

n

Detta innebér att m + 1 € A, vilket strider mot att m &r det maximala
elementet i A. Vart antagande att 7 < o maste dérfor vara falskt och vi kan
sluta oss till att o < 7} < 3. Beviset av satsen for fallen (ii) och (iii) limnas
till ldsaren i Ovning 5.3.

O
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5.2 Definition av decimalutvecklingar

Decimaltalen anvénder sig av ett positionssystem byggt pa heltalet 10. Om ag

dr ett icke-negativt heltal och ai,as,... &r heltal mellan noll och nio, sa &r
ap,a1a20as . .. intuitivt lika med foljande ”oéindliga summa” av rationella tal”
(5.4)

10 100 1000

Notera att detta inte duger som en strikt matematisk definition - vi har ju
inte definierat vad vi menar med en oédndlig summa. Vi ska ge ge en strikt
definition av decimaltal nedan, men innan dess behover vi foljande Hjdlpsats.

Hjalpsats 5.2.1. Lat ag, a1,as,... vara heltal sadana att ag > 0 och
0<ar <9 fork=1,2,.... Foljande mdngd dr uppat begrinsad
4 F=01,2,... |, 5.5
{ao + 10 L4k 10k (5.5)

Bevis. Vi kommer att anvinda oss av formeln for geometriska summa, se
appendix E.

Lat C vara ett reellt tal sadant att ag < C och 9 < C. Da har vi att

T o2 € R
ag + — < — —
* 10 10k 10 10
1— L1
_ 10k+1
=C- =1
10
< C . ! 1
=15
10
—C. =
9
Saledes har vi att ag+ 5+ -+ 1oF S C%O, oberoende av vad k dr, och ddrmed
ar méngden (5.5) uppat begransad. O

Nu ar vi redo att definiera decimaltalsutecklingar.

Definition 5.2.2. Lat ag, a1, as,... vara heltal sadana att
0<apoch0<a,<9fork=12,... och lat a vara ett reellt tal. Vi séger
att ag,ai,as,... ar en decimalutveckling for o och skriver

a = ag,a1as . .. (5.6)

om det giller att

(5.7)

ax
- “u LI 12...}.
@ =up {“0+ 0T 0,1,2,

9F5r enkelhetens skull kommer vi i detta kompendium samla ihop alla siffror till vinster
om kommatecknet i ett enda heltal ap, som diarmed tillats vara storre dn nio.
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Notera att méngden i hogerledet ovan &r en icke-tom méngd av rationella tal
eftersom varje element #r en dndlig summa av rationella tal. Da méngden &r
och uppat begrinsad enligt Hjdlpsats 5.2.1, sa existerar supremum av méngden
enligt Hjdlpsats 4.3.10. Alltsa ér hogerledet i (5.7) ett reellt tal.

Exempel 5.2.3. Om endast ett dndligt antal av decimalerna ay, ar nollskilda
sa blir resultatet forstas ett rationellt tal. Till exempel har vi att:

1 12 125 125
0.125 =sup 0, —, —, —— r = ——. (5.8)
R 107 100" 1000 1000
Har ar alltsa a, = 0 for k > 4. A

Omviant sa kan vi for varje givet reellt tal a ge en konstruktion av heltal
ag,ai,as, ... sadana att ag,ajas--- = a. For a > 0 lat ag vara det storsta
heltalet sadant att ag < «. Att ett sadant heltal ag finns foljer fran att R har
den Arkimediska egenskapen. Lat sedan a1 vara det storsta heltalet saidant att
ap + {5 < a. Generellt later vi ag, for k= 0,1,2,..., vara det storsta heltalet
sadant att

ap—1

i < 5.9

a0+10+ +10k1+10k “ (5.9)

Hjilpsats 5.2.4. Lat ag, a1, as,... vara konstruerade frdn det reella talet o,
som ovan. Da dr 0 < ag, 0 < a, <9 for k> 1 och ag,a1as -+ = .

Bewvis. Vi borjar med att visa att
ap =20, 0<La,<9fork>1

Att ap > 0 ar klart fran definitionen av ag, eftersom « > 0. Lat nu k£ > 1. Per
definition av ag, aq ..., ap_1 giller det da att

G+ Lt L g
T 10 101

Déarmed ar det givetvis dven sant att

vilket visar att ay > 0. For att visa att a;, < 9 for k£ > 1 anvinder vi oss av ett
motségelsebevis. Vi antar darfor att det finns ett k > 1 sadant att ap > 10.
Da foljer det att

ag—1+1 ay ag—1 10
@+ 3 R T e R R TS BT
< a +ﬂ+...+ak*1+&
=500 10k-1 " 10k
<«

Detta strider mot att aj_; ar det minsta heltalet sadant att

T
* 710 1061
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Dérmed maste antagandet att ai > 10 vara falskt.

Vi visar nu att
ap,a1ag -+ = Q.

Lat oss definiera talen ej genom

aq ag
= — 4+t — 5.10
er = ag + 10 + + 10 ( )
for k =0,1,2,..., och lat mingden E vara given som
E:{eo,el,eg,...}. (511)

Vi vill visa att o &r den minsta 6vre begrinsningen till méangden F. Att «
dr en Ovre begriansning till £ &r klart fran definitionen av talen ay, sa det
kvarstar endast att visa att o dr den minsta 6vre begransningen. Vi maste
dérfor visa att om 8 < a, sa ér [ inte en 6vre begransning till E. Tag 8 < «
och lat v = a — . Da ar v > 0, eftersom § < «. Tag nu ett heltal N
sadant att 107 < ~. Att det finns ett sadant heltal N &r en konsekvens av
Foljdsats 5.1.2. T Ovning 5.1 ombeds lésaren att visa att konstruktionen av ay
medfor att

1
Fran olikheten (5.12) far vi att
1
ﬁ:a—'y<a—10—N<eN. (5.13)

Alltsa kan inte 8 vara en ovre begransning till £. Detta visar att « dr den
minsta dvre begransningen, det vill sdga supremum, till E. O

5.3 Tva grundliaggande egenskaper hos decimalutvecklingar

Hjalpsatsen nedan visar att ”man kan plocka ut en #ndlig delsumma fran ett
decimaltal”.

Hjilpsats 5.3.1.

ag Qnp,

ap,a1as -+ = ag + (11—(1) + 102 4+ 4 Ton +0,00...0ap4+10042- .. (5.14)
n+1 0:or
Bevis. Lat eg, e1,eg,... vara som ovan. Vi har per definition att
ag,a1ag -+ = s%p{eo,el,eg,...}.
Ovning 5.2 visar att vi &ven har att
ap,a1ag -+ = SEp{enJrl, €nt2s Cnty .- e
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For alla j > n+ 1 géller det att

An+1 An+42 Qj
W + +oe 4

G =cent 10072 107

Vi kan didrmed anvinda oss av resultatet fran Ovning 4.13 for att sluta oss
till att

o An+41 .
ao,a1a2...—en+8§p{10n+l + 10] ‘] /n+1} (5.15)
S T I . R ) S|
"R 10 10 107+t 100 |77
(5.16)
=ag+ 0—1—@—1- +W+000 0apt+10n42 ... (5.17)
n+1 0:or
Déarmed ar beviset klart. O

Nasta Hjalpsats visar att den vilkénda rédkneregeln att decimaltecknet flyttas
vid multiplikation med heltalspotenser av tio &r korrekt.

Hjilpsats 5.3.2. For varje heltal n > 0 gdller det att
10" - ag,a1a2 -+ = C,an+1Gp42 - - -, (5.18)

ddrc:10”-@0—1—10”*1.@14_..._’_@”.

Bewvis. Precis som i beviset av Hjélpsats 5.3.1, kommer vi dven i detta bevis
att anviinda oss av resultaten fran Ovning 5.2 och Ovning 4.13. Dessutom
kommer vi ocksa behova resultatet fran Ovning 4.14. Foljande likheter géller:

10" - ag,a1ag ... = 10" - sup{eg, e1,... }
R
=10"- S%p{en, €ntls--- }

= sup{10™e,, 10"ep41,... }
R

an 41 An+1 Gp+2 }
= su c,Cc+ ,C+ e
WP { 10 10 102
= C,Ap+1an+2 - - -

Darmed ar beviset klart. O

5.4 Periodiska decimalutvecklingar

Definition 5.4.1. Ett reellt tal o > 0 har periodisk decimalutveckling om det
finns heltal n > 1, k > 0 och heltal a1, as,as,...,an,bg,b1,ba,..., by sa att

a=by,by...bparas...a,a109 ... 0y ... (5.19)

Sats 5.4.2. Antag att o > 0 har periodisk decimalutveckling. Da dr o ett
rationellt tal.
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Bevis. Antag att ekvation (5.19) &r uppfylld. Lat oss infora beteckningarna
A=10"1a; 410" 2 - as + -+ a,
B=10% by + 101 by +--- 4 by,
B =0,a1as...a,0102...0y...
Hjalpsats 5.3.2 och Hjélpsats 5.3.1 ger tillsammans att
10" -8 =A+ 3,
vilket vi d&ven kan uttrycka som

A
=Tt
Fran detta uttryck for 8 ar det klart att § ar ett rationellt tal. Vidare har vi,
aterigen fran Hjélpsats 5.3.2 och Hjilpsats 5.3.1, att

(5.20)

10 - o = B+ 8.
Det foljer darfor att
1
=— (B 5.21
vilket visar att dven « &ar rationellt. O

Anmirkning 5.4.3. Man kan &ven visa att omvéndningen till satsen ovan
ar sann, det vill séiga att varje rationellt tal ¢ har periodisk decimalutveckling.

Exempel 5.4.4. Beviset av Sats 5.4.2 visar hur vi kan skriva ett tal o med
periodisk decimalutveckling pa formen -, dér n och m &r heltal. Exempelvis
géller det att

1
3= 0,333...
Ty, med beteckningar som i Sats 5.4.2 har vi:
n=1
k=0
a; =3
bp =0
a=p5=0,333...
A=a1 =3
B=b=0
och med ekvation (5.20) far vi:
A 3 1
f=tor—1~ 9" 3
Dérmed har vi visat att
! =0,333...
3 )
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5.5 Kan ett reellt tal ha flera decimalutvecklingar?

Vi har visat att vi till varje reellt tal kan konstruera ett decimaltal och for alla
val av aj sa &r ag,aias ... ett reellt tal. Man kan nu fraga sig om tva olika
decimalutvecklingar ag,aias ... och bg,bibs. .., det vill siga dar det finns ett
k sadant att ap # bk, kan representera samma reella tal? I detta avsnitt ska
vi besvara denna fraga. Vi borjar med en definition som &r relevant i detta
sammanhang.

Definition 5.5.1. Lat o > 0 vara ett reellt tal. En decimalutveckling ag, a1, as . ..

for o innehaller aterkommande nior om det finns nagot k& > 0 sadant att a; = 9
for alla [ > k. Detta medfor att

a = ag,a1az...0;999. ... (5.22)

Notera att om « har en decimalutveckling med aterkommande nior, sa har a en
periodisk decimalutveckling (jamfor ekvation (5.19)). Vi kan dérfér anvinda
resultaten fran féregaende avsnitt i var analys av decimalutvecklingar med
aterkommande nior.

Vi ska nu visa att om by < 8 sa &r

bo,bibs ... 0999 - = bg,by ... (bk + 1)000 - (5.23)

Med beteckningar som i Sats 5.4.2 har vi
o = bo,blbz N bk999 .
A=a,=0a1=9
B=10% by + 1051 by + - 4+ ay
,8 - O,a1a1a1 e = 0,999 .

Fran ekvation (5.20) och (5.21) far vi nu
1

— _—_.(B
o= (B+)
1
L (0 107 1)
1 A
= _— . (10*. 10F-1. =
10k (0 by + 10 b1 + +bk+10n_1>
:i. 105 b+ 1051 by ... 4 b +g
10 0 ! T
b1 br_1 bp +1
by L
ot T T o T T

=bo,by ... (bk + 1)000. ..
Exempel 5.5.2. Fran ekvation (5.23) far vi till exempel foljande likheter:

0,999 =1 (5.24)
1,2999.-- =13 (5.25)
A
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Att det finns flera olika decimaltal som representerar samma reella tal dr inte
sa farligt da vi kan visa att fallet med aterkommande nior &r det enda ex-
emplet. Innan vi visar detta ska vi bevisa ett starkare resultat, som visar hur
ordningsrelationen pa R kan uttryckas i termer av decimalutvecklingar.

Hjilpsats 5.5.3. Lat o, 8 € R och lat ag,a1as ... och bg,biby ... vara deci-
malutvecklingar utan aterkommande nior for a respektive 3. Antag att a; # b;
for nagot j € N och lat k vara det minsta naturliga talet sadant att ap # by.
Da gdller det att a < 5 om och endast om ai < by.

Bevis. Antag att ap < bi. Eftersom ag, a1, as ... inte innehaller aterkommande
nior kan vi vélja m > k > 0 sadant att a,, # 9. Lat oss inféra beteckningen

ai Qaf—
5 =0+ 35+t oy

Eftersom a; = b; for alla j < k, sa har vi enligt Hjdlpsats 5.3.1 att

13

B=st o

+0,00...0bgy1bpsa. ..
——

k+1 0:or

Notera speciellt att detta medfor att s + % < 6.
Vi har nu f6ljande kedja av likheter och olikheter:

ag Ak+1 Qm
(X:S+W+1Ok+1+"'+10—m+0700...0am+1am+2...
m+1 0O:or
b, — 1 9 9—-1
s+ K 4T 10,00...0999...
R T i B TN
m+1 0:or
e o L9 000,099
=s+—F———F——+t =+ +
10~ 10k 10m = 10k+1 10m S —
m+1 0:or
L L L 00,0999
=S — T T3 T T
10k 108 10m  I—
k+1 O:or
n by, 1 1 n 1
= S U — E—
10k 10  10m = 10*
1
< B -
<pB o™
<p

Vi har nu visat att a; < b medfor att a < 5. Antag nu istéllet att o < .
Beviset ovan visar da att vi inte kan ha att by < ai. Eftersom ajp # by maste
det darfor gilla att ap < by och beviset ar darmed avslutat. O

Foljdsats 5.5.4. Lat ag,ai,as ... och bg,by,bs ... vara decimaltalsutveckling-

ar som ej innehaller aterkommande nior. Antag att det existerar ett k > 0
sadant att ap # by. Da dr ag,aias -+ # bo,b1bs . . ..
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Bevis. Lat k vara det minsta naturliga talet sadant att ai # br. Om ag < by
har vi att ag,a1as--- < bg,b1bs ... och om b, < aj har vi att

bo,b1by - -+ < ag,aias . ... 1 bada fallen giller det att ag,aias - # bg,b1bs . ...
Eftersom nagon av olikheterna aj < by eller by < ap maste vara uppfylld, sa
maste det vara sa att ag,a1a9 -+ # bg,b1ba .. .. O

Detta visar att om tva decimalutvecklingar utan aterkommande nior inte in-
nehaller exakt samma siffror, sa kan de inte representera samma reella tal.

5.6 Utvecklingar i andra baser

Som vi namnt bygger decimaltal pa ett positionssystem baserat pa talet tio.
Ett tal skrivet pa decimalform ségs vara uttryckt i basen 10. I sjilva verket
har vi &ven arbetat med denna bas nér vi i detta kompendium skrivit heltal
som till exempel ”100”. Strikt taget definieras detta uttryck genom

100 =1-10*40-10°40-10° 1.

Det ar dock inget speciellt med just talet 10; alla heltal n > 1 duger lika bra
som bas. Faktum &r att alla definitioner och satser fran avsnitt 5.2 till 5.5 géller
dven for andra baser dn tio (vissa sma modifikationer av formuleringarna och
bevisen ér nodvindiga.) Exempelvis har vi foljande definition for utveckling
av tal i bas tva:

Definition 5.6.1. Lat ag,a1, ao, ... vara heltal sadana att a > 0 och

0<ap<1fork=1,2,.... Videfinierar uttrycket [ag,ajasas...J, som*!

[ao,alagag...]z:sup{ao—i—ﬂ—i—---—i-ak k:0,1,2,...}
R

2 2k
En utveckling av ett tal i bas tva kallas for en bindr utveckling.
Exempel 5.6.2. Precis som i fallet med decimaltal, s& kommer en dndlig binéir
utveckling, det vill sdga en bin&dr utveckling dédr endast ett dndligt antal av

talen ay, &r nollskilda, att ge ett rationellt tal. Till exempel definieras [0,1101],
av

[0,1101],, = sup{eg, €1, ... },
R

dir ey = ap+ %4 + - + g—ﬁ I detta exempel ar ap = 0 for £ > 5 och dérfor
géller det att

{60) €ly... } = {60) €1,€2,€3, 64}-

19100 definieras alltsa inte av 100 = 99 4 1, utan denna likhet kriiver egentligen ett bevis.
1Som tidigare samlar vi alla siffror till véinster om kommatecknet i heltalet ao, vilket &r
skilet till att vi tillater att ag ar storre an ett.
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Eftersom e; < ey for 0 < j < 4 far vi déarfor
[0,1101],, = sup{eo, €1,... }
R

= {ep,e1,€2,€3,€4}

=0+ ! + = + U + =
B 2 4 8 16
13
16
A
Ovningar
Ovning 5.1 (% %). Bevisa olikheten (5.12).
Ovning 5.2 (x % x). Lat ag,a1,aq9,... vara heltal sadana att ag > 0 och
0<ap<9fork=1,2,.... Som tidigare definierar vi en foljd rationella tal e
genom
aq Qg
= — 4 —. 5.26
e = a0+ 5+ o (5.26)
Lat n € N och visa att
S%p{eo, €1,€9,...} = s%p{en, €ntlsCnt2s .-} (5.27)

Ovning 5.3 (% % *). Slutfor beviset av Sats 5.1.3.

Ovning 5.4 (%x). Anviind metoden fran Exempel 5.4.4 for att visa att

(a) & =0,166...

(b) T7 = 0,009009. ..

Ovning 5.5 (x). Lat o = [0,01101],. Bestim heltal n och m s att o = 2.

Ovning 5.6 (). Finn en binir utveckling av o =

NI—= s

Ovning 5.7 (). Finn en binir utveckling av a =
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6 Egenskaper for de reella talen

Vi fortsétter vart studium av de reella talen. Det viktigaste resultatet i kapitlet
ar att R, till skillnad fran Q, ej &r en uppriknelig mangd. Vi inleder dock med
att visa att supremumegenskapen hos R ser till att vi fatt med det tal vi
saknade i Q, det vill siga /2.

6.1 V2R

Exempel 6.1.1. Ar /2 ett reellt tal? Vi stéller oss alltsa fragan: Kan vi hitta
ett reellt tal y sadant att y - y = 27 Lat oss sétta

A={z €R|z>0och z* < 2}. (6.1)

Enligt Ovning 6.2 ir mingden A uppat begrinsad och icke-tom. Vi kan dirfor
gora foljande definition

y = s&p A. (6.2)

Vi skall nu visa att y2 = 2 genom att visa att de bada olikheterna y? < 2 och
y? > 2 #r omdjliga. Antag forst att y2 < 2 och lat oss vilja ett h € R sadant
att 0 < h <1 och

92 _ 2
< y.
2y +1

(6.3)

Da géller det att

(y+h)?2=y>+h2y+h) <y?>+h2y+1)

2 — o2 ) ) (6.4)
2 +1) = 92— 2 =2
2y+1(y+ )=y +2—y

<y2+

Alltsa &r y 4+ h € A och eftersom y 4+ h > y sa motséger detta att y dr en Gvre
begransning till A. Alltsa dr y? < 2 omojligt.

Antag nu att 42 > 2 och lat oss sitta

po 2 (6.5)
2y
D& y? > 2 sd dr k > 0. Lat oss berikna (y — k)%
Yy -2
(y =k =9+ 4+ —2yk > > — 2k = y* — 2y % (6.6)

=y -y -2) =2

Det foljer att y — k &r en 6vre begransning till A, och eftersom y — k < y sa
motséger detta att y dr den minsta ovre begrinsningen till A. Alltsa &r det
inte mojligt att y? > 2.
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Eftersom varken y? < 2 eller y? > 2, och eftersom ordningsrelationen < upp-
fyller ett av pastaendena x < z, x > z och x = z for alla x,z € R, sa maste
y? = 2.

Vi har nu konstruerat ett reellt tal y med egenskapen att y? = 2. Det ér klart
fran var definition av y att y > 0.

Vi skulle nu vilja géra definitionen att /2 dr lika med det positiva reella tal
vars kvadrat &r lika med tva. For att denna definition ska vara meningsfull
maste vi dock bevisa att det finns ett unikt positivt reellt tal vars kvadrat ar
lika med tva. Att bevisa detta &r limnat at lisaren i Ovning 6.5.

A

Anmirkning 6.1.2. Genom att generalisera argumentet i exemplet ovan kan
man visa att {/z € R for alla heltal n > 0 och reella tal x > 0.

6.2 Kardinaliteten av R

Vi behandlar nu ett av de vid forsta anblicken mera férvanande resultaten i
matematiken, nimligen att de reella talen inte dr upprékneliga (och saledes
finns det olika stora odndligheter!). Detta bevisades forst av den tyska ma-
tematikern Georg Cantor i 1874. Beviset vi presenterar kallas Cantors dia-
gonalbevis'?. Det publicerades 1891 och #r en bevismetod som har anvints
i bevisen av flera berémda satser, exempelvis Godel’s ofullstédndighetssatser
samt Turing’s 16sning till ”avgorbarhetsproblemet”.

Sats 6.2.1. Mdingden R av alla reella tal dr éverupprikneligh.

Bevis. Fran foregaende avsnitt vet vi att vi fran varje reellt tal  kan konstru-
era ett decimaltal sadant att

T = ap,a10203 . . .. (6.7)

Vi kan anta att ag, a1, as ... inte kommer att innehalla aterkommande nior.

Vi ska nu konstruera ett motsdgelsebevis; det vill séga vi antar att méngden
R ar uppriknelig och visar att det leder till en motsigelse. Detta visar da att
R &r 6veruppriknelig.

Antag att méngden R &r uppriknelig. Da kan vi rékna upp alla tal i R pa
foljande sétt

R = {z@ 20 2@ 2 1 (6.8)

2Det forsta diagonalbeviset presenterades dock trots namnet ar 1875 av Paul du Bois-
Reymond.
13Se Definition 3.2.4.
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dar

0
96( ) = ap0,201a02@03 - - -

1

96( ) = aip,a11412a13 - - -
2

= a20,021G22023 - - - (6.9)
3

z® = as30,a31032033 - - -

Nu vill vi definiera ett nytt reellt tal y och visa att det inte finns med i listan
ovan. Vi sétter

Y = €0,C1C2C3 . . . (6.10)

dar vi definierar ¢; som

1 =
o= 4 o ke =0 (6.11)
0 om (S {172737475767 77879}

Genom att definiera ¢ pa detta sédtt sa har vi sett till att ¢, # agp for alla
k. Detta betyder att det inte finns nagot tal i listan (6.9) som &r lika med
y, eftersom y med siikerhet skiljer sig fran z(®) i den k:te decimalen, och vi
vet att decimaltal med olika siffror och utan aterkommande nior representerar
olika reella tal. Att y inte innehaller nagra aterkommande nior dr klart.

Vi har séledes fran antagandet att R kan réknas upp konstruerat ett reellt tal
som ej finns med i uppriakningen. Detta dr en motségelse och antagandet att R
ar uppraknelig maste darfor vara falskt. Saledes maste R vara dveruppréiknelig.

O

Anmirkning 6.2.2. Genom att modifiera beviset ovan lite grann kan man
dven visa att det 6ppna enhetsintervallet

0,1)={ryeR|0<y<1}
ar overupprikneligt.

Anmirkning 6.2.3. Vi har sett i det foregaende kapitlet att det mellan varje
par av tva olika reella tal finns ett rationellt tal. Detta kan mahinda kinnas
motségelsefullt givet Sats 3.2.9 och Sats 6.2.1. Det finns dock ingen logisk
motséttning hér. Vad denna skenbara motségelse visar &r istéllet att vi inte
kan lita pa var intuition nér vi resonerar kring odndligheten.

Sats 6.2.1 medfor dven att det finns ett irrationellt tal mellan varje par av
olika reella tal:

Foljdsats 6.2.4. Lat o och B vara reella tal sadana att o < . Da finns det
ett irrationellt tal v sadant att

a<y<p.

Bevis. Beviset #r limnat at lisaren i Ovning 6.7 O
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6.3 Algebraiska tal

Definition 6.3.1. Ett polynom p(z) i variabeln z &r en summa pa formen

n
p(a) =Y apek = ana™ + a2t -+ gz +ag (6.12)
k=0
for nagot heltal n > 0 och ag, ay,...,ar € R. Vi kallar talen a;, for koefficienter

i polynomet. Om alla koefficienter i ett polynom &r heltal sa sidger vi att
polynomet ar ett heltalspolynom. Vidare ar polynomet nollskilt om ay, # 0 for
minst ett viarde pa k. Vi definierar graden av ett nollskilt polynom som det
storsta heltal m sadant att a,, # 0.

Definition 6.3.2. Ett reellt tal y ar algebraiskt om det existerar ett nollskilt
heltalspolynom p(x) sadant att

p(y) = any" + any™ '+ + a1y +ag = 0. (6.13)
Vi betecknar méngden av algebraiska tal med A.

Anmairkning 6.3.3. Vi noterar att alla rétter till ett polynom p med ratio-
nella koefficienter ocksa dr algebraiska, ty om a, = b,/cn,...,a9 = by/co ar
rationella, kan vi multiplicera polynomet med produkten ¢ = ¢, ¢,—1 ... o och
erhalla ett polynom ¢(x) = cp(x) med heltalskoefficienter och samma rétter
som p.

Exempel 6.3.4. Alla rationella tal &r algebraiska. Tag ett rationellt tal y = 7;
da uppfyller y en ekvation av typen (6.13) ddr n = 1, a1 = b och ag = —a.
Alltsa

aly—l—ao:b%—a:a—a:O. (6.14)

A

Exempel 6.3.5. Talet y = /2 ér algebraiskt. Tag n = 2, as = 1,a; = 0 och
ag = —2. Detta ger

azy® +ary +ap = (V2)° —2=2-2=0. (6.15)
A

Anmirkning 6.3.6. For ett algebraiskt tal y kan det finnas mer &én ett poly-
nom sadant att p(y) = 0. Tag till exempel p(z) = 22 —2 och ¢(z) = z* — 4. Da
kan du latt kontrollera att p(\/i) = q(\/i) = 0. Ordalydelsen ”det existerar”
i Definition 6.3.2 betyder att det finns minst ett sadant polynom.

Sats 6.3.7. De algebraiska talen dr upprikneliga.

Bevis. Enligt Algebrans fundamentalsats (Sats 7.1.7) sa géller det sérskilt att
ett polynom endast har ett dndligt antal rotter. Kan vi nu visa att méngden av
alla heltalspolynom &r uppriknelig, sa vet vi att méngden av algebraiska tal &r
uppriaknelig; varje algebraiskt tal maste vara en rot till ett heltalspolynom och
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en uppriknelig union av #ndliga méngder #r igen uppriknelig (se Ovning 3.3).
Vi ska dérfor nu visa att méngden av alla heltalspolynom &r uppriknelig.
Definiera rangen N av ett heltalspolynom som

N =n+|ag| + |ai| + -+ + |an]- (6.16)

Vi inser nu att for ett givet N sa finns det bara ett dndligt antal sétt att vélja
ag,...,a, € 7Z pa sa att polynomets rang dar N. Kalla detta tal ky. Vi kan
skriva polynomen som motsvarar dessa val som

PN,1,PN25 -+ s PN ky - (6.17)

Pa detta sitt kan vi numrera alla heltalspolynom med heltalen i ordningen

pl,la"'7p1,k17p2,17---7p2,k27"' (618)

Alltsa ar méangden av alla heltalspolynom uppriknelig, och satsen foljer enligt
resonemanget ovan. Ol

6.4 Transcendenta tal

Definition 6.4.1. Ett reellt tal x kallas transcendent om det inte &r algebra-
iskt. Vi betecknar méngden av de transcendenta talen med T.

Den forsta fragan vi stéller oss &r naturligtvis: Finns det nagra transcendenta
tal? Svaret dr en enkel f6ljd av satserna ovan.

Sats 6.4.2. Mdngden av transcendenta tal dr éveruppriknelig.

Bevis. Eftersom R &r overuppriknelig och A &r uppriknelig sa maste det
existera ett Overupprikneligt antal transcendenta tal, eftersom om T vore
uppréknelig sa skulle R = A U T vara uppriiknelig enligt Ovning 3.3. O

Anméirkning 6.4.3. Notera att detta betyder att de allra flesta reella tal
dr transcendenta. De flesta talen dyker alltsa inte upp som losningar till de
ekvationer som vi oftast jobbar med.

Det ar i allménhet ganska svart att hitta exempel pa transcendenta tal, vilket
kénns tdmligen olustigt da de flesta reella tal &r transcendenta. Tva exempel
pa transcendenta tal som ldsaren kanske kédnner igen &r talen 7 och e. Bevi-
sen for att de verkligen dr transcendenta &r ganska svara och uteldmnas fran
detta kompendium.' Ett sitt att hitta ett transcendent tal #r att med en
slumptalsgenerator generera en oandlig decimalutveckling, ty det gar att visa
att det resulterande talet med sannolikhet exakt 1 maste vara transcendent.
Nackdelen &dr att det kommer att ta odndlig lang tid, och fordrar att slump-
talsgeneratorn dr perfekt slumpmissig, vilket i praktiken &r en icke-verifierbar
egenskap.

M Beviset for att e dr transcendent kan hittas i kompendiet till 2005 ars matematiska cirkel
som finns att hitta pa kurshemsidan till den kursomgangen.
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6.5 Multiplikativa normer

Foljande stycke ger en kort introduktion till normer pa méngder med multi-
plikation och addition. De kommer att spela dn storre i kapitel 7 dn i detta
kapitel.

Ett exempel pa en norm pa R ges av absolutbeloppet:

Definition 6.5.1. Lat x € R. Absolutbeloppet |x| av = definieras som

x om x > 0,
|| =

—z om x < 0.

Fran definitionen foljer att |z| > 0 for alla € R, med likhet precis da x = 0.
Till exempel giller att |2| = 2 och | — 4| = 4, och generellt att |z| = | — z
for alla © € R. Man kan nédmligen tolka absolutbeloppet |z| som avstandet pa
tallinjen fran z till punkten 0, och for ett tal x géller att x och —x har samma
avstand till 0.

Absolutbeloppet kan ses som en funktion fran kroppen R till de icke-negativa
reella talen R>g. For att méta storleken pa element i en godtycklig talméngd
sa behover vi generalisera absolutbeloppet.

Definition 6.5.2. Givet en méngd D med en multiplikation och addition,
séger vi att en funktion N : D — R>q ar en multiplikativ norm pa D om

(i) N(z) =0 endast om z =0
(ii) N(zy) = N(z)N(y) for alla z,y € D

(i) N(x+y) < N(x)+ N(y) for alla xz,y € D (triangelolikheten)

Att en talméingd &r utrustad med en multiplikativ norm betyder alltsa i syn-
nerhet att séttet vi méter storleken pa element hinger samman med sittet
vi multiplicerar element: storleken pa en produkt dr lika med produkten av
faktorernas storlekar.

Vi ska nu visa att absolutbeloppet &r en multiplikativ norm pa R.

Sats 6.5.3. Absolutbeloppet | - | dr en multiplikativ norm pa R.

Bevis. Det ér klart fran definitionen att |z| > 0 for alla z och |z| = 0 om och
endast om x = 0.

For att visa att absolutbeloppet uppfyller ekvation (ii) i Definition 6.5.2 ob-
serverar vi att det finns tre fall att undersoka:

(i) 2,y >0
(i) =,y <0

(iii) >0,y <Oellerz <0,y >0
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Vi visar hir det sista fallet och lamnar de forsta tva at ldsaren.

Om fall (iii) géller kan vi av symmetriskél anta att 2 > 0 och y < 0. Da géller
att xy < 0. Darmed foljer att |z|- |y| =z - (—y) = —(xy) = |zy|, vilket skulle
visas.

Vi bevisar nu att absolutbeloppet uppfyller ekvation (iii) i Definition 6.5.2.
Fran definitionen av absolutbeloppet giller att x < |z| och y < |y|. Genom att
addera dessa olikheter far vi att

r+y < |z + |yl

Definitionen av absolutbeloppet ger dven att —z < |z| och —y < |y|. Adderar
vi dessa tva olikheter far vi

—x—y <l|z|+ |yl

Eftersom |z + y| dr lika med antingen x + y eller —(x + y) = —x — y far vi,
oavsett tecknet pa x + y, att

|z +y| < x|+ [yl O

Ovningar
Ovning 6.1 (xx). For ett polynom av grad n definierar vi rangen N som

N =n+|ag| + |ar| + -+ + |ay]. (6.19)
Hur manga polynom av grad 2 och rang 4 finns det?

Ovning 6.2 (). Visa att mingden A = {x € R | 2 > 0och 2 < 2} &r
icke-tom och uppat begriansad.

Ledning: Denna &vning paminner mycket om Ovning 4.3. For att visa att A
ar uppat begrinsad kan resultatet fran Ovning 4.2 vara anvindbar.

Ovning 6.3 (). Lat 3 = /2 + 1. Visa att 3 € A.

Ovning 6.4 (%+). Lat f = v/2 + /3. Visa att § € A.

Ovning 6.5 (x). Visa att om z,y &r positiva reella tal sadana att 22 = 2 och
y? =2, 88 drx = .

Ledning: Anvind resultatet fran Ovning 4.2.

Ovning 6.6 (xx%). Lat a,f € R vara sadana att o < 4. I Anmiirkning 6.2.2
pastod vi att det 6ppna enhetsintervallet (0, 1) &r en 6veruppriknelig méngd.
Anvind detta for att visa att det oppna intervallet

(,B8)={veR|a<y<p}

ar 6verupprékneligt.
Ledning: Konstruera en bijektion fran (0, 1) till (o, ).
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Ovning 6.7 (xx%). Lat a, 8 € R vara sadana att a < 8. Visa att det finns
ett irrationellt tal v sadant att

a <y <pB.
Ledning: Anviind Sats 3.2.9 och resultatet fran Ovning 6.6.

Ovning 6.8 (x x x). Visa att de transcendenta talen T ¢j #r slutna under
addition det vill sdga visa att det finns x,y € T, sd att z +y & T.

Ovning 6.9 (x). Lat N vara en multiplikativ norm pa en kropp K med
multiplikativt enhetselement 1. Visa att N(1) =1 € R.

Ovning 6.10 (x). Lat N vara en multiplikativ norm pa en kropp K. Lat
A={x € K| N(x) =1}. Visa att A dr sluten under multiplikation, det vill
séga for alla x,y € A sa giller det att zy € A.
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7 Komplexa tal, kvaternioner och oktonioner

I detta kapitel gar vi vidare och utforskar fler typer av tal. Aterigen kommer
vi delvis vara motiverade av att utvidga méngden av ekvationer som vi kan
16sa.

7.1 Komplexa tal

Ar 1545 publicerade den Italienska matematikern Gerolamo Cardano en bok
som inneholl en formel for att 16sa tredjegradsekvationer, det vill siga ekva-
tioner pa formen

w3z + wox?® + wyx 4+ wy = 0, (7.1)

diar w; € R, for 5 = 0,1,2,3. Han gav en formel som liknar formeln for
16sningen av en andragradsekvation

wox? + wyx 4+ wy = 0, (7.2)

P T 7

I de fall da (7.2) har reella losningar, sa ges losningarna av formeln (7.3).

2
Tbland hiinder det dock att (“14%2) — %2 < 0 vilket leder till att man i

w2

néamligen

formeln (7.3) dr tvungen att ta kvadratroten av ett negativt tal. Men om det
for 0 < a,b € R giller att a = v/—b sa har vi att a®> = —b < 0, vilket &r
omdjligt i R, som konsekvens av Definition 3.5.2 och Hjélpsats 3.5.4.

Denna problematik uppstar dock enbart da ekvation (7.2) fullstéindigt sak-
nar reella 16sningar (se Ovning 7.2), vilket gjorde att man pa den tiden kunde
avfirda situationen som nagon sorts meningslos konsekvens av 16sningsformeln.
I Cardanos formel for 16sningen av tredjegradsekvationer ingar dock ett tal ¢
med den, pa den tiden, chockerande egenskapen att

i?=-1

dven da alla tre rotter till (7.1) dr reella! Sa formeln ger meningsfulla losningar,
men vigen dit gar via ”tal” som har till synes motségelsefulla egenskaper. Talet
1 kallades av det skilet imaginért.

Tal pa formen a+bi med a, b € R visade sig dock vara anvindbara, och bérjade
med tiden accepteras. De kallas komplexa tal, da dom dr sammansatta av savél
en reell del a och en sa kallad imaginér del bi. Det drojde dock dnda till 1799
innan normannen Caspar Wessel insag att komplexa tal kan betraktas som
punkter i ett plan.

Det ar den idé som vi kommer att folja nér vi konstruerar méngden C av de
komplexa talen.

Definition 7.1.1. Det reella talplanet R? #r méngden av ordnade par av
reella tal:
R? = {(a,b) | a,b € R}. (7.4)
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Ett vanligt sétt att representera planet &r genom ett koordinatsystem med
tva koordinataxlar, dir den horisontella axeln representerar virdet av a och
vertikala axeln representerar virdet av b i punkten (a,b), se Figur 7.1.

Definition 7.1.2. De kompleza talen dr mangden
R* = {(a,b) | a,b € R}

tillsammans med operationerna:

e addition: (w1, 21) + (wa, 22) = (w1 + wa, 21 + 22),

e multiplikation: (w1, 21) - (w2, 22) = (Wywe — 2122, w122 + 21W2),

for alla wy, z1, ws, 29 € R. Vi betecknar méngden av de komplexa talen med C.

Anméirkning 7.1.3. Notera att konstruktionen av de komplexa talen &r myc-
ket enklare dn konstruktionen av R, Q och Z. De komplexa talen &r inte pa
nagot séatt mer "mystiska” eller mer abstrakta &n de reella talen.

Anmirkning 7.1.4. Att C &r sluten under addition och multiplikation foljer
av att R ar sluten under addition och multiplikation.

For alla a,b € R skriver vi (a,0) = a och (0,b) = bi. Ett komplext tal (a,b)
skrivs ddrmed
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + bi.

I allménhet har vi att multiplikationen fran Definition 7.1.2 fungerar som
vanlig produkt av parenteser, sasom

(w1 + 211) - (wa + 291) = wiwe + w1290 + z1wai + 212912

= (w1w2 — 2122) + (U}122 + le2)’i.

Notera att varje punkt (a,b) € R? kan skrivas (a,b) = (a,0) + (0,b). Vi
kan se R som en delméngd av C genom att identifiera ett tal a € R med
punkten (a,0). Det géller dven att (wy,0)+ (w2, 0) = (wy +ws,0) och (wy,0)-
(w2,0) = (wywe, 0), sa additionen och multiplikationen i C &r kompatibel med
multiplikationen i R.

Det additiva enhetselementet i C &r 0 = (0,0) och det multiplikativa enhets-
elementet dr 1 = (1,0), det vill sdga de vanliga reella enhetselementen under
identifikationen av reella tal med tal pa formen (a,0) ovan.

Fordelen med ovanstaende definition av komplexa tal ar att till exempel ¢ nu dr
nagot sa enkelt som en punkt i ett koordinatsystem, ndmligen punkten (0, 1).
Detta ar varken mer abstrakt eller onaturligt d4n vanliga reella tal — protester
mot att vi bara ”hittat pa” talet ¢ ar saledes inte langre aktuella.

Sats 7.1.5. Tualet i uppfyller att i> = —1.

Bewvis. Enligt definitionen av multiplikation har vi att

i2=1(0,1)>=(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —-1. O
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Alla kroppsaxiomen verifieras enkelt for C, och vi limnar dessa verifikationer
som en frivillig rdknedvning at ldsaren (for den multiplikativa inversen, se
ekvation (7.8)). Déremot har Sats 7.1.5 som foljd att egenskapen att vara
ordnad forsvinner nér vi gar fran R till C.

Sats 7.1.6. Det finns ingen ordning pa C sa att C dr en ordnad kropp.

Bewvis. Antag att det finns en ordning < pa C som gor C till en ordnad kropp.
Da galler det antingen att 0 < i eller i < 0. Anta att det forsta fallet giller.
Eftersom i2 = —1 s& maste det enligt Definition 3.5.2 (02) gilla att 0 < —1.
Vi kan multiplicera denna olikhet med 7 och far da 0 < —i, igen enligt (02).
Men enligt Hjalpsats 3.5.3 sa medfor 0 < ¢ att —i < 0, sa vi har en motségelse.
Fallet 7 < 0 hanteras pa liknande sétt. ]

Sats 7.1.5 innebér att vi nu kan 16sa alla andragradsekvationer fullstdndigt, ty
om a < 0 sa har vi att —a > 0 och y/a = iy/—a. Dirfor medfor

(wléW)Q Y (7.5)

w2

(o) e () )

vilket ger oss tva rotter i (7.3). Faktum é&r att detta resultat endast dr ett
specialfall av en allmén sats:

i(7.3) att

Sats 7.1.7 (Algebrans fundamentalsats). Lat 1 < n € N och w; € C for
0 <j <mn. Antag att w, # 0. Da gdller att polynomet

W™ 4+ Wp1 2™ 4 -+ wiz 4 wo, (7.7)
har n rétter (riknat med multiplicitet) i C.

Definition 7.1.8. En talméngd med egenskapen att alla polynomekvationer
med koefficienter i talméngden &r fullstéindigt 16sbara kallas algebraisk sluten.

Den uppmérksamma ldsaren har kanske noterat att éven for w; € R i (7.7)
sa giller det ej att rétterna ér reella — ekvationen z? + 1 = 0 #r ett exempel.
For w; € C siger ddremot satsen att alla rotter finns i C. De komplexa talen
dr saledes den naturliga talméngden for studiet av polynomekvationer, medan
en algebraiker som enbart jobbar med reella tal lever farligt.

Anmirkning 7.1.9. Vi ber ldsaren notera att Sats 7.1.7 inte séiger nagot om
hur rétterna kan bestdmmas, utan talar enbart om att de finns. I sjélva verket
bevisades det redan ar 1824 av den norska matematikern Niels Henrik Abel att
det for n > 5 inte finns nagon 16sningsformel for rétterna som enbart anvénder

5Exempelvis har polynomet p(x) = 2 en dubbelrot i noll och p(x) har dérfor tva rotter
riknat med multiplicitet.
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sig av de fyra riknesédtten samt rotutdragning. For en konkret ekvationen med
n > 5 dr man saledes ofta tvungen att approximera rétterna numeriskt med
hjélp av en dator istéllet for att bestimma dem exakt.

Beviset for Sats 7.1.7 fordrar teori som ligger bortom detta kompendium. Den
nyfikna ldsaren uppmanas att inskriva sig pa kurser i matematik vid KTH

eller SU.

Vi visar nu att C kan utrustas med en multiplikativ norm.

Definition 7.1.10. Lat z = a + bi € C. Absolutbeloppet av z ar
|z| = \/m.

Anmirkning 7.1.11. Pythagoras sats visar att ovanstaende definition mot-
svarar var vanliga intuition om hur avstand méts i planet.

Sats 7.1.12. Absolutbeloppet pa C dr en multiplikativ norm.
Bevis. Att |z| = 0 om och endast om z = 0 &r klart fran definitionen. Per
definition av multiplikationen pa C har vi att
[(a + bi)(c + di)| = |(ac — bd) + (ad + be)i| = v/(ac — bd)2 + (ad + bc)?
= va2¢2 — 2abed + B2d2 + a2d? + 2abed + b2d2
= Va2 + a2d? + 22 + b2d2 = \/(a® + b2)(2 + d2)
= Va2 + 02V + d? = |a + bil|c + dil.

Att absolutbeloppet uppfyller att |21 + 20| < |21] + |22| foljer!® fran an-
mérkning 7.1.11 samt den vanliga triangelolikheten i planet: att det kortaste
avstandet mellan tva punkter ér en rak linje. O

Foljande operation dr anviandbar for att skriva normer och multiplikativa in-
verser pa ett kompakt sitt:

Definition 7.1.13. Lat z = a + bi € C. Det komplexa konjugatet av z &r det
komplexa talet Z = a — bi.

z=a+bi

b+ 2 )

b
e
VAT

el |

a
_p L e Z=a—0b

Figur 7.1: Den geometriska tolkningen av absolutbeloppet av z = a + bi &r
som avstandet fran punkten (a,b) till origo. Den geometriska tolkningen av det
komplexa konjugatet av z ér som speglingen av punkten (a,b) i z-axeln.

161dentiteten kan dven visas rent algebraiskt.
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Vi har att 2z = (a + bi)(a — bi) = a® — abi + bia — b%i? = a® + b = |z|?, 54 att
V2Z = |z,

och speciellt har vi att 2z € R>q (se Definition 6.5.2). Vidare har vi fér z # 0
att

z z zZZ
T T =

sa vi kan uttrycka den multiplikativa inversen till z genom

_ z

7.2 Kvaternioner

Hittills i detta kompendium har vi i varje steg motiverat inférandet av nya
talméngder med dnskemalet om att kunna lésa en storre klass av ekvationer. Vi
behovde snabbt negativa och rationella tal, och vid lite eftertanke insag vi dven
behovet av reella tal. Komplexa talen visade sig genom algebrans fundamen-
talsats att vara den naturliga talméngden for studiet av polynomekvationer. I
detta och i det foljande avsnittet kommer vi inféra tva nya talméngder, men
malet dr inte ldngre att utvidga klassen av ekvationer som gar att losa.

De reella talen och de rationella talen kan ses som endimensionella. De kom-
plexa talen beskrivs med hjilp av R?, det vill séiga talplanet, och kan dirfor ses
som tvadimensionella. Ett forsta skil att vilja konstruera hogredimensionella
talméngder #r ren nyfikenhet: gar det, och i sa fall hur? Ett annat sk&l dr
att de komplexa talen har visat sig vara anvindbara for geometriska opera-
tioner i planet: rotationer ges av multiplikation med komplexa tal med norm
lika med ett, det vill siga med komplexa tal pa enhetscirkeln. Den skotska
matematikern William Rowan Hamilton insag att geometriska operationer i
tre dimensioner — i rummet — kanske skulle kunna beskrivas med hjilp av
nagon form av tredimensionell talméngd, och forsokte darfor konstruera en
sadan, dock utan framgang. Skilet till att Hamilton misslyckades &r att det
inte gar att konstruera en talmingd med vettiga egenskaper i tre dimensioner.
Déremot fick han under en promenad ldngs Royal Canal i centrala Dublin den
16 Oktober 1843 plotsligt insikten att ekvationen

i =% =k = ijk = —1, (7.9)

skulle ge upphov till en talméngd i fyra dimensioner med 6nskvérda egenska-
per. Han ristade dérefter in ekvationen i Broom Bridge, déir det idag finns
en stenskylt med ekvation (7.9). Hamiltons egen text ska enligt utsaga fran
sokande matematiker vara svarhittad da han inte var den enda personen som
klottrade pa bron.

Definition 7.2.1. Kwvaternionerna H &r méingden

R4 = {(ZU(],’U)l,ZUQ,’U):g) | wo, ..., W3 € R}a
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av fyrtupplar utrustade med foljande multiplikation:

(wo, w1, w2, ws)(20, 21, 22, 23)
= (UJQZQ — W12] — WoZ9 — W323, W21 + W120 + W23 — W322, (7.10)

WoRe — W23 + W2y + W321, WR3 + W12y — W2 + UJ3ZQ),
samt med additionen
(wo, wi, w2, w3) + (20, 21, 22, 23) = (Wo + 20, w1 + 21, w2 + 22, w3 + 23).

Anmirkning 7.2.2. Att H ar sluten under addition och multiplikation foljer
av att R &ar sluten under addition och multiplikation. Vidare &r H algebraiskt
sluten, se Definition 7.1.8.

Liksom med komplexa talen skriver vi (wg, wy, wa, ws) = wo+wii+wyj+wsk.
Att visa att multiplikationen i (7.10) da sammanfaller med multiplikationen
som foljer av (7.9) och distributiva lagen &r Ovning 7.5. Vi kan identifiera C
med méngden

{w e H | we = w3 =0},

och vi ldimnar at ldsaren att verifiera att multiplikationen i C &r kompatibel
med multiplikationen i H under denna identifikation.

Eftersom en kvaternion w har fyra komponenter, sa dr det naturligt att be-
trakta kvaternionerna som en fyrdimensionell talmingd. Att vi inte skriver
talkropp beror pa foljande:

Sats 7.2.3. Kvaternionerna H dr inte kommutativa: det existerar a,b € H sa

att ab # ba.

Att visa detta dr Ovning 7.3.

Anmirkning 7.2.4. Att H inte dr kommutativ betyder i synnerhet att H
inte ar en kropp.

Alla aterstaende axiom for kroppar &ar uppfyllda. Det additiva enhetselementet
i H &r naturligtvis 0 = (0,0,0,0), och det multiplikativa enhetselementet &r
1 =(1,0,0,0). Att verifiera detta &ar Ovning 7.4. Att verifiera associativa lagen
samt den distributiva lagen &r lite omsténdligt, och lamnas som frivillig vning
at ldsaren.

Definition 7.2.5. Lat w = wg +w1i+wqj + w3k € H. Da ar absolutbeloppet

lw| = \/wg—l—w%—l—w%—kw%.

Detta dr en generalisering av séttet att méta avstand i tre dimensioner. Foljande
sats innebér saledes att dven kvaternionerna har egenskapen att storleken av
en produkt &r lika med produkten av storlekarna:

Sats 7.2.6. Absolutbeloppet pa H dr en multiplikativ norm.
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Bevis. Beviset ér visentligen identiskt med beviset for Sats 7.1.12 och lamnas
som frivillig 6vning. O

Definition 7.2.7. Konjugatet i H ges av w = (wq, —wy, —wg, —ws).

Vi har da att ww = |w|?, vilket vi uppmanar lisaren att verifiera. Vi kan da,
pa samma sitt som i C, hitta multiplikativa inverser i H:

Sats 7.2.8. Lat 0 # w = (wp, w1, w2, ws) € H. Da har w en multiplikativ
invers w™! som uppfyller

och som ges av

1
wi + wi + w3 + w3

w ! :@/\w\Q = (wg, —w1, —we, —ws).

Bevis. Beviset #r limnat at ldsaren i Ovning 7.7. U

Vi har nu konstruerat kvaternionerna och visat att de atminstone har en
uppsittning talliknande egenskaper, d&ven om avsaknaden av kommutativitet
ar otillfredsstéllande. Men &r de alls anvindbara? Hamilton var ju motiverad
av tillampningar i tredimensionell geometri, men lyckades istéllet konstruera
en fyrdimensionell talméngd. Intressant nog sa kan kvaternioner anvindas for
att beskriva rotationer i rummet. En kvaternion med absolutbelopp lika med
ett kallas for en enhetskvaternion. Lat w vara en enhetskvaternion, och z en
godtycklig kvaternion. Vi kan nu bilda en ny kvaternion 2z’ genom att sétta

2 = wzw L.
Denna operation kallas konjugering med w. Eftersom z = zg + 217 + 297 + 23k
sa far vi via tillaimpning av distributiva lagen att

2 = wzw ! + wziw + w,szw*l + wzskw L.
Men wzow™! = ww lzy = 2z, eftersom alla kvaternioner kommuterar med
reella tal (se Ovning 7.6). Sa

2 = 20+ wzriw ! + waejw Tt + wagkw !,

det vill séiga forsta komponenten i z bevaras under konjugering med w. Saledes
ar det endast de aterstaende tre komponenterna som kan forindras, och det
gar att visal” att operationen hér motsvarar en rotation, samt att varje sadan
rotation motsvaras av en enhetskvaternion. Men mer dn sa ar sant: givet tva
rotationer o och 3 runt origo i R3, sa fas en tredje rotation v genom att forst
utfora rotationen 3 och dérefter utfora rotationen o (jJAmfor sammanséttning

"Beviset &r inte sdrskilt svart, men kréver lite kunskap i linjér algebra, och ryms saledes
inte i detta kompendium.
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av funktioner: f o g(z) = f(g(x))). Givet kvaternioner w, och wg som repre-
senterar rotationerna o respektive 3 sa ges w~ som produkten

WaWs = W,
sa multiplikationen i H aterspeglar sammansittningen av rotationer i R?, vilket

ar ytterst praktiskt i tillimpningar.

Det finns ett antal andra sitt att rdkna pa rotationer i rummet, men kvater-
nioner ar av flera skil praktiska i tillampningar. De fordrar endast 4 reella
tal — jamfort 9 reella tal om man anvénder metoder fran linjir algebra — och
de avrundningsfel som oundvikligen uppstar vid datorberédkningar ar synner-
ligen latta att hantera nir man anvéinder sig av kvaternioner. Darfér anvéinds
kvaternioner idag i savil datorspel som vid styrning av satelliter'®.

7.3 Oktonioner

Man kan nu fraga sig om det gar att fortsdtta: kan vi hitta en talméngd i en
annu hogre dimension dn dimension fyra? Den fragan stéllde sig d&ven John
T. Graves, en vén till Hamilton. Svaret gav han — samma ar som Hamiltons
upptéckt av kvaternionerna — i ett brev till Hamilton, dir han beskrev den
talméngd som senare fick namnet oktonionerna.

Definition 7.3.1. Oktonionerna O &r méngden
R® = {(wo,...,wr) | wp € R,0< k< T},
utrustad med multiplikation och addition enligt nedan. Lat
(wy,...,wy) = wo + wiiy + - - - + wriy,

multiplikationen ges da av foljande relationer:

i1 | iz | 43 | 44 | d5 | ie | i1
i1 | —1 | i3 | —ig | i5 | —i4 | —i7 | ig
io | —ig | =1 | iy | ig | i7 | —ia | —i5
ig | iy | —i1 | =1 | ir | —ig| 5 | —ia
ia | —i5 | —ig | —i7 | =1 | i1 | do | i3
is | iq | —iv | dg | —i1 | =1 | —i3 | io
ig | ir | da | —i5 | —io | i3 | =1 | —i3
ir | —ig | i5 | da | —ig | —ia| i1 | —1

samt 1-4; =4; =14;-1,for 1 <75 <7.

Additionen ges av

(wo, - .., w7) + (20, -+, 27) = (wo + 20, - - ., W7 + 27).

8Ge till exempel J. B. Kuipers (1999) Quaternions and rotation Sequences: a Primer with
Applications to Orbits, Aerospace, and Virtual Reality, Princeton University Press.
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Anmirkning 7.3.2. Att O ir sluten under addition och multiplikation foljer
av att R dr sluten under addition och multiplikation. Vidare adr O algebraiskt
sluten.

Som vanligt kan vi identifiera H med delméngden
{we 0| wy =ws = wg = wy = 0},

och vi lamnar at ldsaren att verifiera att multiplikationen och additionen i H
dr kompatibel med multiplikationen och additionen i Q. En omedelbar konse-
kvens av detta och Sats 7.2.3 &r

Sats 7.3.3. Oktonionerna O dr inte en kropp.
Precis som H ar O inte kommutativ. Men situationen dr vérre dn sa, oktonio-

nerna har ndmligen den konstiga egenskapen att multiplikationen inte ens &r
associativ!

Sats 7.3.4. O dr inte associativ, det vill siga det finns w,y,z € Q sa att
w(yz) # (wy)z.

Bewvis. Det racker att hitta 3 element i O sa att deras produkt inte dr associ-
ativ. Detta dr Ovning 7.8. U

Definition 7.3.5. Lat w € Q. Da &r absolutbeloppet |w| definierat som

7
] = | D wi-
k=0

Anmirkning 7.3.6. Precis som for H och C sa har vi ett konjugat, som ges
av w = (wp, —wi,...,—wr), och |w|*> = ww. Som férvintat ges inverser som

w~! =w/|w|? och vi har terigen att normen #r multiplikativ:

Sats 7.3.7. Absolutbeloppet pa QO dr en multiplikativ norm.

Beviset liknar beviset for Sats 7.1.12 men uteldmnas av pappersbesparande
skal.

Oktonionernas bristande associativitet samt dven i 6vrigt ganska otympliga
multiplikation har som konsekvens att de betraktas som nagot av ett kuriosum
av manga matematiker, och de anvinds inte aktivt i praktiska tillimpningar
sé som kvaternionerna'”. Deras popularitet har dock tilltagit senaste decen-
nierna, och aktiv forskning om oktonioner bedrivs bland annat vid Uppsala
Universitet.

Vi har nu konstruerat en hel uppséttning olika talméngder, och dven sett hur
de ryms i varandra. For att repetera har vi féljande inklusioner:

NCZcQcRcCcHCcO.

Vi sammanfattar de olika stegen pa vigen:

Man skulle kunna misstiinka att oktonioner kan representera rotationer i ett sjudimen-
sionellt rum. Sa dr dock inte fallet da sammanséttning av rotationer — i vilket rum som helst
— maste vara associativ.

71



e Vi far Z fran N genom att lagga till additiva inverser.
e Vi far Q fran Z genom att ldgga till multiplikativa inverser.
e Vi far R fran Q genom att "fylla igen halen i tallinjen.”

e Fran R till C far vi I6sningar till alla polynomekvationer, men C ar inte
en ordnad kropp.

e Fran C till H forlorar vi kommutativiteten. Med andra ord, det finns
element a,b € H sa att ab # ba.

e Fran H till O forlorar vi associativiteten. Med andra ord, det finns ele-
ment a,b,c € O sa att a(bc) # (ab)c.

Matematiker blir forstas nyfikna och vill ta reda pa om det gar att fortsétta
sa. Finns det 16-dimensionella talméngder, etc.? Listan ovan visar att det inte
ar orimligt att ténka sig att vi forlorar &n flera egenskaper om vi forscker bilda
multiplikationer i hogre dimensioner, och sa &r dven fallet.

Sedenionerna S dr méngden R'6 utrustad med en multiplikation och addition
sa att man kan identifiera @ med de element i R'6 vars sista 8 komponenter
dr noll. Men i detta steg hinder det nagot konstigt. Ty om multiplikation och
addition pa RS uppfyller (A1)-(A5) samt (M1),(M4),(M5) och (D) pa sidan
28 och 29, och &ven har egenskapen att reella tal kommuterar med alla element
iw e RS, si kommer det att finnas element

0#z,weR® saatt z-w=0.

Vi kan saledes utvidga listan ovan:

e Fran O till S hidnder nagot absurt! Det finns ndmligen "tal” z,w € S som
inte ar noll, men dér zw = 0.

Detta medfor speciellt att sedenionerna inte kan utrustas med en multiplikativ
norm, eftersom N(z)N(w) = N(zw) = N(0) = 0 medfor att produkten av de
nollskilda reella talen N(z) och N(w) &r noll, vilket &r omdojligt.

Om en méngd har en multiplikation som &r varken kommutativ, associativ
eller bevarar storleken pa elementen, da kanske det inte dr rimligt att kalla
elementen for "tal” heller. Forfattarna till detta kompendium tycker inte det
och véljer déarfor att sidtta punkt hér.

Ovningar

Ovning 7.1 (%x). Visa att for z,w € C giller att z - w = Z + W, samt
ZW=7%Z-w.

Ovning 7.2 (% * ). Antag att en andragradsekvation asz? + a1z + ag = 0
med reella koefficienter as,a; och ag har en 16sning xy sadan att xg ¢ R, det
vill sdiga z9 = a + bi med b # 0. Visa att da har ekvationen dven en annan
16sning 1 sadan att x; ¢ R.

Ledning: Anvind resultatet fran Ouvning 7.1.
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Ovning 7.3 (). Visa att multiplikationen i H ej &r kommutativ, det vill
sdga hitta atminstone tva element a,b € H sa att ab # ba.

Ovning 7.4 (). Visa att (0,0,0,0) &r det additiva enhetselementet i H och
visa att (1,0,0,0) dr det multiplikativa enhetselementet i H.

Ovning 7.5 (x x %). Sitt (wo, wy,wy, ws) = wo 4+ wii + woj + wsk. Visa att
multiplikationen i ekvation (7.10) da sammanfaller med multiplikationen som
foljer av ekvation (7.9) och den distributiva lagen.

Ovning 7.6 (xx). Lat a € R. Visa att a kommuterar med alla w € H, det vill
séga att aw = wa for alla w € H.

Ovning 7.7 (). Bevisa Sats 7.2.8.

Ovning 7.8 (%). Visa att multiplikationen i O ej ir associativ.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 1.1.

(i) BUC = A.
(i) BNC = 0.

(iv) {re D|zeB}=DnB=1{1,19,101}.

)
)

(i) DNC = {4,36}.
)

(v) {r € A|z=y+1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
)

(vi) {z+1 |z e D} ={2,5,20,37,102}.

Ovning 1.3. Tag € N, det vill séiga att = &r nagot av talen 0,1,2,3,.... 1
synnerhet géller z € {0,1,2,...,2} = B, och ddrmed z € ByU By UByU....
Eftersom x var godtycklig visar detta att NC ByU By U By U . ...

Omvint, antag att « € By U B1 U By U. ... Det betyder att det finns ett heltal
n>1lsaattx € B, ={0,1,2,...,n}. I synnerhet giller z € {0,1,2,...} =N.
Detta visar att BoU B1UByU... CN.

Eftersom bada inklusioner N C BouU By UByU...och BjUB;UByU... CN
géller kan vi dra slutsatsen att N= ByU B U By U .. ..

Ovning 1.5. Alla utom "Mingden av de naturliga talen” ir pastaenden. Det
enda pastaendet for vilket vi kan avgora om det dr sant eller falskt &r ” Varje
méngd innehaller minst ett element”, och detta pastaende ar falskt eftersom
den tomma méngden inte innehaller nagot element.

Ovning 1.7. Vi har (i) <= (ix) och (ii) <= (vi). Dessutom giller att (iii)
<= (viii) (observera att AN B C B). Man ser ocksa att (v) <= B C A «<—
(x).

Slutligen pastar vi att (iv) och (vii) &r ekvivalenta. Antag forst att A = . 1
sa fall &r x € A ett falskt pastaende oavsett vad x dr for nagot. Men ett falskt
pastaende implicerar varje annat pastaende, sa alltsa géller att x € A —
x ¢ A. Antag omvint att x € A = x & A, vi vill bevisa att A = 0. Antag
motsatsen, sa att det finns nagot x med x € A. Enligt implikationen vi antagit
giller nu ocksa x ¢ A, en motsigelse, vilket bevisar att A = .

Ovning 1.9. Lisningen till denna uppgift &r i stort sétt identiskt med beviset
av Sats 1.3.1. Vi antar alltsa motsatsen till det vi vill visa, det vill sdga vi antar
att det faktiskt finns heltal a,b sa att ekvation (1.3) géller, och hérleder en
motsigelse. Darifran drar vi slutsatsen att a,b med den egenskapen ej kan
finnas.

Vi kan anta att a &r det minsta mojliga positiva tal sa att ekvation (1.3) &r
uppfylld. Ekvation (1.3) dr ekvivalent med ekvationen a? = 3b?, och eftersom
hogerledet i den senare ekvationen #r delbar med tre, sa maste a® vara delbar
med tre, vilket medfor att a &r delbar med tre, sa a = 3¢ for nagot positivt tal c.
Vi erhaller da ekvationen 32c? = 3b? vilket ger 3¢ = b%. Eftersom vinsterledet
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nu ar delbart med tre, maste da dven hogerledet vara delbart med tre, och vi
far att b = 3d for nagot d. Vi far da att 3¢® = 32d? vilket ger

% a\?
-] =3=(-].
Men 3¢ = a, sa ¢ < a och detta dr en motségelse, for vi antog ju att a var det

minsta positiva tal sa att (1.3) dr uppfylld.

Ovning 2.1. Att y,z € [z] betyder att xRy och xRz. Eftersom R #r sym-
metrisk sa foljer yRx. Nu vet vi alltsa att yRx och att xRz och eftersom R &r
transitiv sa foljer yRz.

Ovning 2.3. Antag att [z] N [y] # O, vilket betyder att det finns ett z € A
som uppfyller z € [x] och z € [y]. Vi har alltsa att zRz och att yRz. Eftersom
R &r symmetrisk sa foljer zRy. Anvéand nu transitiviteten hos R for att fa att
xRy, vilket betyder att = &r relaterad till y. Men vi vet att = inte &r relaterad
till y sa detta dr en motségelse, och ddrmed maste [z] N [y] = .

Ovning 2.5. Vi maste visa att multiplikationen ir vildefinierad. Lat
[(a,b)]R[(a1,b1)], det vill siga a+b; =a; + Db,

och
[(c,d)]R[(c1,d1)], det vill siga c+dj =c1 +d.

Vi maste da visa att [(a,b)][(c,d)|R][(a1,b1)][(c1,d1)], det vill séga
[(ac + bd, ad + bc)|R[(ar1c1 + didy, ardy + biey)].
Vi visar forst att [(ac + bd, ad + be)|R[(aic + bid,a1d + bic)], det vill siga att
ac+bd + ard + bic = ad + be + ayc + byd. (7.11)
Observera att a + by = a1 + b medfor att
ac+bic =ajc+be, samt att ad+ bid = aid + bd.

Adderar vi hogerledet i forsta ekvationen med vénsterledet 1 andra, och vinsterledet
i forsta med hogerledet i andra, sa far vi

ac+ bic+ ajd+ bd = ajc+ be+ ad + bid,

vilket dr ekvation (7.11). Genom att anvénda ¢ + dy = ¢; + d kan man pa
liknade sdtt visa att

[(alc + bld, ald + blc)]R[(CLlCl + bldl, a1d1 + blcl)].
Eftersom R ar en ekvivalensrelation och saledes transitiv far vi att
[((IC + bd, ad + bC)]R[((IlCl + dldl, a1d1 + blcl)],

vilket skulle visas.
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Ovning 2.7. Eftersom 0 < m sa finns det ett a € N sa att m = [(a,0)] och
da n < 0 sa finns det ett b € N sa att n = [(0,b)]. Da har vi att

mn = [(a,0)][(0,b)] = [(0a + 0b,0 4 ab)] = [(0, ab)],

och da m,n # 0 och dérfor dven a,b # 0 och saledes ab # 0, har vi att

[(0,ab)] < 0

Ovning 2.9. Den kommutativa lagen for addition i Z foljer av att
[(a,0)] + [(c,d)] = [(a +¢,b+ d)] = [(c + a,d + b)] = [(c,d)] + [(a, )],

dér vi anvinde den kommutativa lagen for addition i N.

Pa liknade sétt foljer den associativa lagen for addition

([(a, 0)] + [(e, D)) + [(e, f)]

[((a+c)+e(b+d)+ f)]
[(a+ (c+e),b+ (d+ f)]
[(a, )] + ([(c; D] + [(e, /)])-

Den kommutativa lagen fér multiplikation foljer av

[(a,b)][(c,d)] = [(ac + bd,ad + bc)] = [(ca + db,da + cb)]
[(ca + db, cb + da)] = [(c,d)][(a,b)].

Den associativa lagen for multiplikation foljer av

[(a, 0)] ([(c; d)][(e; f)])

(a,b)][(ce +df, cf + de)]

(a(ce + df) + b(cf + de), a(cf + de) + b(ce + df ))]
(ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf )]
(
(
[

(ac+ bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)]
ac + bd, ad + be)[(e, f)]
(a,b)][(c;d)]) [(e, /)]

[
[
[
[
[
(

Den distributiva lagen foljer fran att

[(a, 0)]([(e; )] + (e, F)]) = [(a,0)][(c + e, d + [)]

alc+e) +b(d+ f),ald+ f) + b(c +¢))]
ac+ ae+bd+bf,ad + af + bc + be)]
ac+ bd,ad + bc)| + [(ae + bf,af + be)]

a,b)]{(c, d)] + [(a,0)][(e f)].

/\/\/‘\/‘\/‘\

Ovning 2.11. Vi har att (1,2)5(0,0) och att (0,0)S(1,3) men déremot inte
att (1,2)S5(1,3) vilket betyder att S inte &r transitiv.
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Ovning 2.13. Enligt identifikationen av n med [(n, 1)] sa har vi att

n-[(a,0)] = [(n, ] - [(a,b)] = [(na,b)] = [(a+a+---+a,b)
n ganger
= [(a,0)] +[(a+a+---+a,b)]
n—1 ganger
= [(a,b)] + [(a,0)] + [(a+a+---+a,b)]

n—2 ganger

= [(a,0)] + [(,0)] +--- + [(a,)].

N~

n ganger

Ovning 3.1. Ett exempel ges av funktionen f definierad genom f(1) = A,
f(2) =B, f(3) =C, f(4) = B. Vi kan vilja f(k) fritt bland A, B och C for
k= 1,2,3,4. Alltsa ska vi vélja ett av tre alternativ fyra ganger, sa vi far
totalt 3% = 81 majliga funktioner.

Ovning 3.3. Eftersom méngderna A;, A, As, ... #r upprikneliga kan vi skri-
va Ay = {an1, an2, ans, ...} forn =1,2,3,.... Alltsa kan vi skriva upp elemen-
teni A=A UAyU A3z U ... enligt foljande:

aip —— a2 ai3 —— a4
as1
l / /
asy a34
/ /
aq1 Q44
e
as1 a52 a53 54

och om vi foljer pilarna sa far vi en upprikning av elementen enligt
bo = a1, b1 =ai2, by=a, b3=az,... (7.12)
som uppfyller att A = {bg,b1,bs,...}. Alltsa #r A uppriknelig.

Ovning 3.5. Antag att a,b € K har egenskapen att a +z =z och b+z =z
for alla x € K. Da far vi att a =b+a =a+b =0, sa a = b, vilket visar att
det additiva enhetselementet &r unikt.

Antag att ¢,d € K har egenskapen att ¢-x = x och d-x = x for alla x € K.
Da far viatt c=d-c=c-d =d, sa ¢ = d, vilket visar att det multiplikativa
enhetselementet ar unikt.
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Ovning 3.7. Enligt antagande har vi att ad = bc. Antag att 0 < 7+ Detta
betyder att ab > 0 och eftersom d? > 0 sa foljer ad - bd = ab - d*> > 0. Men om
vi antar att cd < 0 sé foljer ad-bd = be-bd = b?-cd < 0 eftersom b? > 0. Denna
motségelse visar att det inte kan vara sa att cd < 0. Alltsa géller ed > 0, det
vill sdiga 0 < <.

Omvént, antag att 0 < g. Upprepa samma argument som ovan, men dér a

och ¢ respektive b och d bytt plats, och fa att 0 < 7.

Ovning 3.9. Relationen < for rationella tal definierades genom

% >0 om ab>0, (7.13)
och for p,q € Q sa ar
p>qg om p—q>0. (7.14)

Tag nu tva rationella tal pa formen p = ¢ och ¢ = 5. Att p > ¢ betyder da att

c ad — be
g ) 1
p bd >0 (7.15)

_g=2

bp—qg= b

Enligt (7.13) géller detta om
bd(ad — be) > 0. (7.16)

For att visa att < &r en ordning sa maste vi kontrollera att < uppfyller kraven
i Definition 2.3.12. For alla z,y, z € Q skall foljande gélla:

(i) Endast en av foljande géller: x < y, y < z eller z = y.

(i) Omz <yochy < zsaérz < z.
Satt

och z=—. (7.17)

Vi skriver ut vad de tre olika fallen i forsta punkten betyder

r<y: bd(bc — ad) > 0 (7.18)
y<uwz: bd(ad — bc) >0 (7.19)
rT=y: bd(bc — ad) = 0. (7.20)

Eftersom b,d # 0 inser vi att endast en av relationerna kan vara uppfylld for
vart och ett av de tre valen bc — ad > 0, ad — bc > 0 och bc — ad = 0.

For att visa den andra egenskapen for ordningar sa antar vi att x < y och
y < z, vilket betyder att y —x > 0 och z —y > 0. Vad vi vill visa &r att detta
leder till att = < z, det vill séiga z — x > 0. Sétt

p=y—=x och qg=2z—y. (7.21)
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Vi noterar att p+ g = z — x. Detta gor att vi kan formulera problemet som

att givet p,q > 0 sa ska vi visa att p +¢ > 0. Tag nu p = § och ¢ =  och
antag att p,q > 0, det vill sdga st > 0 och uv > 0. Vi beréknar

sv + tu

— . 7.22
p+q - (7.22)

Nu vill vi visa att p+ ¢ > 0, det vill sdga att
to(sv + tu) = stv® + uvt® > 0. (7.23)

Men detta stimmer eftersom st > 0,uv > 0,v% > 0 och t2 > 0. Alltsa har vi
visat att p+ ¢ > 0, vilket, enligt resonemanget ovan, visar att * < zom = < y
och y < z. Alltsa &r < en ordning.

Ovning 3.11. Antagandet att 2 < y medfér att y — 2 > 0. Eftersom vi éven
antagit att z > 0 ger egenskap (O2) i definition 3.5.2 att

z2(y—x) >0
Fran denna olikhet foljer den sokta olikheten med hjélp av (D) och (O1).

Ovning 3.13. Vi visar endast att ¢ < qu, beviset av att % < r &r helt
analogt. Eftersom ¢ < r ger (O1) att

g+r<r+r=2r (7.24)

Ovning 3.11 ger nu att

q+r
2

(q+r)<=-2r=r (7.25)

N | —
N | —

Gvning 4.1. Vi maste visa att ag C a3 och ag # a1. Lat ¢ € ag. Da géller
att ¢ < 0 < 1, sa ¢ € ay. Alltsa géller det att oy C «q. Dessutom har vi
% € ay, ty % < 1, men % ¢ ap, ty 0 < % Alltsa galler det att ag # aj.

Ovning 4.3. Vi visar att 2 ér en dvre begrinsning till A. Vi ska alltsa visa
att @ < 2 for alla a € A. Lat b vara ett rationellt tal sadant att b > 2. Vi ska
visa att b & A. Resultatet fran Ovning 4.2 medfér att

b2 > 22 =4,

Eftersom 4 > 2 har vi att b> > 2, vilket innebér att det inte giller att % < 2.
Eftersom b > 2 > 0 visar detta att b ¢ A. Saledes maste det gilla att a < 2
for alla a € A, vilket medfor att A &r uppat begriansad.

Ovning 4.5. Det #r klart att 1 &r en 6vre begrénsning till (0,1). Det kvarstar
darfor endast att visa att 1 &r den minsta 6vre begriansningen till (0,1). Antag
att 7 < 1 &r en 6vre begransning till (0,1). Da &r det klart att 0 < r. Enligt
Ovning 3.13 har vi att 0 < r < 1~ < 1. Alltsd géller det att 2 € (0,1)
och att r < 1% Detta dr en motségelse eftersom vi antog att r var en Ovre
begransning till (0,1). Diarmed géller det att supr(0,1) = 1.
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Ovning 4.7. Eftersom 1/n > 0 for allan > 1saére, < 1 for allan > 1. Alltsa
dr 1 en 6vre begrinsning till £. Lat oss visa att ett rationellt tal z < 1 inte kan
vara en Ovre begransning, vilket visar att 1 &r den minsta 6vre begrinsningen
till E. Tag z < 1 och sétt d = 1—2z > 0. Vélj ett heltal ng sadant att ng > 1/d,
vilket ger att d > 1/ng. Vi far da att

1
enozl—n—0>1—d:z. (7.26)

Eftersom ey, € F sd kan z inte vara en &vre begrénsning. Alltsa ér supg £ = 1.
Ovning 4.9. Vi paminner oss om definitionen av « - 8 fér positiva snitt
a-f={¢geQ|qg<rsfornagrar € a,sec fdiarr>0,s>0}  (7.27)

Vi visar att (R1)—(R3) i Definition 4.2.1 &r uppfyllda.

(R1) Méngden « - 8 ér inte tom eftersom « # @ och 5 # . Da « och f ér
uppat begrinsade sa finns det ett rationellt tal ¢ sadant att p < ¢ for
alla p € a eller p € 3. Da #r ¢° ¢ a - 3 vilket ger att o - 3 # Q.

(R2) Detta foljer direkt fran definitionen eftersom om ¢ € a - 8 sa innehaller
« - (B alla rationella tal mindre &n q.

(R3) Lat a € a- 8. Vi vill visa att det finns ett r € o+ 8 sadant att » > a. Om
a < 0 &r det klart att det finns sadana r; antag att @ > 0. Da a € -3 sa
finns det tva positiva tal p € a och ¢ € B sadana att a < pq. Eftersom
o ar ett snitt sa vet vi att det finns ett v € o sadant att v > p. Om vi
sitter r = au/p sa dr r > a och

r=a < pg— < ug. (7.28)
p

ESERS

Eftersom v € ¢ och g € S sa érr € a- 5.

Ovning 4.11. Vi verifierar egenskaperna (R1)-(R3) i Definition 4.2.1.

(R1) Méngden v # O eftersom A enligt antagande innehaller minst ett snitt.
Eftersom A dr uppat begriansad sa finns det ett snitt 5 sadant att a < 3
for alla a € A. Lat ¢ vara 6vre begrénsning till 5. Da &r g ¢ ~, vilket
betyder att v # Q.

(R2) Tag q € ~. Da finns det ett o € A sadant att ¢ € a. Om p < ¢ sa &r
p € a vilket ocksa betyder att p € .

(R3) Tag g € 7. Da finns det ett o € A sadant att ¢ € a. Da vet vi att det
existerar ett r € o sadant att r > ¢ vilket ocksa betyder att r € ~.

Ovning 4.13. Eftersom X &r icke-tom finns det minst ett element z € X.
Da har vi att (a+ ) € o+ X och dédrmed dr a4+ X icke-tom. Eftersom X &r
icke-tom och uppat begréinsad sa existerar supgp X. For varje y € a + X finns
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det x € X sadant att y = o+ x. Vi noterar nu att x < supg X for alla x € X
och darfor har vi att

y=a+z < a+supX. (7.29)
R

Det visar att a + supg X &r en 6vre begrinsning till o + X. Det kvarstar nu
endast att visa att o + supp X dr den minsta 6vre begrdnsningen till o + X.
Antag att 8 dr en 6vre begrinsning till o + X. Det innebér att vi for varje
x € X har att o+ z < B vilket dr ekvivalent med att x < § — «. Eftersom z i
den sista olikheten ovan ar godtycklig, sa dr § — « en 6vre begransning till X.
Eftersom supp X dr den minsta 6vre begransningen till X har vi dérfor att
supp X < 8 — a vilket ger att a + supr X < . Det foljer att o + supy X ér
den minsta 6vre begransningen till oo + X.

Ovning 5.1. Vi kommer att bevisa denna olikhet med ett motsigelsebevis.
Vi antar darfor att det finns ett heltal £ > 0 sadant att olikheten o — ¢, < #

inte ar uppfylld, det vill siga vi antar att o — e}, > 10%’ vilket ar ekvivalent

med att e, + —

ToF < @. Detta innebér att

ap + 1

a0+"'+1—0k\a,

vilket dr en motsagelse eftersom ay, per definition ar det storsta heltalet sadant
att

ag <
a0+"'+W\O¢.

Dérfor maste vart antagande att det fanns ett heltal k > 0 sadant att
oa—ep = 10% vara falskt, det vill sdga det maste vara sant att o — e, <
alla £ > 0. Darmed &r beviset klart.

1

0% fOI'

Ovning 5.3. Vi betraktar forst det enklaste fallet, nimligen fall (ii). Lat
q = 0. Da géller det givetvis att ¢ € Q och att a < g < .

Vi betraktar nu istéllet fall (iii). Eftersom § — « > 0, sa har vi att
a—f=—(B—-a)<0.
Det foljer att
—f < —a.
Eftersom 3 < 0 sa har vi dven att (—f) > 0. Sammantaget har vi att
0< -0 < —a.

Vi kan nu anvénda oss av att vi redan bevisat fall (i) i Sats 5.1.3. Vi vet
namligen att det finns ett ¢ € Q sadant att

- <qg< —a.
Vi far saledes att
a< —q<p.

Dirmed &r beviset klart dven for fall (iii).
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Ovning 5.5. Med samma metod som i Exempel 5.6.2 far vi
a=1[0,01101], =0+ 3+ 3 + £ + 15 + 35 = 55. Vi kan séledes ta n = 13 och
m = 32.

Ovning 5.7. Vi noterar att

1 1
[0,1], = s%p {0, 5} =5

(Hér &r alltsa ap, = 0 for k > 2.)
En bindr utveckling av oo = £ ges dérfor av [0,1],.

Ovning 6.1. Da graden av polynomet éir 2 och rangen ir 4 s har vi sam-
bandet

4=2+ |CLO| + |a1| + |a2| (730)
vilket ger

lao| + |a1| + |az| = 2. (7.31)

P& hur manga sitt kan vi vélja tre tal storre eller lika med noll, sadana att
summan #r tva? Vi gor en liten tabell:

[\

lao | lai| | |a
2 0

Il B K=l =) N an]
= O =N
Ol olo

Miérk nu att detta &r fallen for beloppet av koefficienterna. For det forsta fal-
let, till exempel, sa kan vi vélja koefficienterna pa tva sétt: (ag,a1,a2) =
(2,0,0) och (ag,ai,az) = (—2,0,0). Detsamma giller f6r de foljande tva
fallen. For fallet da (|aol,|ai],|a2|) = (0,1,1) kan vi faktiskt gora fyra val:
(0,1,1),(0,1,-1),(0,—1,1) och (0,—1,—1). Totalt har vi alltsa 3-2+3-4 = 18
olika val. Resultatet &r att det finns 18 polynom av grad 2 och rang 4.

Ovning 6.3. Vi maste visa att det finns ett heltalspolynom p(x) som uppfyller
p(B) = 0. Lat p(x) = 22 — 2z — 1. D4 har vi

p(B)=p*-28-1
= (V2412 -2v2-2-1
=24+2V24+1-2V2-3
=0.

Dérmed har vi per definition av A att 8 € A.
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Ovning 6.5. Antag att = och y fir som i uppgiftens lydelse. Antag att z # .
Da giller det att « < y eller y < . Lat oss anta att « < y. Ovning 4.2 ger
da att 22 < y2. Det #r en motsigelse eftersom vi antog att 22 = 2 = y2. Pa
samma sitt far vi en motsigelse om y < z. Darmed maste antagandet att
x # y vara falskt, vilket visar att x = y.

Ovning 6.7. Eftersom Q ir en uppriknelig méngd enligt Sats 3.2.9, kan det
endast finnas upprikneligt manga rationella tal i méngden («, j3). Ovning 6.6
visar a andra sidan att det Oppna intervallet (a, ) &r en Sveruppriiknelig
méngd. Darfor maste det finnas ett irrationellt tal v € (o, ) (i sjélva ver-
ket visar detta att det maste finnas éverupprikneligt manga irrationella tal i
(v, B)). Per definition av («, 5) innebér det att o < v < . Beviset ér ddrmed
klart.

Ovning 6.9. Vi har att N(1) = N(1-1) = N(1)N(1) och eftersom 1 # 0 sa
giller att N (1) # 0. Vi kan dérfor dela med N(1) och far dérfor 1 = N(1).

Ovning 7.1. Sitt z = a + bi,w = ¢+ di. Vi har da att

Z+w=a+bi+c+di=a—-bi+c—di=a+c— (b+d)
=a+c+(b+d)i=z+w.

For multiplikationen har vi

Z-w = (a—bi)(c — di) = ac — bd — bci — adi = ac — bd — (bc + ad)i
= ac — bd + (bc + ad)i = (a + bi)(c + di) = Zw.

Ovning 7.3. Enligt (7.10) har vi att (0,1,0,0)(0,0,1,0) = (0,0,0,1), men
(0,0,1,0)(0,1,0,0) = (0,0,0,—1) # (0,0,0,1).

Ovning 7.5. Multiplikation av tva kvarternioner w = wg + wii + waj + wsk
och z = 29+ 211+ 297 + 23k ger via distributiva lagen upphov till produkterna

i, 52, k2,44, ji, jk, kj, ik, ki. (7.32)
Vi kan bestamma dessa fran ekvationen
i2 =52 =k? =ijk = —1. (7.33)

De tre forsta produkterna i (7.32) #r da i2 = j2 = k? = —1. Efter multiplika-
tion med k fran hoger ger sista likheten i (7.33) att —ij = —k sa

ij = k.

Efter multiplikation med ji fran vinster ger sista likheten i (7.33) att
ji(ijk) = —ji. Men ji(ijk) = j(ii)jk = —1(jj)k = k. S& —ji = k och dirmed
ji = —k.
Multiplikation fran vénster med i i sista likheten i (7.33) ger i(ijk) = —i men
i(ijk) = (i) (jk) = —jk s
jk = .
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Multiplikation med kj fran hoger i sista likheten i (7.33) ger att ijk(kj) = —kj
men ijk(kj) = ij(kk)j = —ijj =1, sa

kj = —i.

Vi har redan visat att ji = —k. Detta ger att jik = 1 och ddrmed att —ik = j
sa

ik=—j.
Sist har vi att ijk = —1 och darfor ji(ijk) = —ji och déarfor att k = —ji och
dérfor att

ki = j.

Da har vi bestdmt alla produkter i (7.32) och kan darfér multiplicera och
forenkla alla produkter i (7.32)

wz = (wo + wit + waj + w3k)(z0 + 217 + 225 + 23k)
= (wozp + w21t + woz2j + wozsk)
+ (w1207 + wy 2142 + w1291j + wyz3ik)
+ (waz0] + wo21ji + wazos* + woz3sk)
+ (wazok + wsz1 ki + w3 zokj + w3 z3k?)
= (wozo + w21t + woz2j + wozsk)
+ (w1201 — w121 + wizek —wi237)
+ (waz0) — waz1k — wazo + woz3i)

+ (UJ3Z()/€ + w321 — w3zt — wgzg).

Vi har nu endast kvar termer som antingen &r reella eller endast har en
forekomst av i, j eller k. Vi samlar ihop termerna ovan och far da att

wz = (Wozp — w121 — WaZo — W323)

+ (wozli + UJ1ZQi + w22’3i — wgzgi)
+ (woz2j — wiz3) + wazoj + w3z1])
+ (’U)O,Z3]€ + wq 29k — woz k + wgzok‘)

== (’w()Z(] — W12 — W229 — ’U)3Z3)
+ (woz1 + w120 + wazg — W322)i
+ (woze — w123 + w220 + W321)]
+ (wozs + wy2z9 — waz1 + w3zo)k

= (U)OZO — W1Z1 — W2z — W3Z3,WpZ1 + w120 + WozZ3 — W3z2,

Wpro — W23 + W22 + W321, W23 + W12 — W21 + UJ3ZQ),

dér sista likheten kommer fran identifikationen som inférdes i dvningen. En
jamforelse visar att detta dr samma multiplikation som i (7.10).

Ovning 7.7. Vi maste visa att for alla w # 0 sa &r ww/|w|?> = 1, samt

85



(w/|w|?)w = 1. Enligt definitionen av multiplikation (7.10) har vi da

1

wp, —wW1, —W2, —W3
w3+w%+w§+w§( ’ w2, ~ )

W/ |w|* = (wo, w1, wa, ws)

1
— (ZU(], w1, W2, ’U)3)(U}0, —w1, —w2, —’U)3)
wg + w} 4+ w3 + w3
1

= Wowo + wiwy + wows + wzws
zﬁ+w?ﬁ%+w§ ’
— Wow1 + Wiwy — WaW3 + W3wWz, —WoW2 + W1W3 + WawWo — W3W1,
— wow3 — Wi W2 + waw; + w3w)
1
2 2 2 2
=3 2 2 5 (wy +wi +wy + w3, 0,0,0)
wh 4wy + wy +ws
= (1,0,0,0) = 1.

Notera att vi anviinde Ovning 7.6 i andra likheten, det vill séiga vi anviinde

att
1

wg + wi +wj + wj
kommuterar med alla w € H. Uttrycket efter tredje likheten ovan &r lika med
(W/|w|?)w, vilket visar att vi dven har (w/|w|*)w = 1.

eR
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A

Tréning i bevisforing

Da man i gymnasiet inte dr van vid att gora bevis och liknande évningar som
de vi ger i detta kompendium s& har vi lagt med detta avsnitt som en trianing
i hur man kan ténka.

En av de viktigaste lirdomarna man ska ta med sig hérifran dr att nir man
stalls infor ett problem sa ar den forsta fragan man ska stélla sig:

"Vad dr definitionerna av objekten som ingar i fragan?”

Nedan ger vi nagra mer specifika tips pa olika bevismetoder.

Al

Tekniker i mingdlara

Ska man visa nagonting om méngder &r foljande tips anvindbara. Har ar A
och B godtyckliga méngder, och x ett godtyckligt element.

(i)

(iii)

(iv)

Visa att z € A.

Hér ska man alltsa visa att x uppfyller de villkor som definierar vilka
element som tillhér méngden A. Om exempelvis A = {1,2,3} dr det
uppenbart att 2 € A, men om A = {z | villkor pa x} sa maste man visa
att x uppfyller de namnda villkoren. Om A = B N C sa maste man visa
att © € B och ¢ € C, medan om A = B U C sa ricker det att visa att
x € B eller z € C (eller bada).

Visa att A C B.

Tag ett godtyckligt element z € A. Anvénd nu definitionen fér méngden
A for att skriva ner vilka villkor som finns pa x. Visa sedan att detta
medfor att © € B. Eftersom x var godtyckligt sa betyder detta att alla
element i A &dven ligger i B, det vill séiga att A C B.

Visa att A = B.

Visa forst att A C B och sedan att B C A. Da har vi visat att alla
element i A ligger i B och att alla element i B ligger i A. Det maste
betyda att A = B.

Visa att A = @.

Minns att @ betecknar den tomma méngden, det vill siga en méingd
som inte innehaller nagra element alls. Det som ska visas &r alltsa att
det inte kan finnas nagra element i A.

Antag till att borja med att z € A. Anvénd definitionen av A for att
skriva ner vilka villkor som da stélls pa z. Visa att dessa villkor &r
omojliga (att de leder till en motségelse). Alltsa kan det inte vara sa att
x € A, oavsett vilket x vi véljer, sa A innehaller inga element.

Exempel A.1.1. Lat A vara en méingd och lat B vara en delméngd av en
annan méngd C. Visa att AN B C C.
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Lésning. Vi vill hir visa att en méngd &r en delméngd av en annan méngd
sa vi anvéinder tips (ii) ovan. Tag ett godtyckligt € A N B. Definitionen av
snitt av méngder (Definition 1.1.5) séger att AN B bestar av de element som
ligger i bade A och B. Speciellt giller att alla element i A N B ligger i B,
sa det foljer att * € B. Da B &r en delméngd av C giller enligt definitionen
for delméngd (Definition 1.1.2) att alla element i B dven ligger i C. Speciellt
maste da xz € C. Alltsa, om z € AN B sa giller att z € C. Eftersom x var
godtycklig sa har vi visat att AN B C C. O

Exempel A.1.2. Lat A={r € R |2 >3} ochlat B={x e R|2? — 1 = 0}.
Visa att AN B = 0.

Lésning. Har anvénder vi tips (iv). Tag ett € AN B. Definitionen av snittet
siger da att © € A och att € B. Att € B betyder att x uppfyller 2 —1 =0
vilket endast ar sant om z = +1. Eftersom bade 1 och —1 &r mindre &n 3 sa kan
inte x € A, vilket betyder att x inte ligger i AN B. Eftersom x var godtycklig
foljer det att AN B = 0. O

A.2 Tekniker i logik och bevisforing

Héar ger vi tips pa tekniker for att visa saker i logik. Vi skriver P och @ for
tva godtyckliga pastaenden.

(i) Visa att P = Q.
Anta att P ar sann. Om vi fran detta kan skapa en f6ljd av implikationer
som visar att () dr sann sa dr vi klara.
(ii) Visa att P <= Q.
Har ska vi visa att pastaendena P och ) dr ekvivalenta. Detta gors
genom att visa att bade P — @ och Q — P.
(iii) Visa att P &r falskt.

En teknik for att visa att ett pastaende dr falskt &r att anta motsatsen
och visa att detta skapar en motsidgelse. Med andra ord antar vi att
pastaendet P dr sant och visar att detta implicerar ett pastaende (Q som
vi vet &r falskt sasom 1 = 0. Vi kan da dra slutledningen att antagandet
att P &r sant inte kan stdimma sa P maste vara falskt.

Exempel A.2.1. Visa att om n &r ett jimnt heltal sa ar n? + 1 udda.

Losning. Vi borjar med att fraga oss vad definitionen for udda och jimna
tal &r. (Forfattarna: Eftersom vi inte gett nagon definition for detta tidigare i
kompendiet ger vi en hdr).

Definition A.2.2. Ett tal n € Z ar jamnt om det finns ett m € Z sa att
n = 2m. Vi kallar n udda om det finns ett m € Z sa att n = 2m + 1.
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Lésning (forts.) Nu nér vi vet definitionerna sa kan vi bérja 16sa uppgiften.
Vi vill alltsa visa pastaendet "n #r jimnt” implicerar pastaendet "n? + 1 &r
udda”. Detta gor vi genom att anvinda teknik (i) ovan. Antag att n &r jamnt.
Da finns per definition ett heltal m sa att n = 2m. Det foljer ddrmed att
n?=4m?san®+1=4m?+1=2-(2m?) + 1. Eftersom k = 2m? ir ett heltal
ser vi att n? = 2k + 1 med k € Z. Alltsa &r n? 4+ 1 udda om n dr jimnt. O

B Naturliga talen

I kapitel tva visade vi hur man kan konstruera heltalen fran de naturliga talen,
men vi tog existensen av de naturliga talen for givet. Vi kommer hér visa hur
man kan konstruera de naturliga talen direkt ur méngdléaran.

Ar 1889 publicerade den italienska matematikern Giuseppe Peano en samling
axiom, (P1)-(P5), som skulle formalisera de naturliga talens fundamentala
egenskaper:

(P1) 0 &r ett naturligt tal.

(P2) For varje naturligt tal a dr a’s efterfoljare S(a) ett naturligt tal.
(P3) 0 &r inte efterfoljare till nagot tal.

(P4) Tva olika tal har aldrig samma efterfoljare.

(P5) Om P ir en egenskap sadan att 0 har denna egenskap, och om det att
ett tal n har egenskapen P medfor att efterféljaren S(n) har egenskapen
P, sa har varje tal egenskapen P (induktionsaxiomet).

De forsta fyra axiomen bor kinnas naturliga for ldsaren. Efterfoljaren S(0)
skrivs oftast med tecknet 71”7 och &r saklart inte efterfoljare till nagot annat
tal &n just 0. Men vilken egenskap &r det som det femte axiomet formaliserar?
Ség att vi har en matematisk egenskap P, och vi har lyckats verifiera att 0 har
egenskapen, vilket vi skriver som P(0). Om P nu har den egenskapen att P(n)
medfor att d&ven P(S(n)) da kan vi nu dra slutsatsen att P(1), ty S(0) = 1.
Men da kan vi upprepa resonemanget och dra slutsatsen att P(2), och ddrmed
daven P(3), och sa vidare. Vi kan upprepa resonemanget sa manga ganger vi
har lust — i den matematiska vérlden finns ingen tidsbegréansning — sa vi drar
slutsatsen att P maste vara sant for varje efterfoljare till 0. Axiom (5) séiger
att P maste gilla for varje naturligt tal, sa det formaliserar intuitionen att de
naturliga talen just &r de elementen som uppstar som efterfoljare till 0, det

vill séga S(0), S(S(0)),...

Var uppgift dr saledes att konstruera en méngd med element som uppfyller
ovanstaende axiom, sdrskilt maste vi konstruera ett objekt som vi kallar 0
samt definiera vad vi menar med S(n) givet n.
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B.1 Konstruktionen

Fran och med nu tar vi inte existensen av tal som matematiska objekt for
givet, utan det dr var uppgift att konstruera dem ur méngdlaran. Vi borjar
saledes helt fran grunden, dir det enda som vi antar existerar #r den tomma
méngden ) samt mingdoperationerna som behandlades i kapitel 1.

Vilka objekt inom méngdléran finns det da som kan motsvara tal? Naturliga
talen dr ju de tal som vi rdknar antal med, s& informellt skulle vi vilja att
ett naturligt tal, sdg 3, representerar alla méngder med exakt 3 element, till
exempel genom att sitta 3 = {A : A har 3 element} och detta &r &ven den
férsta moderna definitionen av naturliga tal som gavs av den tyska logikern
Gottlobb Frege pa 1870-talet. Denna definition har vissa tekniska brister som
gor att den inte fungerar i modern axiomatisk méingdlira?’, och vi kommer
istdllet att presentera en konstruktion som forst foreslogs av den ungersk-
amerikanska matematikern John von Neumann.

Ett av axiomen fér méingdliran dr existensen av den tomma méngden @ = {},
det vill sdga méangden som inte har nagra element. Lasaren bor observera att
detta dven dr den enda konkreta méangden vi i nuldget kénner till: alla de andra
exempel pa mangder i Kapitel 1 forutsitter existensen av de naturliga talen,
men de har vi ju dnnu inte konstruerat. Eftersom antalet element i tomma
méngden ar noll, sa dr det intuitivt att definiera tecknet 0 genom att sitta
0 =0 ={}. Vivill nu bilda talet 1. En vettig kandidat &r en mingd med just
ett element, och ett naturligt val dr att sitta 1 = {@} = {{}}, det vill séiga
méngden som endast innehaller tomma mingden (notera att {@} # @: en
pase som innehaller en tom pase #r inte tom!). Nu har vi tva objekt att jobba
med, ndmligen objekten 0 och 1, och vi siitter dirfor 2 = {0,1} = {0, {0}} =
{{},{{}}}. Metoden &r nu klar, ty i allménhet definierar vi n + 1 =n U {n},
for n dr en méngd som innehaller n stycken objekt, sa nU{n} maste innehalla
n + 1 stycken objekt. Vi &r nu redo for var forsta definition i detta kapitel:

Definition B.1.1. Givet ett tal naturligt tal n definieras n’s efterféljare S(n)
genom att sitta S(n) = n U {n}, vi skriver &ven n + 1 = S(n). En méingd A
ségs vara sluten under S om det for varje element n € A géller att S(n) € A.

Givet n &r S(n) saledes den méngden som innehaller alla element i n samt
dven innehaller n som ett element!

Definition B.1.2. De naturliga talen N &r den minsta méngden som in-
nehaller 0 = @ och som é&r sluten under S.2!

Anmirkning B.1.3. Med 'minsta’ menas att om A dr en annan méngd som
uppfyller 0 € A och A &r sluten under S, sa giller det att N C A. Kravet att
N dr den minsta miangden som innehaller 0 och &r sluten under S sédkerstéller
att inga andra element &n de icke-negativa heltalen som bildas av den ovan
beskrivna metoden finns i N. Vi ber dven ldsaren observera att dven fast @ C A

2OEn presentation av ett axiomatisk fundament fér mingdliran ryms tyvérr inte inom
detta kompendium, utan vi ngjer oss med den beskrivning som ges i Kapitel 1.
21 Existensen av denna oéindliga méngd #r ett axiom i méngdliaran.
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for varje méngd A, sa dr det ej sant att @ € A for varje miangd A — exempelvis
géller att @ ¢ O.

Vi kan nu verifiera att médngden N uppfyller axiomen (1)-(4). Vi har per kon-
struktion att 0 = {@} € N, och per definition &r N sluten under S, sa Axiom
(2) dr uppfyllt. 0 dr inte efterfoljare till nagot tal, ty S(n) # @ = 0, per de-
finition av S. Att visa att n # m medfor S(n) # S(m) ldmnas som en (svar)
Ovning at ldsaren.

Axiom (5) ar uppfyllt pa grund av av kravet N &r den minsta méngden som
innehaller 0 och ar sluten under S, ty om 0 har en egenskap P och det att n
har egenskapen P medfor att S(n) har egenskapen P, da dr méngden

{m € N | m uppfyller P}

en delméngd av N som innehaller 0 och &r sluten under S. Men eftersom N &r
den minsta méngden som uppfyller det villkoret sa maste

N = {n € N | m uppfyller P}.

Vi har saledes lyckats med att konstruera en konkret miangd N som har de
grundlidggande egenskaper som de naturliga talen bér ha, det vill séiga axiom
(1)-(5). Vi infér nu additionen pa méingden genom foljande rekursiva defini-
tion.

Definition B.1.4. Givet tva element a,b € N definieras summan a + b enligt
foljande

a+0=a (B.1)
a+ S(b) = S(a+0b). (B.2)

Exempel B.1.5. Enligt Definition B.1.4 har vi att 14+1 =1+ 5(0) = S(1+
0)=5(1) =1U{1} = {0} U{{0}} = {9,{D}} = 2. A

Exempel B.1.6. Att definitionen &r rekursiv betyder att ett givet steg &r
definierat via tidigare steg. For att rikna ut exempelvis vad a+2 = a+S5(1) =
S(a+1) &r, dr vi tvungna att bestdmma a+1. Men a+1 = a+5(0) = S(a+0)
sa vi maste bestdmma a—+0. Detta dr dock det ”forsta steget” och &r definierat
som a. Da har vi att a +1 = S(a 4+ 0) = S(a). Saledes har vi att a + 2 =
S(a+ 1) = S(S(a)), sa addition med 2 motsvarar att ga tva steg fram i
naturliga talen, ett resultat som kanske inte 6verraskar ldsaren, men indikerar
att var definition av addition motsvarar den vanliga additionen som alla &ar
fortrogna med. A

Anmirkning B.1.7. Elementen a,b &r méngder, men notera att i kapitel 1
definierades det inte en operation ”+” fér méngder. Unionen U av tva méngder
definierades dér, men den sammanfaller inte med + i definition B.1.4. Exem-
pelvis sa dr aUa = a for alla méngder a, medan a + a # a, for alla nollskillda
element a € N.
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Definition B.1.8. Givet tva element a,b € N definieras produkten a - b (vi
skriver dven ab) genom att sétta

a-0=0 (B.3)
a-Sb)=a+a-b. (B.4)

Exempel B.1.9. Enligt Definition B.1.8 har vi att
a-1=a-S(1)=a+a-0=a+0=a,

for varje a € N, dér vi anvénde (B.3) i nést sista steget och (B.1) i sista steget.
A

Vi har foljande uppséttning riaknelagar.

Sats B.1.10 (Réiknelagar for N). For alla a,b,c € N gdiller det att

a+ b= b+ a, kommutativa lagen for addition
(a4+b)+c=a+ (b+c), associativa lagen for addition
a-b="b-a, kommutativa lagen for multiplikation
a-(b-c)=(a-b)-c, associativa lagen for multiplikation

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), distributiva lagen.

Bevis. Bevisen bygger pa induktion, det vill sdga vi kommer anvidnda oss
av axiom (5). Vi visar associativa lagen foér addition och ldmnar resten som
frivillig 6vning at ldsaren. Vélj tva godtyckliga a,b € N. Enligt (B.1) sa far vi
att

(a+b)+0=a+ (b+0). (B.5)

Detta dr egenskapen P(0): att a,b,0 bildar en associativ trippel som i (B.5).
Vi visar nu att om det for ett givet ¢ géller att P(c), da foljer det att P(S(c)).
Sa antag att P(c), det vill sdga att (a +b) + ¢ = a + (b+ ¢) giller for nagot
¢ € N. Vi maste visa att (a +0b) + S(c) = a+ (b+ S(c)), det vill sdga P(S(c)).
Men vi har att

(a+b)+S(c) =S((a+b)+c)=S(a+(b+c)) =a+S0b+c)=a+(b+5(c)),

ddr (B.4) anvéndes i forsta, tredje och fjérde likheten, och antagandet

(a+0b)+c=a+ (b+ c¢) anvindes i andra likheten. Enligt induktionsaxiomet
maste det da for a,b gilla att (a +b) + ¢ = a+ (b+ ¢) for alla ¢ € N och
eftersom a, b var godtyckliga géller det for alla a,b,c € N. O

Vi kan nu ldmna den ganska otympliga méngdnotationen ovan och helt enkelt
skriva 0,1,2,.... Ovanstaende genomgang visar att de naturliga talen gar att
konstruera ur méngdliran sa att Peano axiomen och ridknelagarna ar gilti-
ga. Exakt vilken méngd ett givet tal n &r har liten betydelse for oss i detta
kompendium.
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C Definitioner av delkropp, homomorfi och isomorfi

Lat K1 och Ky vara tva kroppar, med rikneoperationer 41, -1 respektive 4o, 5.
K, sédgs vara en delkropp till Ko om varje a € K kan tillordnas ett unikt
Ba € Ko, sa att additiva och multiplikativa enhetselement tillordnas varandra,
och sa att rikneoperationerna dr bevarade:

ﬁa1+1a2 — Bal +2 ﬁag

och
/8041-1042 - 5041 ‘2 5042-

Mera exakt sa kan vi definiera

Definition C.0.11. Lat K; vara kroppar med rikneoperationer +;, -;, enhet-
selement 0;, 1; och ordningar <; for ¢ = 1,2. K7 &r en delkropp till K9 om det
finns en funktion f: K7 — Ko, sa att foljande géller for alla x,y € K;

(i) = # y medfor f(z) # f(y) (unik tillordning),

(i) { fx+1y) = f(z) +2 f(y)
flxay)=f(z) 2 fy)

(i) f(01) =02, f(11) =12, (enhetselement bevaras).

(kompatibla rikneoperationer),

K ar en ordnad delkropp av Ko om éven foljande villkor géller for alla x,y €
K,

(iv) = <1 y medfor att f(z) <q f(y).

En funktion f : Ky — K, som uppfyller villkoren (ii) och (iii) ovan kallas
for en homomorfi av kroppar. En homomorfi av kroppar som &ven uppfyller
villkoret (iv) kallas for en homomorfi av ordnade kroppar. Homomorfi &r ett
modernt ord bildat ur grekiska homo som betyder samma, och morfe som
betyder form eller utseende.

Definition C.0.12. Tva (ordnade) kroppar K; och Ky dr isomorfa om det
existerar en homomorfi f : K1 — Ks av (ordnade) kroppar, sa att f som
funktion &r en bijektion mellan K; och Ky (se Definition 3.1.5). En sadan
funktion f kallas for en isomorfi av (ordnade) kroppar.

D Det finns bara en ordnad kropp med supremu-
megenskapen

I detta avsnitt ska vi skissa ett bevis foljande Sats. 22

Sats D.0.13. Alla ordnade kroppar med supremumegenskapen dr isomorfa®s.

221 5sare som &r intresserade av att se ett fullstéandigt bevis kan finna ett sadant exempelvis
i laroboken Calculus av Michael Spivak.
238e appendix C for en definition av begreppet isomorfi.
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Innan vi borjar med bevisskissen dr foljande anmérkning pa sin plats:

Anmirkning D.0.14. Tidigare i detta kompendium har vi ndmnt att det
finns flera sétt att konstruera de reella talen. Kanske undrar ldsaren hur detta
kan vara forenligt med pastaendet i rubriken till detta avsnitt. Podngen &r att
det récker med att visa att alla ordnade kroppar med supremumegenskapen
dr isomorfa, ty det innebér att de delar alla ”intressanta” egenskaper med
varandra. Det &r i denna bemiirkelse det endast finns en ordnad kropp med
supremumegenskapen.

Skiss av ett bevis av Sats D.0.13. Lat K vara en ordnad kropp med supremu-
megenskapen. Vart mal ar att konstruera en funktion f : R — K som &r en
isomorfi av ordande kroppar.

Lat +x och -k beteckna operationerna i K, lat <y beteckna ordningen i K
samt lat Ox och 1x beteckna enhetselementen i K.

Till att borja med definierar vi f(0) = O och f(1) = 1x. Vidare definierar vi
for varje heltal n > 0

n termer

samt f(—n) = —f(n).
Definitionen ovan kan pa ett naturligt sett utvidgas till de rationella talen
genom att for alla n,m € Z, m # 0 gora definitionen

F(2) = 1) i Fm)™! (D2)

Anmirkning D.0.15. Hair behdver man visa att f ar vildefinierad, det vill
siga att f (%) =f (%) om ;- = .

Slutligen definierar vi f pa hela R genom

flz)= S%P{f(Q) lqeQ, ¢ <z} (D.3)

Anmirkning D.0.16. Det ér inte sdrskilt svart att visa att méngden

{f(q@) | ¢ € Q, g < x} ér en icketom och uppat begrinsad delméingd av K.
Eftersom K #r en ordnad kropp med supremumegenskapen har denna méngd
darfor ett (unikt) supremum i K.

Anmirkning D.0.17. Man kan visa att definitionerna (D.2) och (D.3) 6verens-
stammer i det fall da z € Q.

Nu ér definitionen av f firdig, men det kvarstar att visa att f &r en isomorfi
mellan de ordnade kropparna R och K. Den grundliggande idén for att vissa
detta &r att forst visa att villkoren (ii) och (iv) i Definition C.0.11 &r uppfylla
da xz,y € Q och med hjilp av detta visa att dessa villkor dven giller for
godtyckliga x,y € R. Slutligen kan dven visa att f &r en bijektion.

O
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E Geometrisk summa

Lat a € R med |a| < 1 och betrakta talféljden a,a?,a®,.... Det #r inte svart
att visa — och ganska intuitivt — att lim,_,- @™ = 0. Den #ndliga summan

sp=14a+a’>+...+a"

kallas for en geometrisk summa. Med summasymbolen Y kan vi skriva detta

SOm
n

Zai =l+a+ad®+...+a"

i=0
Notationen betyder att vi tar summan av alla termer a’ for alla heltal i fran 0
till n. Symbolen ¥ &r ursprungligen en grekisk bokstav som uttalas ”sigma”.

Notera nu att as, = a +a® + ...+ a™!. Dirmed giller att
Sp—asp=(14+a+a’+...+a")—(a+ad’+...+a" +a"™H) =1-a"".

Eftersom vi kan skriva s, — as, = (1 — a)s, har vi att (1 —a)s, = 1 —a"*%.
Da a # 1, och dédrmed 1 — a # 0, kan vi dividera bada sidorna med 1 — a och
fa foljande formel for den geometriska summan:

n n+1
S di=s _1-ad"
‘ " 1—a
=0

F Nagra bevis av satser fran Kapitel 4

Bevis av (A4),(A5) och (01) i Hjdilpsats 4.3.5.

(A4) Det existerar ett element 0 € R sadant att o +0 = « for alla o € R. Vi
vill forstas visa att det snitt vi associerar med det rationella talet 0 &r
det som gor jobbet.

For att visa att a + 0 = « anvédnder vi oss av en teknik som &r vanlig
inom matematiken. Genom att visa att varje element i a + 0 &r ett
element i o och att varje element i a &r ett element i a + 0, sa har vi
visat de tva inklusionerna o« + 0 C « och o« C o + 0 vilket visar att
a+0=aqa.

Tag ett godtyckligt element ¢ € a+ 0. Da kan vi skriva ¢ som ¢ = p+r,
dér p € a och r € 0. Eftersom r < 0 sa betyder det att ¢ < p vilket ger
oss att ¢ € «, enligt definitionen av snitt. Alltsa ar a + 0 € a.

Tag nu ett godtyckligt element ¢ € «. Da finns det, enligt (R3), ett
element r € « sadant att r > ¢. Da vi kan skriva ¢ = r + (¢ — r) sa
vet vi att ¢ € a4 0 eftersom r € a och g —r € 0 ty ¢ — r < 0. Alltsa
ir o C a + 0, vilket tillsammans med ovanstaende resultat visar att
a+0=a.

(A5) Hér maste vi visa att till varje snitt o € R sa finns det ett snitt § € R
sadant att a + § = 0. Snittet 8 brukar skrivas som —q, och vi vill visa
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att var definition ovan av —a uppfyller detta. Vi kommer att anvinda
samma teknik som i beviset ovan. An sa ldnge vet vi dock inte ens om
—q ar ett snitt. Att visa detta dr lamnat som en 6vning.

Lat oss borja med att visa att a + (—«) C 0. Tag ett element p € «
och ett element ¢ € —a. Da finns ett » > 0 sadant att —¢ —r ¢ a. I
synnerhet ligger —q inte i «, eftersom —q > —q — r. Alltsa har vi att
p < —q eftersom « innehaller alla rationella tal mindre &n ¢. Olikheten
p < —q betyder att p + ¢ < 0 vilket ger att p+ ¢ € « for alla p € o och
q € —a. Detta betyder att a + (—a) C 0.

For att visa att 0 € a + (—«) maste vi vara lite mer kluriga. Tag ett
godtyckligt element v € 0 och definiera w = —wv/2. Da &r det klart
att w > 0. Eftersom w &r ett positivt rationellt tal och « dr en uppat
begrinsad méngd, sa finns det ett heltal n sadant att nw € « men
(n+ 1)w ¢ «. Nu definierar vi p = —(n + 2)w och vi ser att p € —«

eftersom
—p—w=Mn+1w¢a. (F.1)
Vi ser vidare att
nw—i—p:—%—i-p:—%-i-@:v (F.2)

Eftersom v var ett godtyckligt element i 0, nw € «a och p € —a, sa
betyder det att 0 C av + (—«). Alltsa dr o + (—a) = 0.

(O1) Antag att o, 3,7 € Roch 8 < . Vivill visa att a + 5 < a + 7, det
vill siga o+ Ca+vyocha+ 8 #a+vy Att a+ 8 C a+ v ér klart
eftersom 8 C v. Antag att o + = o + 7 stdmmer. Da kan vi addera
—a till bada sidorna och fa att g = ~, vilket motsiager att 8 < 7. Alltsa
ara+ 0 #a+7. O

Bevis av (M5) och (D) i Hjilpsats 4.5.9.

(M5) Det riicker med att visa att for varje o > 0 s dr o - a~! = 1. Detta
gor vi som 1 fallet med addition, det vill siga genom att visa de tva
inklusionerna a- o' C 1 och 1 C a - a~!'. Att bevisa att a~! verkligen
ar ett snitt limnas som en Gvning.

Tag ett element p € o och ett element ¢ € a~! diir ¢ # 0. Da ggller
det att ¢=! ¢ « vilket betyder att p < ¢~! som #r ekvivalent med att
pq < 1. Det ar vidare klart att &ven 0 € 1. Alltsa &r pg € 1 for allap € «
och g € o™, det vill siga a-a~! C 1.

Tag ett element z € 1. Om z < 0 sa ér det klart att 2z € a-a~! eftersom
a > 0. Antag nu att 0 < z < 1, vilket ger oss att % > 1. Lat oss forst
anta att % € «. Eftersom % > 1 och « &r uppat begrénsad sa maste (se
Anmirkning F.0.18) det finnas ett positivt heltal k£ sadant att

- G)k ca  och y= <%>k+1 ¢ a. (F.3)
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Det giller att £ € o' om inte y rakar vara den minsta Gvre be-

gransningen till « i vilket fall vi inte kan hitta nagot r > 0 sadant
att y —r ¢ . Om % € a1 sa foljer det att

1

k+1 1 1
p=Z — = Zlk =z—. (F.4)
z Y Yy

Da x € o och % € a~! betyder detta att z € a- o~ . Det dr dock inget
problem om y rakar vara den minsta 6vre begrinsningen till « eftersom
vi da kan viilja ett 2/ € a sadant att 2’ > x och ett ¢ = ya'/z ¢ « vilket
ger oss
/
l_ze_z_ (F.5)
yr Y

Y
Detta resonemang var under antagandet att % € a. Lat oss nu anta att

1 ¢ a. Antag vidare att 2 ¢ a. Eftersom 0 < z < 1 och @ > 0 s maste
det finnas ett heltal k sadant att

r=z"leq och y=:"¢a. (F.6)

Notera att detta fungerar &ven da z € a, men kréaver lite mer eftertanke.
Nu kan vi, precis som ovan, komma runt problemet med att y mojligtvis
dr den minsta 6vre begrinsningen till «. Lat oss anta att detta ar av-
klarat och att % €al. Vi far

1
- - (F.7)
z Y Y

Da x € a och i € o~ ! betyder detta att z € o - o', Vi har alltsa visat
att 1 C a-a~ !, vilket tillsammans med det tidigare resultatet slutligen
visar att a-a”! = 1.

For att verifiera den distributiva lagen maste vi visa att for tre snitt
a, B, sa giller det att o+ (B + ) = a -+ a-~v. Vi gor detta genom
att bevisa de tva inklusionerna

a(f+v) CaB+ay och  af+ayCa(B+) (F.8)

Lat oss forst visa dessa tva da «, 8,y > 0. Tag ett element r € a(5+ 7).
Om r < 0 sa vet vi att » € aff + av, eftersom aff + ay > 0. Antag
istéllet att » > 0. Vi vet att r &r pa formen

r=x(y +2) (F.9)

dir x € a,y € [,z € v och z,y,z > 0; allt enligt definitionen av
multiplikation. Men eftersom r = z(y + z) = zy + xz sa vet vi att
r € af + ay. Alltsa ar a(8 +7v) C aff + ay.

Tag nu ett element r € aff + oy sadant att r > 0. Vi vet att r &r pa
formen

r =Ty + T2z (F.10)
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dér x1,29 € a,y € B,z € v och x1,x2,y,z > 0. Antag nu att 1 < xo.
Da vet vi att

ﬂy <y vilket medfor att ﬂy € p. (F.11)
T2 T2

Vi kan skriva r som
T
r=x1Y+ x2z2 = X9 (—y—i—z) (F.12)
T2

Eftersom z9 € a,21L € S och z € v sa dr r € o8 + 7). Notera att

)
om x1 > 9 s& kan vi byta plats pa x1 och x9 ovan for att fa samma
resultat. Detta, tillsammans med det foregaende resultatet, visar att
a(f+7)=af +aydaa,f,y>0.

Nu maste vi visa att detta giller &ven da inte alla tre snitt &r positiva.
Lat oss fortfarande anta att o > 0. Da har vi tre fall

(i) B <0 och v < 0. Detta visar vi med hjélp av omskrivningen

a(B+7)=-a[-(B+y)] ==|a(-B-7]|.  (F13)

Nu ér alla tre snitt, det vill siga «, —f3, —, positiva och vi kan
anvinda resultatet for positiva snitt for att erhalla

a(B+7)=-|a(-B-7)] == -ap-ar] =aB+ar. (F14)

(i) B<0ochy>0.0m g+~ =0sair det klart att likheten géller.
Antag forst att g+ > 0. Da kan vi skriva

av=al(B+7)+(-8)]. (F.15)

Har noterar vi att de tre snitten «, 5+, —f &r positiva och vi kan
anvéinda vart tidigare resultat for att fa

av=al(B+7)+ (-B)] =a(B+7) - aB (F.16)
vilket medfor att
ay+af=a(f+7). (F.17)

Antag nu att 8+ v < 0. Da kan vi ténka ldngs samma banor och
gora omskrivningen

—aB=a| = (B+7)+1]. (F.18)

Hér noterar vi igen att de tre snitten «, —(5 + ),7 &r positiva.
Det ger oss

—af=a = (B+) +1| = —a(B+9) +ay (F.19)

vilket medfor att

a(f+7) =ay+apb. (F.20)
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I fallen da o < 0 kan vi gora precis samma bevis med skillnaden att vi
byter ut a mot —«, som da &ar ett positivt snitt. ]

Anmirkning F.0.18. Antag att ¢ > 1 ar rationellt. For varje positivt heltal
n géller att

¢"=(1+@-1)"

=1+n(¢g—1)+
1+n(g—1).

Dirfor kan vi for varje rationellt tal p > ¢ hitta ett heltal k sadant att ¢* > p.
Dessutom kan man visa att for ett rationellt tal z med 0 < z < 1 sa finns det,
for varje rationellt tal p med 0 < p < z, ett positivt heltal k sadant att 2% < p.
Dessa egenskaper anvénds i beviset fér (M5) ovan.

n(n—1)
2

(q_1)2+.“_|_(q_1)n (FQl)

WV

Bevis av pastaendena (i), (iii) och (iv) i Hjdilpsats 4.3.11.

Bevis av ekvation (iv):

Antag att p < r. Tag ¢ € app. Da &ir ¢ < p < r, sa ¢ € o,. Dérmed &ar det klart
att o, C a,.. Det kvarstar att visa att a, # a,. Detta foljer fran att p & oy,
men p € oy

Bevis av ekvation (iii):

Vi betraktar endast fallet p,r > 0 och ldmnar de 6vriga fallen till ldsaren att
visa. Ekvation (iv) som vi nyss bevisat medfor att p,r > 0 ger att oy, a, > 0.
Tag ¢ € ap - a,. Da har vi att det finns 0 < p/,r’ sadana att p’ < p,7’ < r
och ¢ < p’-7'. Det ger att ¢ < p' - 1" < pr och didrmed att ¢ € ap.,. Tag nu
q € app. Om ¢ < 0 sa ér inte svart att se att ¢ € ap.,. Vi antar dérfor att
q>0. Déérq<p r, vilket ger att L <1 Tag nu a € Q sadant L <a<1
och lat b = p . Vi noterar att 0 < b < 1. Vi har att q =a-b och darmed
att ¢ = (a-p)-(b-r). Eftersom 0 < a-p < poch 0 < by < r har vi déarfor
att ¢ € oy - . Vi har bevisat inklusionerna o, - o, € . och . € vy - .
Dérmed foljer ekvation (iii).

Bevis av ekvation (i):
Antag att p # r. Da giller det att p < r eller » < p. Om p < r har vi att
ap < o och om 7 < p har vi att o, < . I bada fallen &r alltsa oy # o

O
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