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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2018-2019 och bestar av sju
kapitel.

Kompendiet ar inte tankt att lasas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pé de sju foreldsningarna. Alla elever
rekommenderas att ldsa igenom varje kapitel sjélv innan foreldsningen. Det &r
inte nodvéandigt att forsta alla detaljer vid den forsta genomlésningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre nivéa ar kompendiet kompakt skri-
vet. Detta innebar att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok.
Istallet bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand
exemplifiera. Darmed uppnér man oftast en mycket béttre forstaelse av vad
dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa &dr ordnade efter un-
gefarlig svarighetsgrad, vilket markeras med en (%), tva (%) eller tre (x * %)
stjarnor. Dessutom har de udda évningarna l6sningar ldngst bak i kompendiet.
Syftet med dessa dr att eleverna ska kunna lésa dem och pa egen hand kon-
trollera att de forstatt materialet. Ovningar med jimna nummer saknar facit
och kan anvéindas som examination. Det rekommenderas dock att man forséker
16sa dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast
kan man alltid frdga en kompis, en larare pa sin skola eller nadgon av forfattar-
na. Under arets gang kommer det att finnas 6vningstillfallen dar eleverna kan
jobba med uppgifterna, sjélva eller i grupp, och fa hjalp av oss.

Ovningarna kan ha manga olika mojliga 16sningar och det som star i facit bor
endast ses som ett forslag.



Nagra ord om Cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL é&r en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hogskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999, da med namnet KTH:S MATEMA-
TISKA CIRKEL och i KTH:s ensamma regi. Ambitionen ar att sprida kunskap
om matematiken och dess anviandningsomraden utéver vad eleverna far genom
gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare samarbete mellan gymnasiesko-
lan och hogskolan. Cirkeln skall sérskilt stimulera elevernas matematikintresse
och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, foreldsningsschema och 6vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgédngligt pa

www.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln som en
kurs och det &ar lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna ar
sjalvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och manga har kommit &verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom var-
je omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksd som malséttning att
bevisa alla satser som anvénds om de inte kan forutséttas bekanta av elever
fran gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r p& universitetsniva, gor att 1a-
rarna och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt 6ver
gymnasienivan. Det bor dérfor inte ses som ett krav att lararna och eleverna
skall behérska amnet fullt ut och att ldra in det pa samma sdtt som gym-
nasiekurserna. Det viktigaste ar att eleverna kommer i kontakt med teoretisk
matematik och far en inblick i matematikens vdsen. Var férhoppning ar att 1a-
rarna med denna utgangspunkt skall ha lattare att upplysa intresserade elever
om STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL och 6vertyga skolledarna om vikten
av att lata bade elever och larare delta i programmet.



Nagra ord om betygssattning

Da Cirkeln inte dr utformad pa samma sitt som andra gymnasiekurser i ma-
tematik kan betygsdttningen bli problematiskt, om samma standard som for
ordinarie gymnasiekurser anvinds. Utgangspunkten bor istéllet vara att ele-
verna skall f& insikt i matematiken genom att ga pa foreldsningarna och att
eleven gor sitt bista for att forsta materialet och 16sa uppgifterna. Sjalvklart
betyder det mycket vad eleverna har lart av materialet i kursen, men lararna
kan bara forvanta sig att ett fatal elever behdrskar &mnet fullt ut.

Forfattarna, sommaren 2018
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1 Vad ar matematik, egentligen?

Syftet med det héar forsta kapitlet dr att redogora for vad vi menar med ma-
tematik. Sjalva kdrnan av matematiken, som vetenskap, &r vad vi kallar for
matematiska bevis. Ett bevis ar ett logiskt resonemang, som forklarar varfor
ett visst pastaende ar sant. Innan vi gar in djupare pa detta ska vi ga igenom
ett av de mest grundliggande begreppen inom matematik, namligen mdngder.

1.1 Mangder

En mdngd ar en samling objekt, som vi brukar kalla element. Elementen kan
t. ex. vara tal eller bokstéaver. Det enklaste séttet att beskriva en méngd ar att
helt enkelt rdkna upp dess element. Detta gor vi genom att skriva hela listan
av element, och omge dessa av parenteser av typen {}. Till exempel &r

1
{172,787% 3}

méngden som bestar av elementen 1, 2, 78, y och % Det spelar ingen roll i vilken
ordning elementen rdaknas upp. Vi tar heller inte hénsyn till om ett och samma
element rédknas upp flera ganger. Till exempel betraktas

{2,4,4,3,4}, {2,3,4,4,4} och {2,3,4}

som samma méngd, alltsd mangden av de tre elementen 2,3 och 4. For en
méngd M later vi |M| beteckna antalet element i mangden M. Till exempel
ar |{a,b}| = 2. Observera att aven |{a,a,a,b,b}| = 2 eftersom {a,a,a,b,b} =
{a,b}.

De tva exempel vi nu sett har bada varit &ndliga méngder, men méngder kan
dven vara odndliga. En odndlig méngd kan forstas inte beskrivas genom att vi
raknar upp alla elementen, utan vi behover i stéllet beskriva elementen. Ibland
racker det att beskriva méngden med ord, och ge den en beteckning. En mangd
som vi ofta aterkommer till inom matematiken &r méngden av alla heltal, och
denna har darfor fatt beteckningen Z. Valet av bokstaven Z kommer fran det
tyska ordet Zahl, som betyder tal. Vissa oéndliga méngder kan beskrivas som
talfoljder. Till exempel kan méngden av alla positiva udda tal skrivas som

{1,3,5,7,9,...}.

De tre punkterna betyder alltsd att vi fortsdtter att rdkna upp talen enligt
samma monster, i all oandlighet.

Vi kan dven ha méngder dar elementen i sig ocksd ar méngder. Mangden

M = {{17 2}’ {27 3}’ {_1’ —6, O}}
ar ett exempel pa en sddan mangd. Mangderna {1,2},{2,3}, och {—1,—-6,0}
ar alltsa element i méngden M. Daremot &r talet 1 inte ett element i M.

En méangd som inte innehaller nagra element alls kallas for den tomma mdng-
den, och betecknas @.



Definition 1.1.1. Lat A och B vara méngder. Om alla element i B ocksa
finns i A sigs B vara en delmdngd av A. Detta betecknas B C A.

Till exempel har vi
{1,3,5,7,9,...} CZ.

Om vi vill poédngtera att ett visst element x tillhér en méngd A skriver vi
x € A, som utlidses "z tillhor A”. Till exempel har vi 5 € Z. Ett ytterligare
siatt att beskriva en méangd ar att beskriva den som en delméngd av en kind
méngd, men med nagot extra villkor pa elementen. Mangden av element i en
méngd M som uppfyller ett visst villkor skrivs

{x € M | villkor pa z}.
Till exempel kan vi lata
A={zeZ |z <0}

Detta betyder att vi later A vara méngden av heltal som &r mindre &n 0, det
vill séga de negativa heltalen. Vi kan fortsdtta, och lata

B={z € A|zirjamn}.

Méangden B &r alltsd méangden av alla jamna tal i méangden A, det vill sdga
alla jamna negativa tal.

Istallet for att till vanster ange en méngd vara element ska tillhora, kan vi
ange pa vilken form elementen ska vara. Vi har redan ndmnt begreppen udda
och jimna tal, vilka ldsaren forstas dr bekant med. Rent formellt definieras de
jdmna talen som de tal vilka kan skrivas pa formen 2x, dir x ar ett heltal. Pa
liknande séatt definieras de udda talen som de tal vilka kan skrivas pa formen
2z + 1, dar z ar ett heltal. Vi kan da beskriva méngden av jimna tal som

{2z | z € Z},
och méngden av udda tal som

{20+1 |z €Z}.

Det kan ocksa héanda att vi vill sla ihop tva méngder. Vi har darfor féljande
definition.

Definition 1.1.2. Lat A och B vara tvad méngder. Méngden av alla element
som tillhér ndgon av méngderna A och B kallas unionen av A och B, och
betecknas AU B. AN

Exempel 1.1.3. Lat A = {1,2,3}, B ={2,3,5,9} och C' = {7}. Da ar

AUB={1,2,3,5,9} och AUC = {1,2,3,7}.



1.2 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om att bevisa matematiska pasta-
enden, vilket kan vara en omstéllning fran tidigare kurser i matematik. Dérfor
kan det vara pa sin plats att forklara vad ett bevis ar for nagot. Till att borja
med maste vi vara klara over vad som menas med ett pastiende. Ett pasta-
ende ar nagot som antingen &ar sant eller falskt. Nedan foljer fyra exempel pa
pastaenden

(i) 2+ 3 =5,

)
(i) {a,b,c} ={a,b,c,b,c},
(if)) 7 € Z,

)

(iv) Vinkelsumman hos en triangel &dr 180°.

Vi kan se att de forsta, andra och fjarde pastdendena &r sanna. Talet 7 &r som
bekant inte ett heltal, sa det tredje pastaendet ar falskt. Féljande uttryck

e 1+1

e {a,b,c}

ar inte pastaenden; de ar varken sanna eller falska. Ett bevis av att ett pasta-
ende &dr sant ar en foljd av logiska slutledningar som, utifran givna forutsétt-
ningar, leder fram till slutsatsen att pastaendet ar sant. Forenklat kan man
siga att ett bevis dr en forklaring av varfor pastaendet ar sant.

Man kan ha manga olika anledningar att tro att ett pastaende &r sant. Det
kan till exempel vara att nagon trovardig person sagt att péstaendet ar sant,
eller att vi tittat pa manga exempel och inte kunnat hitta nagot motexempel.
Detta dr dock inte samma sak som att ha ett bevis for att pastaendet ar sant.
Lat oss betrakta foljande pastaende.

Pastaende 1.2.1. Om y &r ett jamnt tal sa ar y + 1 ett udda tal. Om y
daremot ar ett udda tal sa ar y + 1 jamnt.

De flesta haller sdkert med om att pastaendet ar sant. Den som kénner sig
osidker kanske testar att addera 1 till nagra olika heltal, och ser att pastaendet
verkar stamma. For att verkligen bevisa att pastaendet &r sant behoéver vi
anvinda oss av definitionen av udda och jamna tal, som vi sag tidigare.

Bevis av Pdstdende 1.2.1. Kom ihag att de jdmna talen ar de heltal som kan
skrivas pa formen 2z, och att de udda talen 4r de som kan skrivas pa formen
2x + 1, for heltal x. Antag nu att y ar ett jamn tal. Det finns alltsa ett heltal
x sd att y = 2z. D& ser vi att y + 1 ar ett udda tal, eftersom y + 1 = 2z + 1.

Antag i stéllet att y ar ett udda tal. Det finns alltsa ett heltal x s& att y = 2x+1.

Daéary+1=2x+2=2(x+1), vilket ar ett jamn tal, eftersom x + 1 &r ett
heltal. O



Ett intressant pastdende som bevisats vara sant brukar ibland kallas for en
sats. Vi tittar pa ett exempel pa en sats med tillhérande bevis.

Sats 1.2.2. Ldt n vara ett positivt heltal. Summan av de n férsta positiva

heltalen ar lika med w

Ett annat sitt att formulera pastaendet ar

n(n—|—1).

L4243+ 4n="—"

Precis som fér méngder tidigare, betecknar punkterna att vi fortsitter rédkna
upp termer enligt samma monster, upp till talet n. Om vi till exempel tar
n = 95, s& sager satsen att

1+2+3+4+5:i;.
Bewvis av Sats 1.2.2. Lat oss beteckna summan av de n forsta heltalen med z.
Vi har alltsa

=142+ +n. (1.1)

Vi kan ocksa riakna upp termerna i omvand ordning, utan att férdndra vardet
pa x. D.v.s.

r=n+n—-1)4+n—-2)+---+2+1. (1.2)

Nu ska vi fa ett uttryck for 2z genom att addera de bada hogerleden i (1.1)
och (1.2). Nér vi lagger ihop de tva forsta termerna i hogerleden far vi 1 + n.
Nér vi lagger ihop de tva andra termerna far vi 2+ (n— 1) = n+ 1. Nar lagger
ihop de tredje termerna far vi 3+ (n —2) = n+ 1. Mer generellt ser vi att, om
i dr nagot heltal mellan 1 och n, dr den i:te termen i hogerleden i (1.1) just 4.
Den i:te termen i hogerleden i (1.2) &r n— (i — 1). Nér vi lagger ihop dessa tva
far vii+n — (i — 1) = n+ 1. Uttrycket for 2z blir darfor

2r=mn+1)+(n+1)+---+(n+1)=n(n+1).

n stycken likadana termer

Det foljer att x = n(n + 1)/2, och vi har alltsa bevisat att

1
1+2+3+~'+n:2@;—L

1.3 Induktionsbevis

Sist i det hér kapitlet ska vi ocksa ta upp en speciell typ av bevis som kallas
for induktionsbevis. Lat sdga att vi har en foljd av pastaenden Py, P, Ps, .. .,
vilka vi vill bevisa. Ett induktionsbevis ga da ut pa att

(i) Bevisa att det forsta pastaendet, P, ar sant,

(ii) Bevisa att om Py ar sant s& ar &ven P4 sant.



Vi ska alltsa bevisa att om ett pastdende ar sant, s& ar dven nésta pastaende i
foljden sant. Om vi bevisat att P; ar sant foljer det d& att dven nésta pastaende,
alltsa P, ar sant. Om P, ar sant foljer att dven Pj &ar sant. Dérefter foljer att
aven Py, Ps, Ps 0.s.v. ar sanna. Punkt (i) ovan brukar kallas for induktionsbas,
och punkt (ii) for induktionssteg.

Sats 1.2.2 som vi bevisade tidigare kan &ven bevisas med induktion. Satsen ska
ju gélla for alla positiva heltal n. Vi kan darfor betrakta satsen som en foljd av
pastaenden Py, P, Ps, ..., ett for varje positivt heltal. For varje positivt heltal
n ar P, pastaendet
1
1+2+_”+n_n(n2—l—).
Induktionsbevis av Sats 1.2.2. Vi ska forst bevisa basfallet, alltsa att P; ar

sant. Det vill sidga, att
1-2
1=—.
2
Detta &r ju uppenbart sant, och kréver egentligen ingen nérmare forklaring. Vi
gar vidare till induktionssteget. Vi ska da visa att om Pj ar sant, sa &r éven

P11 sant. Antag alltsa att

1424 k=T (1.3)

for ett positivt heltal k. Vi ska, under denna férutsidttning, bevisa att &ven

1+2+---+k:+(k+1)=(k+1)2(k+2)-

Vi far alltsa anvinda oss av antagandet (1.3). Lat oss addera k + 1 till bada
vinsterled och hogerled i (1.3). Da far vi

k(k+1
L 424t bt (D)= PEED oy
Eftersom

k(k:2—+—1)+k+1:k(k—l—1)—;—2(k—l—1) _ (k:+1)2(l<:—|—2)

foljer det att
(k+1)(k+2)
2 )
vilket var det vi ville bevisa. Vi har nu bevisat att Pyy; &r sant, under for-
utsédttningen att P ar sant. Eftersom vi ocksé sett att P; ar sant foljer det

att dven P, P3, Py, 0.s.v. dr sanna. Sammantaget har vi nu, med induktion,
bevisat Sats 1.2.2. O

1+2+4 - +k+(k+1)=

Vi fortsdtter med ytterligare ett exempel pé ett induktionsbevis.

Pastaende 1.3.1. For varje heltal n > 0 4r 3" + 1 ett jAmnt tal.



Beuwis. Vi borjar med induktionsbasen. Det forsta pastaendet &r att 3" + 1 ar
ett jaimnt tal da n = 0. Det stimmer, eftersom 3° + 1 = 2 ju ar jimnt. Vi gar
vidare till induktionssteget. Antag att 3" 4 1 &r ett jamnt tal. Vi vill visa att,
under denna forutsittning, dven 3"*t! + 1 dr ett jimnt tal. Notera forst att

3l L1 =3(3"+1) -2

Déa kan vi anvianda oss av vart antagande att 3" +1 ar ett jamnt tal. Att 3" +1
ar jamnt betyder att det finns ett heltal x s& att 3" 4+1 = 2z. Vi sétter in detta
ovan, och far

3l 4 1=3.22-2=23z—1).
Eftersom 3z + 1 #r ett heltal, da x &r ett heltal, &r alltsa 3"+ 4+ 1 jamnt.

Eftersom 3% + 1 ar jamnt foljer det nu att dven 3' +1,32 41,33 +1,3* +1,. ..
o.s.v. alla ar jamna tal. O

En annan variant av induktionsbevis ar att anvinda sig av de tva stegen

(i) Bevisa att det forsta pastaendet, P;, dr sant,

(ii) Bevisa att om Pi, Py, ..., Py r sant si ar dven Py sant.

I induktionssteget anvinds da alltsa alla de tidigare pastaendena, inte bara
det senaste. Detta kallas ibland for stark induktion. Om vi bevisat att P; ar
sant foljer det att P» &r sant. Da &r bade P; och P» sanna, och det foljer att
P3 ar sant. Av att Py, P> och P3 dr sanna foljer att &ven P, ar sant, o0.s.v.. Vi
avslutar detta kapitel med ett bevis dar stark induktion anvands.

Definition 1.3.2. Ett heltal storre dn 1, som inte kan uttryckas som en pro-
dukt av tva mindre, positiva heltal kallas for ett primtal. A

Till exempel &r talen 2,3,5 och 7 primtal. Daremot &r talet 6 inte ett primtal,
eftersom 6 = 2 - 3.

Sats 1.3.3. Varje heltal stérre dn 1 dr antingen ett primtal, eller en produkt
av flera primtal.

Bevis. Vi borjar med att konstatera att 2 ar ett primtal, eftersom det inte
kan uttryckas som en produkt av nagra mindre, positiva heltal. Detta &r vart
basfall. Lat oss nu anta att alla heltal storre &n 1, och mindre &n eller lika
med n, antingen ar primtal, eller en produkt av flera primtal. Vi ska visa att
dven talet n 4+ 1 antingen &ar primtal, eller en produkt av flera primtal. Om
n 4+ 1 ar ett primtal ar vi klara. Om n + 1 inte &ar ett primtal &rn+1=a-b,
dér a och b &r nagra positiva heltal mindre &n n + 1, enligt definitionen. Vi
kan ocksa se att varken a eller b kan vara lika med 1. Om t. ex. a = 1 maéste
jub =n+ 1, vilket motséger att bade a och b skulle vara mindre &n n + 1.
Alltsa dr bade a och b heltal stérre &n 1 och mindre &n eller lika med n. Enligt
vart induktionsantagande &r alltsa a antingen ett primtal, eller en produkt av
primtal, och samma géller b. Produkten a-b ar d& en produkt av flera primtal.
Vi kan nu dra slutsatsen att n+1 antingen sjilv ar ett primtal, eller en produkt
av flera primtal.

Vi har nu bevisat satsen med hjilp av (stark) induktion. O
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Ovningar

Ovning 1.1 (x). Rikna upp elementen i foljande méngder.

(i) A={z€Z|2?=9}

(ii) B={r€Z|0<z—-3<5}
(i) C ={2z | x € B}

(iv) AUB

Ovning 1.2 (). Lat A = {-1,1,0,5,v,{13,87},{0,1}}. Vilka av foljande
méangder ar delméngder till A7

B ={v,v,v,5}
C ={-5,0,1}
D ={13,87}
E ={0,1}
F={5+1}

G ={-1,1,0,5,,{13,87}, {0, 1}}

Ovning 1.3 (). Vilka av foljande #r pastaenden? Vilka av pastaendena ér
sanna?

(i) Ett rott hus.
(ii) Stockholm ligger i Sverige.

(iii) 0
(iv) 7-8 = 64
(v) {5,3,5,5,5,2} C {2,3,5}

Ovning 1.4 (x#). Bevisa foljande.

(i) Summan av ett jamnt heltal och ett udda heltal dr udda.
(ii) Produkten av tva udda tal dr udda.
(iii) Produkten av tva jaimna tal ar jamn.

Ovning 1.5 (%%). Ar de tva mingderna lika (det vill siga innehéller samma
element)? Om de &r lika, motiveral Om de inte &r lika, ge ett exempel pa ett
element som finns i den ena méngden, men inte i den andra.

(i) {r€Z|2?=9}och {x € Z | 2® =27}

(ii) {r€Z | 2> =9} och {z € Z | x* =81}
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(iii) {2z +1 |z €Z},och {2z -1 |z € Z}
(iv) {«? | x € Z}, och {2? | z € Z och x > 0}
(v) {2e+1 |2 €Z},och {2z —1 |z € Z och x > 0}
Ovning 1.6 (x). Berdikna summan av de tvahundra forsta positiva heltalen.

Ovning 1.7 (%%). Lat n vara ett positivt heltal. Bevisa att produkten av n
stycken udda heltal alltid ar udda.

Ovning 1.8 (). Lat n > 0 vara ett heltal. Visa att summan av de n forsta
tvapotenserna &r lika med 27! — 1. Alltsa,

20+21+22++2n:2n+171
Ovning 1.9 (% * ). Bevisa att for alla heltal n, stérre &n fyra, ir n? < 2".

Ovning 1.10 (x x %). Lat n vara ett positivt heltal. Bevisa att summan av

(n+1)(2n+1)
6

kvadraterna av de n forsta positiva heltalen ér lika med - , alltsa

1)(2n +1
12492 ... g2 = PO )6(”+ ).
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2 Introduktion till grafteori

Temat for arets cirkel dr ju, som titeln anger, Grafteori med inriktning pa
farglaggning. I det hir kapitlet kommer vi att introducera begreppet graf, och
teorin om dessa. Vi introducerar ocksa begreppet farglaggning av grafer, som
ligger till grund for flera av de féljande kapitlen.

2.1 Grundliggande definitioner och egenskaper

En graf kan beskrivas som en samling punkter, varav vissa par av punkter ar
sammanbundna av en linje. Det kan till exempel se ut som nedan. Punkterna

a

Figur 2.1

i en graf kallas for horn (eller noder), och linjerna for kanter (eller bagar).
Grafen ovan har hoérnen a, b, och ¢. Hérnen a och b d&r sammanbundna av
en kant, och sa &r &ven b och c. En kant i en graf kan alltsé identifieras med
ett par av punkter; de tva punkter som kanten sammanbinder. Rent formellt
definieras en graf av tvA méngder; méngden av hérn och méngden av kanter.

Definition 2.1.1. En graf dr en uppséittning av tva dndliga méngder; en
hérnméangd V # @, och en kantmdngd E. Elementen i méngden V kallas
hérn. Elementen i méngden E &r méngder som bestar av tva element fran V,
och kallas kanter. Vi skriver G = (V, E) for grafen G med hérnméngd V' och
kantméangd F. A

Bokstéaverna V' och E kommer fran engelskans vertices och edges.

Figur 2.1 forestéller alltsa grafen (V, E) dér
V ={a,b,c} och E = {{a,b},{b,c}}.

Observera att vi sjélva véiljer hur hornen ska placeras ut, nér vi ritar upp en
graf. Kanterna behdver heller inte vara raka linjer, det enda som spelar roll &r
vilka tva horn kanten sammanbinder. I Figur 2.2 ser vi till exempel tva sétt
att rita upp grafen (V, E) med

V ={a,b,c,d,e} och
E={{a,b},{b,c},{c,d},{d, e}, {a,c}, {a,d}, {a, e}, {c,e}}.
Vi gar vidare till tva grundlaggande definitioner.
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¢ a

Figur 2.2: Tva sitt att rita upp samma graf.

Definition 2.1.2. Lat G = (V, E) vara en graf. Tva horn a,b € V ségs vara
grannar om de sammanbinds av en kant, d.v.s. om {a,b} € E. A

Definition 2.1.3. Lat G = (V, E) vara en graf, och lat a vara ett horn i G.
Antalet grannar till a, d.v.s. antalet b € V saddana att {a,b} € E, betecknas
d(a), och kallas for graden av a.

Det hogsta grad som forekommer for ett horn i G kallas for den mazimala
graden av G, och betecknas A(G). Den lagsta grad som forekommer for ett
horn i G kallas for den minimala graden av G, och betecknas 6(G). A

Exempel 2.1.4. Lat G vara grafen nedan.

I grafen kan vi till exempel se att hornen ve och vs &r grannar. Diremot ar vs
och vy inte grannar. Hornet v har inga grannar, medan vy har fyra grannar,
och w3, vy, v5 och vg alla har en granne. Vi har darfor

d(v1) =0, d(ve) =4, och d(vs) = d(vq) = d(vs) = d(vg) = 1.

Den lagsta grad som férekommer i grafen &r alltsa 0, och den hogsta 4. Darfor
ar

(G) =0och A(G)=4. A
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Nu ar vi redo att bevisa var forsta sats.

Sats 2.1.5 (Handskakningslemmat). Lit G = (V, E) vara en graf, och V =
{vi,v9,...,v,}. Dé dr

d(vi) +d(ve) + -+ - + d(vy) = 2|E|.

Satsen séger alltsd att summan av graderna av alla horn i grafen dr dubbelt
s& stor som antalet kanter i grafen. Om vi tittar pa grafen i Exempel 2.1.4 ser
vi att den har fyra kanter. Summan av graderna av alla hoérnen i grafen blir
mycket riktigt

dvi) +d(vz) +---+d(vg) =0+4+14+1+1+1=8=2-4.

Bewvis. Graden av ett horn kan beskrivas som antalet kanter vid det hornet.
Summan d(vy)+d(vs) + - - -+ d(v,) kan darfor beskrivas som att vi gar igenom
alla horn i grafen, och summerar antalet kanter vid varje horn. Varje kant i
grafen kommer da att rdknas tva ganger, en gang for vart och ett av de bada
horn som kanten sammanbinder. Det foljer att

d(vl)—i-d(’l)g)—i-"'—i-d(’l)n) =2’E’. O

Anmairkning 2.1.6. Satsen kallas for Handskakningslemmat eftersom den
ofta illustreras med foljande exempel. Vi ténker oss en graf dar hoérnen re-
presenterar personer pa en fest. Vi har en kant mellan tvd hérn om de tva
personerna skakat hand. Lat sedan sédga att vi fragar varje person pé festen
hur manga de skakat hand med, och summerar talen vi far. Summan kommer
da att vara dubbelt si stor som antalet handskakningar som skett pa festen.

En sats som anvinds for att bevisa nagon annan viktig sats kallas ibland for
lemma eller hjdlpsats.

Vissa typer av grafer, som ofta forekommer inom grafteori, har fatt egna namn.

Definition 2.1.7. En stig ar en graf med hérn vy, va, . . . , v, vilka kan numreras
pa ett sadant séitt att kantméngden &ar

{{vi,viga} | 1 <di <n}
Se Figur 2.3. Antalet kanter i en stig kallas for stigens ldngd. A

Definition 2.1.8. En cykel ar en graf med minst tre hérn vy, vs, ..., v, vilka
kan numreras pa ett sddant sidtt att kantméngden ar

{{vi,via} |1 < i <n}U{{vr,vn}}

Se Figur 2.4. Antalet kanter i en cykel kallas for cykelns lingd. En udda cykel
ar en cykel vars langd ar ett udda tal. A

Observera att en cykel alltid har l&ingd minst tre. En stig ddremot kan ha langd
noll, och bestar da bara av att enda horn.
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Figur 2.3: En stig av ldngd nio Figur 2.4: En cykel av langd
tio

Figur 2.5: K°

Definition 2.1.9. En komplett graf ar en graf dar alla horn ar grannar. Den
kompletta grafen med n horn betecknas K™. Se Figur 2.5. A

Precis som vi kan ha delméngder till méngder, kan vi &ven ha delgrafer till
grafer.

Definition 2.1.10. Lat Gy = (V1, E) och Go = (Va, Ey) vara grafer. G ségs
vara en delgraf av G; om Vo C Vq, och Es C Ej. AN

Observera att Eo forstas bara kan innehéalla kanter som sammanbinder horn i
Vo, annars ar inte Go en graf. Vi sdger ocksa kort att en graf innehdller en
stig (cykel, komplett graf, ...) om grafen har en delgraf som &r en stig (cykel,
komplett graf, ...).

Definition 2.1.11. Lat G; = (V1, E) vara en graf, och V5 en delméngd till
V1. Lat Ey vara den delméngd av Fq vilken innehaller alla de kanter som

sammanbinder horn i Va. Grafen Gy = (Va, E2) kallas da delgrafen inducerad
av Vs. A

Exempel 2.1.12. Lat G = (V, E) vara grafen i Figur 2.6.
G ges da av
V= {?}1, U2, V3, V4, Us, UG}

och

E= {{Uh U2}7 {Ul’ U4}7 {Ulv 7)5}7 {Ulﬂ UG}? {U37 U5}7 {U37 U6}7 {U47 UG}v {1)5, UG}}'
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V3
Vs

2 Figur 2.7: Delgraf av G
Figur 2.6: Grafen G

Ve

V3
Vs

Figur 2.8: Delgraf av G

Grafen i Figur 2.7 &r en delgraf till G, eftersom den har kantméngd

{{’01, ’U5}, {Ul, U6}, {1}3, UG}} g E.

Detta kan vi forstas se d&ven utan att skriva upp kantméngderna med méngd-
notation; kanterna i Figur 2.7 finns &ven med i G. Déaremot &r grafen i Figur
2.7 inte delgrafen som induceras av hérnen vy, v3, vs och vg. Till exempel kan
vi se att vs och vs &r sammanbundna i G, men inte i Figur 2.7. Delgrafen som
induceras av hérnméngden {v1, vs, vs, v6} har kantméngd

Hwr,vs}, {1, v6}, {vs, vs}, {vs, ve}, {vs, v6}}

och visas i Figur 2.8. Vi kan se att alla de kanter som sammanbinder nagra av
v1, V3, V5 och vg 1 G finns med i Figur 2.8. A

Definition 2.1.13. En graf kallas sammanhdngande om for varje par av horn
u,v € V finns en delgraf som &r en stig mellan u och v. A

Graferna vi sett i Figurerna 2.3, 2.4, 2.5 och 2.6 ar alla exempel pa samman-
héngande grafer. Grafen i Exempel 2.1.4 &r ddremot inte sammanhéngande;
t. ex. finns ingen stig mellan v och vy. En graf som inte &r sammanhéngande
kan alltid delas upp i ett antal sammanhéngande komponenter.

Definition 2.1.14. Lat G = (V, E') vara en graf, och 1at H vara den inducerade
delgrafen av en delméngd U C V. Delgrafen H kallas for en sammanhdngande
komponent om den dr sammanhéngande och for varje hérn i U giller att alla
dess grannar i G' ocksa tillhor U. AN
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Figur 2.9: En graf med tre sammanhéngande komponenter

2.2 Farglaggning av grafer

Med en farglaggning menar vi ett satt att farglagga hdornen i en graf, si att
hérn som dr grannar far olika farger.

Definition 2.2.1. En firgliggning av en graf G = (V, E) ar ett sitt att tilldela
varje horn i V' en fdrg, sa att inget horn har samma farg som négon av sina
grannar. A

Anmairkning 2.2.2. Vi skulle kunna byta ut ordet "fiarg” mot "etikett” eller
"mérkning” i definitionen ovan; det spelar ingen roll om det ar férger eller andra
saker vi mérker hornen med.

Notera att det ar inbyggt i definitionen att grannar inte far ha samma farg.

Exempel 2.2.3. I figuren nedan visas en graf med sex horn.

Figur 2.10

I Figur 2.11 visas en farglaggning av denna graf med fem férger. Notera att b
och e kan ha samma firg (rod) eftersom de inte ar grannar. Daremot kan inget
horn ha samma firg som a (orange) eftersom det hornet adr granne med alla
andra horn. Figur 2.12 visar en annan fargliggning av samma graf med fyra
farger.

Det som visas i Figur 2.13 &r inte en fargldggning av grafen (eller: inte en
korrekt farglaggning), for tva horn som ar grannar med varandra har samma
farg (b och f ar grona). A
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Figur 2.11 Figur 2.12 Figur 2.13

Antag att vi vill forsoka fargligga en graf med sa fa farger som mojligt. Vad
dr det minsta antalet farger som behévs? Fragan kan tyckas oskyldig, men den
ar inte ldtt att besvara for en allmén graf. Till att borja med leder den oss till
foljande definitioner.

Definition 2.2.4. Lat G vara en graf. Det kromatiska talet ar det minsta
antalet farger som behovs for att farglagga G, och betecknas x(G). A

(Ordet khroma, ypoua, ar grekiska och betyder "farg”.)

Definition 2.2.5. En fargliggning av en graf G som anvinder exakt x(G)
farger kallas en optimal fdrgldggning. A

Att besvara fragan om det minsta antalet farger som behovs ar alltsd samma
sak som att beridkna det kromatiska talet x(G) for en graf. Men hur beréknar
man x(G)? Foljande exempel visar en typ av resonemang som fungerar for
enkla grafer.

Exempel 2.2.6. Vi vill bestdmma x(G) och hitta en optimal farglaggning for
grafen i Figur 2.10. Fargldggningen i Figur 2.11 &r uppenbarligen inte optimal
eftersom Figur 2.12 visar att man kan anvénda farre fiarger. Kan det vara sa
att farglaggningen i Figur 2.12 &r optimal? Vi kan resonera sa hér:

Hornet a maste ju ha nagon farg, sa vi kan farga det gult O till exempel. Inget
annat horn kan ha samma féarg eftersom de alla dr grannar med a, s gult
kan inte anvindas mer. Hornet b maste alltsa ha en annan farg, till exempel
blatt @. Hornet ¢ kan nu varken vara gult eller blatt, sa det maste ha en tredje
farg, till exempel rott @. Minst tre farger behovs alltsa. Vi maste nu forscka
undvika att anvénda fler farger. Hornet d kan inte vara gult eller rétt pa grund
av grannskapet med a och ¢, men det kan vara blatt @ eftersom d inte &r
granne med b. Hornet e kan inte vara gult eller blatt, men det kan vara rott @.
Nu ar det bara hoérnet f kvar, men det har grannar med alla tre farger vi
anvant hittills: a¢ &r gult, b &r blatt och e ar rott. Hornet f maste alltsa ha en
fjarde farg, till exempel gront ©. Detta visar att det behovs fyra farger for att
farglagga grafen, si x(G) = 4 och fiarglaggningen i Figur 2.12 &r alltsa optimal.
A

I exemplet ovan kunde vi resonera oss fram till det kromatiska talet for grafen,
men for storre grafer kan det vara svart att berdkna x(G), och att ga igenom
alla mojliga farglaggningar blir snabbt orimligt. I senare kapitel kommer vi
dérfor vara intresserade av att bestdmma uppskattningar av x(G) under olika
forutsédttningar.
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Anmairkning 2.2.7. For alla grafer G = (V, E) géller att x(G) < |V, for det
kan ju aldrig behovas fler farger dn antalet hérn i grafen.

Ovningar

Ovning 2.1 (x). Rita upp grafen G = (V, E), och ange §(G) och A(G), for
(i) V. ={a,b} och E =0,

(i) V ={a,b} och E = {{a,b}},

) V.={a,b,c} och E = {{a,b},{a,c}, {b,c}},

)

(iv) V = {v1,v9,v3,v4,v5} och

E= {{Ula U2}a {U4’ U5}a {Ula U5}> {UQa U3}a {U% U5}}7

(iii

(v) V = {v1,v9,v3,v4,v5} och

E = {{v1,va2}, {v1,v3},{v1,va}, {v1, 05}, {va, v3}, {ve,va}, {v3,v4}}.

Ovning 2.2 (x%). Finns det en graf med atta hérn som alla har grad ett? I
sé fall, ge ett exempel pa en sddan. Om inte, forklara varfor.

Ovning 2.3 (x+). Finns det en graf med sju hérn som alla har grad tre? I sa
fall, ge ett exempel pa en sddan. Om inte, férklara varfor.

Ovning 2.4 (x%). Hur manga kanter har den kompletta grafen K2'? Mer
allmént, hur manga kanter har K™?

Ovning 2.5 (xx%). G &r en graf med sex hérn och tio kanter. Tva av hérnen
har grad tre, och tre av hornen har grad fyra. Vad ar 6(G) och A(G)? Rita
upp ett exempel pa hur G kan se ut.

Ovning 2.6 (). Rita upp delgrafen som induceras av hornen vy, vy, v3, v4, vs,
vy och vg i Figur 2.14. Ar delgrafen sammanhéngande?

Figur 2.14
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Ovning 2.7 (%). Vilka av graferna i Figur 2.15 #r sammanhingande? Ange
antalet sammanhéngande komponenter for var och en av graferna.

Figur 2.15

Ovning 2.8 (). Firgligg grafen K° i Figur 2.16. Bestdm det kromatiska
talet x(K®). Ar din firgliggning optimal?

Figur 2.16

Ovning 2.9 (x). Bestim y(K™), for alla positiva heltal n.

Ovning 2.10 (%). Firgligg grafen K33 1 Figur 2.17. Bestam (K3 3).

Figur 2.17: K33

Ovning 2.11 (x%). Lat C vara en cykel. Bevisa att x(C) = 2 om C:s lingd
ar jamn, och x(C) = 3 om ldngden ar udda.
Ovning 2.12 (). Bevisa att om H &r en delgraf av G sa ér x(H) < x(G).

Ledning 1: Pastaendet kanske verkar sjalvklart, men forsok formulera ett bevis
som tydligt baseras pa definitionerna i detta kapitel. Relevanta definitioner
ar till exempel Definition 2.2.4 (kromatiska talet), 2.2.1 (farglaggning), 2.1.2
(grannar) samt 2.1.10 (delgraf).

Ledning 2: Utga fran en optimal farglaggning av G.
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3 Planara grafer

I detta kapitel fordjupar vi oss i en speciell typ av grafer som kallas plandra
grafer. Detta ar grafer som kan ritas pa en plan yta (till exempel ett papper)
utan att kanterna korsar varandra. Vi kommer ocksa titta pa fargliggning av
kartor och hur det leder till en planér graf.

3.1 Eulers formel for planira grafer

Definition 3.1.1. En graf kallas plandr om den kan ritas upp pa en plan yta,
pa ett sddant sitt att inga kanter skdr varandra. A

Graferna i Figurerna 2.1, 2.3, 2.4 och 2.6 ar exempel pa plandra grafer. Ob-
servera att huruvida en graf &r planér eller ej, inte beror pa hur vi ritat upp
grafen, det beror enbart pa om det gar att rita upp grafen pé ett sadant sétt
att inga kanter skir varandra. T. ex. ar grafen K* i Figur 3.1 planir, trots att
kanterna {a, c} och {b,d} skir varandra. Vi kan ndmligen rita upp grafen som
i Figur 3.2, dar inga kanter skir varandra. Ett liknande exempel &r dven grafen
vi sag i Figur 2.2.

a d
a d
[« b
b
Figur 3.1: K*
Figur 3.2: K*

Hur ér det da med grafen K°, som vi sag i Figur 2.57 I figuren har vi ju flera
kanter som skér varandra. Men gar grafen att rita upp pa nagot annat satt, sa
att inga kanter skir varandra? Den som forsoker med detta kommer inte att
lyckas, grafen K° ar ndmligen inte planir! Beviset av detta kommer i kapitel 4.

Nér vi ritar upp en planér graf pa en plan yta, pa ett sadant sitt att inga
kanter skér varandra, delar vi samtidigt in den plana ytan i ett antal omraden.
Se Figur 3.3 for ett exempel. Varje omrade definieras av ett antal kanter som
utgor omradets grianser. Aven det "oéindliga omradet” runt om grafen riknas
som ett omrade. Vi kallar detta omrade for det yttre omradet.

Hur omradena ser ut beror férstas pa hur vi ritar upp grafen. Det blir dock
alltid samma antal omraden, vilket vi ser i nedanstaende sats.

Sats 3.1.2 (Euler). Sdg att vi pa en plan yta ritat upp en sammanhdngande
plandr graf med v horn och e kanter, pa ett sidant sdatt att inga kanter skdir
varandra. Ladt o vara antalet omrdden. Da dr v —e+ o = 2.
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omrade 4
(yttre omradet)

omrade 2

omrade 1

Figur 3.3: En planir graf delar in planet i ett antal omraden.

Enligt satsen ar antalet omraden alltsa lika med e — v + 2. Det betyder att
antalet omraden enbart beror pa antalet horn och kanter, inte hur vi valt att
rita upp grafen.

Bevis. Beviset anvéander (stark) induktion 6ver e, antalet kanter.

Antag forst att e = 0, alltsa att grafen inte har négra kanter. Detta ar vart
basfall. Grafen &r alltsd en sammanhéngande graf, utan kanter. Det innebér
att grafen endast bestar av ett enda horn. Det finns da bara ett enda omrade,
ndmligen det yttre omradet. Vi har alltsd v = 1 och 0 = 1. Det foljer att

v—e+o=1-0+1=2,

och vi &r darmed fardiga med basfallet.

Vi gar vidare till induktionssteget. Antag att satsen dr sann for alla grafer
dér antalet kanter &r mindre &n eller lika med k, dér k dr nagot icke-negativt
heltal. Lat G = (V, F) vara en godtycklig sammanhéngande planér graf med v
horn och e = k 4 1 kanter. Vi ska bevisa att satsen da dven dr sann for grafen
G. Lat o vara antalet omraden, da vi ritat upp G pa ett sddant sitt att inga
kanter skir varandra. Tag en kant {a,b} € E, och lat H vara grafen som vi far
om vi tar bort kanten {a,b}. Grafen H har alltsd v horn, precis som G, och
e —1 = k kanter. H &r forstas planér, eftersom G ar det. Vi beh6ver nu dela
upp beviset i tva fall, beroende pa om H &r sammanhéngande eller ej. De tva
fallen illustreras i Figur 3.4 och Figur 3.5.

Fall 1: H dr sammanhéngande

Om H &r sammanhéngande finns en stig mellan a och b. Vi ser da att det
maste vara olika omraden pa vardera sida om kanten {a,b} i G. Nér vi tar
bort kanten {a, b} slas dessa tva omraden ihop till ett enda omrade. Grafen H
har darfér o—1 omraden, ett mindre &n G. Eftersom H &r en sammanhéngande
planér graf med e — 1 = k kanter géller att

v—(e—=1)+(0o—1)=2.

Eftersom
v—(e—=1)+(0o—1)=v—e+o
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arv—e-+o=2.

omrade 2

Figur 3.4: Fall 11 beviset av Sats 3.1.2

Fall 2: H ir inte sammanhingande

I det hér fallet har vi samma omrade pa bada sidor om kanten {a,b}. Om det
vore olika omraden skulle ndmligen gransen mot nagot av omradena utgora en
stig mellan a och b, och da skulle H vara sammanhéngande. Lat oss kalla detta
omrade fér "omrade 1”. Antalet omraden i H ar darfor o, samma som hos G.
Eftersom H inte d&r sammanhéngande kan vi inte anvinda induktionsantagan-
det direkt pa H. I stillet kan H delas upp i tva sammanhéngande delgrafer,
en som innehaller a, och en som innehéller b. Lat oss kalla dessa delgrafer for
Hy och Hy. Lat v, e1, 01 beteckna antalet horn, kanter, och omraden i Hy, och
V9, €9, 09 motsvarande for Hs. Notera att v 4+ v9 dr antalet hérn i G. Antalet
kanter i G ar e; + ez + 1, eftersom G dven har kanten {a, b}. Antalet omraden i

H, L

i omrade 1

{ omrade 1

Figur 3.5: Fall 2 i beviset av Sats 3.1.2
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G &r o1 + 09 — 1, eftersom "omrade 1” rdknas tva ganger i 01 + 0o. Vi har alltsa

v = v + V2,
6261+62+17
o=o01+09— 1.

Eftersom Hi och Hs bada &r sammanhéngande plandra grafer med hogst &
kanter foljer det av induktionsantagandet att

vi —e;+01 =2, och v9 —ey+ 09 =2.
Vi har déarfor

v—e+o=(v1+v2) —(e1 +ea+ 1)+ (01 + 02— 1)
:(’Ul—61+01)+(1}2—€2+02)—2:2+2—2:2.

Vi har nu visat att v —e+o0 = 2 géller for grafer med k4 1 kanter, forutsatt att
det géller for alla grafer med farre antal kanter. Detta slutfér induktionsbeviset,
och vi har alltsa bevisat satsen. O

3.2 Farglaggning av kartor

Vi ska nu ga 6ver till ett lite annorlunda problem, namligen att farglagga en
karta. Vi tanker oss en karta 6ver lander eller omraden, till exempel kartan
i Figur 3.6 6ver Slovakien och dess grannldnder.! Vi vill firgligga linderna
pa kartan sa att inget land har samma férg som nagot av sina grannldnder.
Problemet kanske kdnns igen fran delkapitel 2.2, men nu &r det lénder i en
karta som ska fargliggas snarare &n horn i en graf.

Figur 3.6

Vad betyder det egentligen att tva lander dr grannldnder med varandra? Vi
skulle kunna sédga att grannldnder ar linder som har en gemensam gréanslinje,

!Kartan &r baserad p4 en bild av anvindaren maix pa Wikimedia Commons och publicerad
under licensen CC BY-SA.
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Blank_map_of_Europe.svg
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men hur ar det med ldnderna i Figur 3.77 De moéts ju alla i mitten av kar-
tan; betyder det da att de alla &r grannldnder med varandra? Nedanstaende
definition &r lite kranglig men ger oss en tydlig bild av vad vi menar med
grannlénder.

Figur 3.7 Figur 3.8

Definition 3.2.1. Tva lander ar grannldnder om det finns en punkt sddan att
om man ritar en tillrdckligt liten cirkel kring punkten sa omsluter cirkeln bara
omraden fran de tva ldnderna, inga andra omraden (se Figur 3.8). A

(Ett annat sétt att uttrycka detta dr att om man "zoomar in” pa punkten si
ser man till slut bara de tva landerna, inga andra omraden.)

Enligt denna definition &r alltsa A exempelvis granne med B och F i Figur 3.7,
men inte med C, D eller E.

Om vi farglagger kartan i Figur 3.6 skulle det alltsa kunna se ut som i Figur 3.9.
Hir har Polen och Osterrike fatt samma firg, vilket gar eftersom de inte &r
grannldnder med varandra. Om vi ville skulle vi till exempel ocksa kunna ge
Ungern och Tjeckien samma farg, och ddrmed minska det totala antalet farger
vi anvander.

Figur 3.9

Baserat pa den hér typen av problem uppfann matematikern Charles Lutwidge
Dodgson (1832-1898), béttre kéind som Lewis Caroll (forfattare till boken Alice
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i Underlandet) foljande spel. Spelare A hittar pa en karta med lédnder, och
spelare B ska fargldgga kartan sa att grannldnder har olika farger. Malet for
spelare A &r att gora en komplicerad karta som kraver méanga farger, medan
malet for spelare B dr att anvinda sa fa farger som mojligt.

En intressant fraga i sammanhanget &r hur manga farger som egentligen behovs
for att farglagga en given karta, d.v.s. det minsta antalet farger. Lasaren kanske
kommer ihag att vi stéllde oss motsvarande fraga i delkapitel 2.2 och definierade
det kromatiska talet for en graf. Vi skulle nu vilja kunna fora tillbaka vart
problem med kartan till motsvarande problem f6r en graf.

Fran kartor till grafer

Att skala bort onddiga detaljer och ddrmed komma nérmare problemets kirna
ar en vanlig strategi inom matematiken som kallas abstraktion. Detta kan ockséa
leda till att man hittar samband mellan olika problem som man fran boérjan
kanske inte trodde hade nagot gemensamt.

I farglaggningsproblemet spelar till exempel ldndernas exakta form ingen roll;
det enda som spelar roll ar vilka ldnder som &r grannar med varandra. Den
informationen kan vi representera med en graf, pa féljande sétt.

Definition 3.2.2. Givet en karta med sammanhéngande ldnder, lat varje land
pa kartan motsvara ett horn i en graf, och lat det ga en kant mellan tva horn
i grafen om de motsvarande ldnderna pa kartan ar grannlander. Den graf som
fas kallar vi granngrafen for kartan. A

(Sammanhdngande land betyder hér att man kan ga mellan vilka tva punkter
som helst i landet utan att lamna landet. Alla ldnder i Figur 3.6 &r sam-
manhingande, medan exempelvis Ryssland inte &r sammanhé&ngande eftersom
omradet kring Kaliningrad &ar separerat fran resten av Ryssland.)

Vi kan ocksé definiera granngrafen mer formellt som den graf G = (V, E) dar
V' ar méngden av lidnder i kartan, och {a,b} € F for a,b € V da a och b ar
grannlander.

Exempel 3.2.3. Betrakta igen kartan i Figur 3.6. For att hitta granngrafen
ritar vi ett horn for varje land och binder samman de lander som &r grannar,
som i Figur 3.10. Sjélva granngrafen visas i Figur 3.11. Detta &r samma graf
som vi i Figur 2.12 visade har x(G) = 4, s fyra farger ricker for att farglagga
kartan. Poéngen &r att vi inte behéver bry oss om de komplicerade granserna
i den ursprungliga kartan; granngrafen innehaller allt vi behover veta. A

Figur 3.11

Figur 3.10
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Notera att granngrafen for en karta med sammanhéngande lander alltid ar en
planér graf, forutsatt att kartan sjilv kan ritas pa en plan yta (se Ovning 3.7).

Ovningar
Ovning 3.1 (x). Visa att grafen i Figur 3.12 &r planér.

b

Figur 3.12

Ovning 3.2 (x). Grafen i Figur 3.13 &r ju planir och sammanhéngande. Kon-
trollera att Eulers formel, d.v.s. Sats 3.1.2, géller for grafen.

Figur 3.13

Ovning 3.3 (%%). En sammanhéngande graf som inte innehaller nagon cykel
kallas for ett trdd. Trad ar alltid planédra. En graf vars sammanhéngande kom-
ponenter alla &ér tréd kallas for en skog. Hur manga kanter finns i en skog som
bestar av 100 trad, och totalt har 2000 hérn?

Ovning 3.4 (xx%). Ett horn av grad ett, i ett trid, kallas for ett lgv. Lat T
vara ett trad. Bevisa att T har minst A(T) 16v.

Ovning 3.5 (x). Figur 3.14 (niista sida) visar en karta med sju lander i viistra
Europa. Rita upp granngrafen G for kartan. Bestdm det kromatiska talet x(G)
och farglagg granngrafen med det minsta mojliga antalet farger.

Ovning 3.6 (x%). Rita en (pahittad) karta som har grafen i Figur 3.12 som
granngraf.

Ovning 3.7 (*%). Bevisa att granngrafen for en plan karta med sammanhéng-
ande lander alltid &r en planér graf.

Ledning: Latsas att hornen dr huvudstaderna i respektive land och att kanterna
ar viagar som gar mellan huvudstidder i grannldnder. Dra vigarna (kanterna)
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Nederlanderna —

k¢

«— Luxemburg

Andorra

Figur 3.14

s att de inte passerar genom nagot annat tredje land. Hur kan man l6sa
situationen att tva vigar skulle korsa varandra?

Ovning 3.8 (%% ). I kapitel 4 kommer vi visa att grafen K° i Figur 3.15 inte
dr plandr. Visa nu att om man tar bort en enda kant (vilken som helst) fran
K7 sa blir grafen planir. Rita en (pahittad) karta som har denna planira graf
som granngraf.

Figur 3.15

Ovning 3.9 (%x*). I boken Euler’s Gem av Richeson finns féljande berittelse:
Det var en gang en kung i Indien som hade ett stort rike och fem séner. Kungen
ville att efter hans dod skulle riket delas upp mellan hans soner sa att varje
sons territorium skulle vara granne med var och en av de andra fyra brodernas
territorium. Var detta mojligt, och i sa fall, hur delades riket in?

Ovning 3.10 (%%). Om kungen i Ovning 3.9 hade haft sex arvtagare istéllet
for fem, hade svaret blivit annorlunda? Forklara!
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4 Farglaggning av planara grafer

I foregaende kapitel fragade vi oss vilket det minsta antalet farger dr som
krdvs for att farglagga en karta pé ett siddant sitt att grannldnder alltid har
olika farg. Denna fraga stéllde sig &ven matematikstudenten Francis Guthrie
ar 1852, da han observerade att en karta 6ver Englands grevskap (counties)
kunde fargldggas med endast fyra farger. Guthrie formodade att detta géllde
alla kartor, alltsa att det i allménhet kravs hogst fyra farger for att farglagga
en karta. Att bevisa (eller motbevisa) pastaendet visade sig dock vara allt an-
nat dn enkelt. Det dréjde dnda till 1976 innan de tvad matematikerna Kenneth
Appel och Wolfgang Haken till slut lyckades bevisa satsen. Problemet hade
under tiden véckt stort intresse, sa man skulle kunna tro att Appel och Haken
blev hyllade for sitt resultat. Sa var dock inte fallet, i stéllet mottes de av stor
skepsis. Anledningen var att deras bevis till stor del byggde pa datorberak-
ningar, s& omfattande att det ar praktiskt omdjligt for en ménniska att sjilv
kontrollera beviset. Vi far komma ihag att tillgangen till datorer pa 1970-talet
var begransad, och att anvinda dator i ett matematiskt bevis ansags kontro-
versiellt. Dessutom finns det nagot otillfredsstéllande med att inte sjalv kunna
Overskada beviset. Appel och Hakens bevis har senare kontrollerats av obero-
ende datorprogram, och Over tid blivit allmént accepterat. Beviset har &ven
kunnat effektiviseras nagot, men det finns &nnu inget bevis som inte forlitar
sig pa datorns hjalp. I termer av grafteori formuleras satsen som nedan.

Sats 4.0.1 (Fyrfargssatsen). Varje plandr graf kan firgliggas med fyra eller
farre farger.

Vi kan ocksa siga att om G &r en planér graf s& ar x(G) < 4. Av forklarliga
skdl kommer vi inte att aterge beviset hér. I stéllet far vi néja oss med att
bevisa den nagot svagare Femfirgssatsen. For att gora detta behdver vi forst
studera planéra grafer lite ndrmare.

4.1 Mer om planira grafer

Kom ihag att en planér graf &r en graf som kan ritas upp péa en plan yta pa
ett sddant sétt att inga kanter skir varandra. En sddan figur delar samtidigt
upp planet i ett antal omraden. Antalet omraden ar oberoende av hur vi ritar
upp grafen (s& ldnge inga kanter skiir varandra), vilket vi sag i Sats 3.1.2.

Hjalpsats 4.1.1. Sdg att vi pd en plan yta ritat upp en sammanhdngande
plandr graf med e kanter, pa ett sadant sdtt att inga kanter skdr varandra. Lat
o vara antalet omraden. Om det finns ndagon cykel i grafen, lat ¢ vara ldngden
av den kortaste cykeln. Da dr co < 2e.

Bevis. Vi antar att det finns minst en cykel i grafen. Det innebér att det finns
minst ett omrade, utéver det yttre omradet. Varje omrade definieras av ett
antal kanter, vilka bildar en cykel. Lat oss kalla langden av en sddan cykel
for omradets omkrets. Eftersom ¢ &r langden av den kortaste cykeln har varje
omrade omkrets minst ¢. Observera att detta dven géiller det yttre omréadet
(&ven om ordet omkrets kanske dr nagot missvisande i det fallet). Lat E’ vara
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méngden av kanter som utgor en (del av en) gréans mellan tva omraden, och
lat ¢/ = |E'|. D& dr ¢ < e. Lat s vara summan av omkretsarna av alla de
olika omradena. Eftersom varje omrade har omkrets minst ¢, och det finns o
omraden, dr s > co. Nar vi summerar omkretsarna riaknar vi varje kant i £’
tva ganger, eftersom varje kant i E' har ett omradde pa vardera sida om sig.
Alltsd dr s = 2¢/ < 2e. Vi har nu co < s < 2e, och alltsa co < 2e. O

Sats 4.1.2. Varje plandr graf har ett hérn av grad fem eller ldgre.

Bewvis. Lat sidga att vi har en planar graf med v hérn, hqy, ho,...,hy, och e
kanter. Lat o vara antalet omraden da vi ritat upp grafen pa en plan yta, pa
ett sddant sétt att inga kanter skir varandra. Vi ska bevisa satsen med ett
motsdgelsebevis. Vi antar darfor att alla hérn i grafen har grad minst sex,
vilket kommer att leda till en motségelse. Fran Sats 2.1.5 far vi da

2% = d(hy) + d(hs) + -+ d(hy) > 6+ 6+ - + 6 = 60,
| R

v termer

vilken kan forenklas till e > 3wv.

Enligt Ovning 4.6 &r 2e > 30. Vi har ocksa 0 = 2 — v + e, enligt Sats 3.1.2,
vilket ger 2e > 3(2 — v + e). Detta kan i sin tur forenklas till e < 3(v — 2).

Sammantaget har vi nu 3v < e < 3(v — 2), vilket medfér 3v < 3(v — 2), eller
forenklat v < v — 2. Detta &r forstas en motsagelse, vilket slutfor vart bevis.
Det kan alltsé inte vara sa att alla hérn i en plandr graf har grad sex eller
hoégre. Darmed kan vi dra slutsatsen att det finns atminstone ett hérn som har
grad fem eller lagre. O

Dessa tva egenskaper hos plandra grafer kan vi anvianda for att bevisa Fem-
fargssatsen. Men innan vi gor det ska vi bevisa att den kompletta grafen K°
inte ar planar, sa som utlovades i kapitel 2.

Sats 4.1.3. Grafen K° dr inte plandr.

Bevis. Grafen K° har fem hérn och tio kanter (se Figur 2.5). Den kortaste
cykeln i K har lingd tre. Om K° vore planir skulle vi kunna rita upp grafen
pa ett sddant sétt att inga kanter skir varandra. Lat o vara antalet omraden i
en sadan figur. Da skulle 5 — 10 + 0 =2, d.v.s. 0 = 7, enligt Sats 3.1.2. Enligt
Hjalpsats 4.1.1 skulle da 3 -7 < 2-10, d.v.s. 21 < 20, vilket ju ar falskt. K°
kan alltsa omdjligen vara planér. O

4.2 Femfargssatsen

Sats 4.2.1 (Femfargssatsen). Varje plandr graf kan fargliggas med fem eller
farre farger.

Bevis. Vi bevisar satsen med induktion 6ver antalet horn. Basfallet &r alltsa
da vi har ett enda horn i grafen. For att farglagga en sadan graf réacker det
forstas med en enda farg. Vi gar vidare till induktionssteget. Antag att satsen
ar sann for planédra grafer med n hérn. Vi ska bevisa att satsen da &ven ar sann
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for en graf G med n + 1 horn. Enligt Sats 4.1.2 finns ett horn v av grad fem
eller lagre. Vi forestéller oss nu att vi tar bort hérnet v, och alla kanter vid v,
fran grafen. Da far vi en planér graf med n horn. Enligt induktionsantagandet
kan denna graf farglaggas med fem farger. Vi vill nu sétta tillbaka hornet v,
och de tillhérande kanterna, och farglagga detta for att fa en farglaggning av
den ursprungliga grafen G. Om grannarna till v har farglagts med farre &n
fem farger finns det alltsa en ledig farg att farglagga v med, och vi &r klara.
Problemet som aterstar att dr att behandla fallet da v har exakt fem grannar,
som alla har olika farg. Lat oss kalla v:s grannar for a, b, ¢, d och e, och ség att de
fatt fargerna rod, bla, gul, gron och lila (i den ordningen). Lat U vara méngden
av horn som fatt fargen réd eller gul, och 14t H vara delgrafen inducerad av
U. Hornet a har fargen rod, och c¢ fargen gul, sa dessa tva horn tillhor U.
Vi ska nu dela upp beviset i tva fall, beroende pa om a och ¢ tillhér samma
sammanhéngande komponent i H eller inte.

Fall 1: H6rnen a och c ligger i olika sammanhingande komponenter
iH

Beviset illustreras i Figur 4.1. Lat oss byta farg pa alla horn i den samman-
hangande komponent som a tillhor, sa att roda horn blir gula, och gula horn
blir réda. Observera att detta fortfarande ar en tillaten farglaggning av H,
med samma antal farger. Nu har o alltsé fargen gul. Hornet ¢ paverkas inte,
eftersom det ligger i en annan komponent, och ar alltsa fortfarande gult. Nu
kan vi ge v fargen rod, och pa sa sitt har vi farglagt G med fem farger.

Figur 4.1: lllustration av fall 1 i beviset av Femférgssatsen

Fall 2: Hornen a och c ligger i samma sammanhangande komponent
iH

Beviset illustreras i Figur 4.2. Antag att vi ritat upp grafen pé ett sddant sitt
att inga kanter skir varandra. Eftersom a och ¢ ligger i samma komponent
finns en stig mellan a och ¢ som enbart har réda och gula hérn. Denna stig
bildar, tillsammans med v och kanterna {a,v} och {c,v} en cykel C. Da kan
det inte finnas nagon stig mellan b och d med enbart bla och gréona hérn. En
sadan stig skulle ju behéva korsa C', med vi har ritat upp grafen pa ett sadant
sitt att inga kanter korsar varandra. Lat nu U’ vara méngden av bla och grona
horn, och H' grafen inducerad av U’. Att det inte finns nagon stig mellan b
och d med enbart blad och grona horn ar samma sak som att b och d tillhor
olika sammanh#ngande komponenter i H'. Vi kan nu fortsitta pa samma satt
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Figur 4.2: Illustration av fall 2 i beviset av Femfargssatsen

som i Fall 1, och fa en farglaggning av G med enbart fem farger.

Vi &r nu fardiga med induktionssteget, och har darmed bevisat satsen. O

Ovningar

Ovning 4.1 (). Anvind Fyrfirgssatsen for att bevisa att den kompletta gra-
fen K°® inte &r planér.

Ovning 4.2 (x* %). Ar grafen K33 i Figur 4.3 planar? Motivera!
Ovning 4.3 (x+). Ar grafen i Figur 4.5 planir? Motivera!
Ovning 4.4 (x+). Ar grafen i Figur 4.6 planir? Motivera!
Ovning 4.5 (x* %). Ar grafen i Figur 4.7 planir? Motivera!

Ovning 4.6 (x%). Lat séiga att vi har en planir graf med e kanter, dir e > 2.
Lat o vara antalet omraden, da vi ritat upp grafen pa en plan yta pa ett sddant
sitt att inga kanter skir varandra. Bevisa att 2e > 3o.

Figur 4.3: K333 Figur 4.4: Petersengrafen
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Figur 4.5 Figur 4.6 Figur 4.7

Ovning 4.7 (%% ). Bevisa "Sexfirgssatsen” (Varje planir graf kan firgliggas
med sex eller farre farger.) utan att anvinda Fyrfargssatsen eller Femfargssat-
sen.

Ovning 4.8 (%). Ge ett exempel pa en graf som inte ar planir, men som anda
kan farglaggas med fyra farger.

Ovning 4.9 (x). Vi har nu sett Sexfirgssatsen, Femfirgssatsen och Fyrfargs-
satsen. Finns det en Trefargssats? Motiveral

Ovning 4.10 (). Ar Petersengrafen i Figur 4.4 planir? Motivera!
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5 Farglaggning av allmanna grafer

I detta kapitel atervander vi till farglaggning av allménna grafer (d.v.s. inte
nodviandigtvis plandra). I forsta delen av kapitlet tar vi upp en systematisk
metod for att hitta en fargliggning, som leder fram till en 6vre grans pa det
kromatiska talet (Sats 5.1.4). I andra delen visar vi hur en graf kan fargas om
sd att den sista firgen anvénds sa lite som mojligt.

5.1 En girig algoritm for farglaggning

Vi ska nu presentera en algoritm, alltsd en systematisk procedur, for att farg-
lagga en graf. Algoritmen &r girig, vilket betyder att den i varje steg tar det
bésta beslutet med hénsyn till den information som finns i grannskapet, inte i
hela grafen.

Algoritm 5.1.1.
Indata: En graf G = (V, E).
Utdata: En farglaggning av G.
1. Borja med att gora en lista med alla hérn i V', i ndgon ordning.
2. GOr ocksa en lista med farger, lika manga som det finns hérn i V.
3. G& igenom hornen i listan. For varje horn v € V:
e G4 igenom grannarna till hérnet v och notera fargen hos dem som
redan blivit farglagda.
e Ge hornet v den forsta fargen i farglistan som inte dr tagen av nagon
granne hittills.
G4 vidare till ndsta horn i listan, fortsatt tills hornen &r slut.

Sammanfattningsvis gar algoritmen ut pa att ga igenom alla hérn och ge varje
hoérn den forsta mojliga fargen. Algoritmen kommer forstas ge en giltig farg-
laggning eftersom den kollar att varje horn inte far samma farg som négon
granne. Diremot finns ingen garanti for att farglaggningen &r optimal; den
kan anvinda fler farger &n x(G). Som foljande exempel visar kan antalet fér-
ger som anvands bero pa hur man ordnar hornen.

Exempel 5.1.2. Lat oss anvinda fargliggningsalgoritmen pa Petersengrafen
i Figur 4.4. Vi provar att ordna hornen dels som i Figur 5.1 och dels som i
Figur 5.2. Vi anvander foljande lista med tio firger: O @ @0 00 @ 0 © @

Lat oss noggrannt gé igenom vad algoritmen gor pa det forsta fallet, Figur 5.1.
Vi borjar med horn 1 och eftersom inga grannar till hérnet dr farglagda &n far
horn 1 forsta fargen O. Horn 2 har inte heller nagra farglagda grannar och far
déarfor O. Horn 3 ar granne med horn 1 och méaste dérfor fa nésta farg i listan,
@®. Horn 4 ar granne med horn 1 och hérn 2 som bada &r gula, och horn 4 far
déarfor fargen @. Horn 5 ar granne med horn 2 och 3 och maste darfér fa den
tredje fargen @. Horn 6 &r granne med horn 1 och maste darfor fa @. Horn 7
har en gul och en bla granne och far dérfor @. Horn 8 har en réd och en bla
granne men ingen gul och kan darfor fa O. Horn 9 har en gul och en bla granne
och far @. Hérn 10 har tva réda grannar och en bla men ingen gul och kan
dérfor fa fargen O. Nu ar alla horn farglagda och resultatet visas i Figur 5.3.
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Det andra fallet, Figur 5.2, har samma ordning pa de fem férsta hérnen och ger
dérfor dem samma farger som i forsta fallet. Darefter ar ordningen annorlunda,
vilket leder till att en fjarde farg maste anvindas, som Figur 5.4 visar. A

Vi kan alltsa inte vara sidkra pa att fa en optimal farglaggning, men det finns
alltid nagot sdtt att ordna hornen sa att farglaggningen blir optimal, som
foljande sats visar.

Sats 5.1.3. For varje graf G finns ett sdtt att ordna hornen pd sd att den
giriga fdrglaggningsalgoritmen ger en optimal fdrglaggning.

Bevis. Utga fran en optimal fargliggning av GG. Skapa en farglista som endast
innehaller de farger som anvénds i den optimala farglaggningen. Vi kan ordna
hornen i G efter vilken farg de har i den optimala farglaggningen, sa att vi forst
tar alla horn som har den forsta fargen i farglistan, darefter alla hérn som har
den andra fiargen och sa vidare. Anvind denna ordning p& hérnen i den giriga
farglaggningsalgoritmen. Da kommer hornen som har den forsta fargen att fa
samma farg igen eftersom de omdjligen kan ha nagra grannar med samma farg.
Ho6rnen som har den andra férgen kommer fa antingen den forsta eller andra
fargen (beroende pa om de har nigon granne som har den forsta fargen eller
€j). Generellt kommer hérnen som hade farg n i den optimala farglaggningen
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att fa nagon av fargerna 1, 2, 3, ..., n, for de kan inte haft nagra grannar med
farg n. Detta visar att den giriga farglaggningsalgoritmen med denna ordning
inte kommer anvéinda fler farger &n den optimala fargliggningen. O

Notera att satsen tyvarr inte hjalper oss att hitta det bra séttet att ordna hor-
nen pa, eftersom beviset forutsatter att man redan har en optimal fargldggning,
och da ar det ju egentligen ingen poéing att anvianda algoritmen. Dock sager
satsen att om vi ordnar hérnen pa nagot slumpméssigt siatt s& finns det for
varje graf en chans att algoritmen ger en optimal farglaggning.

Med hjalp av den giriga algoritmen kan vi bevisa féljande sats som ger en Gvre
grans for det kromatiska talet uttryckt i den maximala graden av grafen.

Sats 5.1.4. For varje graf G ar x(G) < A(G) + 1.

Bevis. Lat F vara antalet farger som den giriga algoritmen anvinder for att
farglagga G for ndgon ordning pa hornen (det spelar ingen roll vilken). Eftersom
algoritmen ger en giltig farglaggning maste F' > x(G), da x(G) ar det minsta
antalet fiarger som kan anvindas. Vi ska visa att F' < A(G) + 1, oavsett hur
hornen var ordnade.

Det ricker att visa att algoritmen i varje steg (det vill sdga for varje horn)
aldrig kommer forsoka anvinda fler &n de A(G) + 1 forsta fargerna i farglistan.
Betrakta ett horn v € V. Antalet grannar till v &r graden d(v), och det vérsta
som kan hénda &r att de alla har olika farger, vilket innebér att d(v) farger &r
upptagna nar v ska farglaggas. D4 maste v fa en annan firg, och antalet farger
som anvands i grannskapet till v blir d& d(v) + 1 (inklusive den farg v fick).
Eftersom A(G) ar den maximala graden ar d(v) < A(G) och antalet farger i
grannskapet till v dr alltsd mindre &n eller lika med A(G) + 1.

Detta géller for alla hérn och algoritmen kommer darfor aldrig férsoka anvianda
fler &n A(G) + 1 farger; den véljer ju alltid den forsta lediga fargen i farglistan.
Déarmed ar F < A(G) + 1 och det foljer att x(G) < A(G) + 1. O

Anmirkning 5.1.5. Genom beviset av ovanstaende sats vet vi alltsé nu att
den giriga fargliggningsalgoritmen i vérsta fall anvinder A(G) + 1 farger och
i basta fall x(G) farger.

5.2 Omfargning

Lat i resten av kapitlet G vara en graf, och infor beteckningen n = A(G) for att
forkorta notationen. Sats 5.1.4 séger ju att G kan fargliggas med n + 1 farger
som vi kallar Fy, Fb, ..., F,, och F,;1. Vart mal dr nu att fairga om hoérnen i
grafen med malet att anvinda fargen F), 1 sa fa ganger som mojligt. Féljande
hjdlpsats visar nagra sétt att astadkomma detta (“farga om” kan hér ocksé
betyda att hornen behéller sina ursprungliga farger, d.v.s. att inget dndras).

Hjalpsats 5.2.1. Féljande operationer leder till en ny korrekt fdargliggning av
grafen G:
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(i) Ett horn vars grannar har upp till n — 1 olika farger kan fdargas om sa
att det far en annan firg dn Fn1q1. Som ett specialfall kan ett hérn som
har tva grannar med samma firg fargas om med en annan firg dn Fp41.

(ii) Om hérnen x och y dr grannar kan de fargas om sa att x far en annan
farg an Fnyq (medan y skulle kunna fa fargen F,i1 eller nagon annan

firg).

(iii) En stig bestiende av hornen x1, T2, ..., Ty kan fargas om sa att inget
hérn forutom mdjligen x., far fargen Fpy1.

Bevis. (i) Om grannarna tillsammans anvinder som mest n — 1 olika farger
finns minst tva farger lediga av de n + 1 som vi utgick ifran, och dven
om Fj, 1 skulle vara en av de lediga fargerna finns alltsa &ven en annan
ledig farg som hornet kan fa.

Eftersom inget horn kan ha fler &n n grannar (den maximala graden) sa
blir det sa att ett horn som har tva grannar med samma firg inte kan
ha grannar som anvénder fler &n n — 1 olika farger.

(i) Om man bortser fran kanten mellan = och y har z som mest n — 1
grannar och kan alltsd fa en annan farg &n F,,11 enligt (i). Om vi nu
lagger tillbaka kanten {z,y} och betraktar hornet y si har det som mest
n grannar och en av de n + 1 fargerna maste alltsa vara ledig (eventuellt

Fn+1)~
(iii) Se Ovning 5.5. O

Med hjalp av ovanstaende hjalpsats kan vi bevisa nedanstéaende sats, som sager
att om grafen &r sammanhingande sa behdver den sista fargen bara anvindas
en enda gang.

Sats 5.2.2. Varje sammanhdngande graf G kan firgas om sa att som mest ett
enda hérn far fargen Fpiq.

Beuvis. Vilj ett godtyckligt horn y i grafen G. For varje annat hérn z i G finns
en stig som borjar i x och slutar i ¢, for G dr ju sammanhéngande. Genom att
anvanda operation (iii) pa varje sddan stig kan vi se till att inget horn férutom
mojligen y far fargen Fj41. O

Ovningar

Ovning 5.1 (x). Ge ett exempel pa en graf G for vilken x(G) = A(G) + 1,
d.v.s. likhet i Sats 5.1.4.

Ovning 5.2 (%). Bevisa att den giriga farglaggningsalgoritmen alltid ger en
optimal farglaggning pa varje graf G som uppfyller x(G) = A(G) + 1, oavsett
hur hérnen ordnas.

Ovning 5.3 (). Anvind den giriga firgliggningsalgoritmen pa grafen i Fi-
gur 5.5 (vélj ordning pa hornen sjélv). Hur manga farger anvander algoritmen
i basta fall pa grafen? I varsta fall?

38



Figur 5.5

Ovning 5.4 (x%%). Anvind den giriga firgliggningsalgoritmen pa granngra-
fen till kartan i Figur 3.10, d.v.s. grafen nedan. Hur manga firger anvinder
algoritmen i bésta respektive vérsta fall pa just denna graf? (Notera att det
teoretiska vérsta fallet i Anmérkning 5.1.5 kanske inte kommer intréffa for den-
na graf; vi vill har veta hur méanga farger som verkligen kommer anvandas i
vérsta fall for just den hér grafen.)

Figur 5.6

Ovning 5.5 (). Bevisa pastaende (iii) i Hjélpsats 5.2.1.

Ledning: Anvind samma idé som i beviset av pastaende (ii) i samma hjélpsats.

Ovning 5.6 (). Betrakta firgliggningen av Petersengrafen i Figur 5.7. Vad
ar A(G) for denna graf? Vad séger Sats 5.2.2 om grafen? Fargldgg om grafen,
till exempel med hjilp av operation (iii) i Hjalpsats 5.2.1, sa att det enda hérn
som &r gront dr hérn nummer 6. Kan hérn 6 fa en annan farg dn gront?

Ovning 5.7 (x+). Betrakta Sats 5.2.2. Kan dven grafer som inte ir samman-
héngande firgas om sa att som mest ett hérn far fargen F,,11?7 Motivera!
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Ovning 5.8 (x%). Pa en gymnasieskola far eleverna vilja bland foljande val-
bara kurser: Bild, Musik, Drama, Design, Kriminologi, Spelutveckling och Psy-
kologi. Varje elev kan vélja flera kurser och man maste darfor se till att kurser
som har gemensamma elever inte krockar. Man skapar darfor en graf dar varje
horn motsvarar en kurs (sju stycken totalt). Tva horn har en kant mellan sig
om det finns nagon elev som ldser bada kurserna. For att komma fram till
hur méanga olika icke-krockande tider som behdévs kan man fargliagga grafen;
varje farg motsvarar da ett tidspass i schemat. Det kromatiska talet anger det
minsta antalet olika tidspass som behovs. Givet elevernas val nedan, bestim
grafen och dess kromatiska tal.

Elev Amnen

Axel Musik, Design, Spelutveckling
Diana  Spelutveckling, Psykologi
Gabriel Bild

Julia Drama, Kriminologi, Psykologi
Kim Drama, Design

Miriam Bild

Sara Drama, Design, Kriminologi

Viktor  Musik, Drama, Kriminologi

Ovning 5.9 (xx%). Sudoku &r ett logikspel, som gar ut pa att siffrorna 1 till
9 ska placeras ut i ett rutmonster, till exempel som i Figur 5.8. Regeln &r att
varje rad, varje kolumn och varje 3x3-block som omges av tjockare streck ska
ha varje siffra fran 1 till 9 i precis en ruta.

4|15|7|3|2(9|1|8|6
9|3|1|4|8|6|2|7|5
8|2 |6|5|1[7|4|3|9
3|9|2|8|6[4|5]|1|7
67 |8|1|5|3|]9|4)2
1/4(5]7[(9|2|3|6]|8
2|1|4|9|7|8|6|5|3
5|18|9|6|3[|1]|7]|2]|4
716 (3|]2|4|5|8]9]|1
Figur 5.8

Detta kan faktiskt ses som ett fargldggningsproblem av en graf, dar varje ruta
ar ett horn i grafen, tva horn dr grannar om motsvarande rutor ligger i samma
rad, kolumn eller block, och siffrorna fran 1 till 9 motsvarar fargerna. Det blir
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alltsa en graf med 81 horn som ska farglaggas med nio farger. Varje hérn har 20
grannar (8 i samma rad, 8 i samma kolumn, och ytterligare 4 i samma block).

Ett forenklat Sudoku-problem ges i Figur 5.9. Har ska siffrorna 1 till 4 placeras
ut sa att varje rad, kolumn och 2x2-block med tjockare streck ska ha varje
siffra i precis en ruta.

Figur 5.9

(a) Hur manga horn far grafen for detta enklare Sudoku? Hur ménga grannar
har varje hérn?

(b) Ange det kromatiska talet for grafen. Ange ocksa A(G) + 1 for grafen.

(¢) Anvénd den giriga farglaggningsalgoritmen for att fylla i Sudokut i Fi-
gur 5.9. Du behover inte rita upp grafen. Observera att beroende pa
vilken ordning du tar rutorna i kanske du inte far en optimal fargléagg-
ning. (Detta ar alltsi inte ett s& bra satt att losa Sudoku pa.)
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6 Brooks sats

Malet i detta kapitel ar att bevisa nedanstaende sats som dr en nagot skarpare
version av Sats 5.1.4, som ju séger att x(G) < A(G) + 1 for varje graf G.

Sats 6.0.1 (Brooks). Lit G vara en sammanhdngande graf som inte dr en
komplett graf eller en udda cykel. Da dr x(G) < A(G).

I beviset kommer vi vid ett tillfalle vilja farglagga en graf med det extra vill-
koret att tva hérn a och b som inte &r grannar ska ha samma firg. Detta kan
astadkommas genom att ’sla thop” hornen a och b till ett nytt horn. Vi kallar
detta for att kontrahera a och b och sjilva processen kallas hdrnkontraktion
(ibland kallas det att identifiera a med b). Vi bérjar med att studera hornkon-
traktion i foljande delkapitel och bevisar dérefter Brooks sats.

6.1 Hornkontraktion

Definition 6.1.1. Givet en graf G = (V, E) och tva olika hérn a,b € V
definierar vi kontraktionen av a och b som den nya graf Gy = (Va, E9) déar V;
fas fran V genom att ta bort b och Fs fas fran E genom att i varje kant i
byta ut b mot a (om kanten {a, b} finns i F tas den bort). A

Kom ihag att vi inte tar hénsyn till om ett element i en mangd réknas upp
flera ganger, s om kontraktionen ger upphov till dublettkanter i E5 sa kan vi
bortse fran dubletterna. (Ett alternativt sétt att se pa kontraktionen ar att vi
andrar var definition av likhet sa att @ = b och sedan tar bort alla dubletter
det ger upphov till i V och E samt kanten {a, b}.)

Exempel 6.1.2. Betrakta grafen G = (V, E) i Figur 6.1 med

V ={a,b,c,d,e} och
E = {{a,b},{a,c},{b,c},{b,d} . {c, e}, {d, e}}.

d e d a
Figur 6.1 Figur 6.2
Om vi kontraherar a och e fas den nya grafen Go = (Va, E2) i Figur 6.2 med

V ={a,b,c,d} och
E = {{a,b},{a,c}, {b,c}, {b,d},{c,a},{d,a}}.

Eftersom {a, c} = {c,a} kan vi bortse fran en av dessa kanter. Den nya grafen
har alltsé fyra horn och fem kanter. A
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Sats 6.1.3. Ldt a och b vara tvd olika hérn © G som inte dr grannar, och lat
Go vara kontraktionen av a och b. Om Go kan firgliggas med n firger sa kan
dven G firgliggas med n fdarger och a och b kan fa samma firg.

Satsen bevisas i Ovning 6.6.

Exempel 6.1.4. Som illustration av Sats 6.1.3 visas nedan farglaggningar av
graferna i Exempel 6.1.2 (dér a och e kontraheras) med n = 3 firger.

a

Figur 6.3 Figur 6.4

6.2 Bevis av Brooks sats

Vi ar nu redo att bevisa Brooks sats.

Bevis av Sats 6.0.1. Lat n = A(G) for att forkorta notationen. Enligt Sats 5.1.4
gar det att fargligga G med n + 1 farger Fi, Fo, ..., F,, och F,,11. Vi ska visa
att hornen kan fargas om sa att F,4; inte behdver anvindas. Vi delar upp
beviset i olika fall som tillsammans técker alla mojliga situationer.

Fall 1: Nagot horn i G har firre &n n grannar

Lat hornet y i G ha férre &n n grannar. Enligt Sats 5.2.2 kan vi farga om G sa
att inget horn forutom mojligen y far fargen F),y;. Eftersom y har som mest
n — 1 grannar kan vi dérefter anvinda operation (i) fran Hjélpsats 5.2.1 for att
férga om hornet y sa att det far en annan farg dn F), ;. Dirmed behovs inte
fargen Fy41, sa x(G) < n.

I resterande fall har alla hérn i G exakt n grannar. Vi antar dessutom att
n > 3 (se Ovning 6.7 for fallet n < 2), vilket innebér att G har minst fyra
horn. Notera att Fall 3 och 4 tillsammans &r motsatsen till Fall 2.

Fall 2: Fo6r vilka olika fyra hérn z, y, a, b som helst i G sa finns en
stig fran z till y som inte passerar a eller b

Eftersom G inte &r en komplett graf sa kan vi hitta x och y som inte &r grannar
med varandra. Farga om G sa att inget horn utom mdéjligtvis y har fargen Fj, 1
(detta gar enligt Sats 5.2.2). Da har varken z eller nagon av dess grannar fargen
F,11. Men 2 har ju n grannar (liksom alla horn i G), s minst tva av dem maste
ha samma farg (annars ricker inte n farger for att farglagga bade = och dess
grannar). Lat a och b vara tva grannar till  som har samma férg.

Enligt antagandet finns en stig mellan x och y som inte passerar a eller b.
D& kan vi anvinda operation (iii) fran Hjdlpsats 5.2.1 pa stigen sa att inget
horn utom mojligtvis = far fargen F, 41 (y far alltsd en annan farg). Nu ar z
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det enda hornet i grafen som kan ha fargen F,41, men x har tva grannar med
samma farg sa enligt operation (i) kan z firgas om med en annan farg. Darmed
anvands maximalt n farger, sa x(G) < n.

Fall 3: Det finns tre olika horn z, y, a i G s att varje stig fran «x till
y passerar a

Lat Hjy vara delgrafen till G som induceras av de hérn i G som man kan komma
till fran x utan att passera a pa vigen, samt a sjilv. Lat Hs vara delgrafen till
G som induceras av a samt alla hérn som finns i G men inte i Hy. Observera
att Hy och Hs har hornet a gemensamt men inget annat horn. Delgraferna H
och Hy ar sammanhéngande och innehaller tillsammans hela G. (Ett exempel
pa hur det skulle kunna se ut syns i Figur 6.5.)

Figur 6.5

Liksom alla hérn i G har a totalt n grannar och méaste dérfér ha farre &n n
grannar i H; respektive Hy (for a har ju minst en granne i varje delgraf).
Dérmed uppfyller bade H; och Hs Fall 1 i detta bevis (hornet a har farre &n
n grannar) och de kan alltsa fargldggas med n farger. Nu kanske a fick olika
farger i Hy och Hs, men det kan vi ordna pa foljande sétt: Ség att a blev rétt
i Hy och blatt i Hy. Da kan vi farga alla roda horn i Hs blda och alla blaa
horn réda, och detta ar fortfarande en korrekt farglagening av Hy (vi bytte
bara plats pa tva farger i farglistan). Genom att vilja samma farg for a i Hy
och Hj fas en fargliggning av hela G med n farger.

Fall 4: Det finns fyra olika h6érn z, y, a, b i G s& att varje stig fran =
till y passerar a eller b

Lat nu Hy vara delgrafen till G som induceras av de hérn i G som man kan
komma till fran z utan att passera varken a eller b pa vigen, samt a och b
sjalva. Lat Ho vara delgrafen till G som induceras av a, b och alla hérn som
finns i G men inte i Hy. Aven i detta fall & H; och Ho sammanhéngande och
innehaller tillsammans hela G. De har hornen a och b gemensamma men inga
andra horn. (Ett exempel pa hur det skulle kunna se ut syns i Figur 6.6.)
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Vi delar upp detta fall i tva delfall.

Fall 4a: En av delgraferna (sig H;) blir den kompletta grafen K"*!
om kanten {a,b} laggs till

Léagg marke till att kanten {a,b} inte kan ha funnits fran borjan i detta fall,
for da skulle H; redan vara K"*! och alla hérn i Hy skulle ha n grannar i
H;. Men eftersom n ar den maximala graden i G skulle inget hérn i H; da
kunna ha en kant som leder vidare till resten av G (dér y finns). Eftersom G
ar sammanhangande sa ar detta inte mojligt.

Eftersom a och b ddrmed inte ar grannar kan H; farglaggas med n fiarger genom
att ge a och b samma fiarg och de 6vriga n — 1 hornen i H; olika farger (det
totala antalet horn i H; maste ju vara n + 1 precis som i K"*1).

Vi vet att da {a,b} ldggs till sa far a och b exakt n grannar i H; (eftersom
Hy da blir K™*1), sa innan kanten liggs till maste de ha n — 1 grannar var i
H;. Men alla hérn i G har ju n grannar, si a och b méaste ha exakt en granne
var i Ho. Vi kan da férgligga Hy med n farger sa att a och b far samma
farg. Betrakta ndmligen kontraktionen av a och b1 Ho, som ger ett nytt horn
med som mest tva grannar. Eftersom vi antog att n > 3 kan enligt Fall 1
kontraktionen fargliggas med n farger, och Sats 6.1.3 ger att Hs ocksa kan
det. Liksom i slutet av Fall 3 kan vi vélja fargen pa a och b sa att den ar
samma i Hy och Hs och da &r hela G farglagd med n farger, si x(G) < n.

Fall 4b: Ingen av delgraferna blir en komplett graf om kanten {a,b}
laggs till

Vi kallar graferna dér {a, b} lagts till for H; respektive Ho. I detta fall &r det
mojligt att kanten {a,b} fanns fran borjan, och i si fall ar H; = H;.

Oavsett om {a,b} fanns fran borjan eller ej kan a och b ha som mest n — 1
grannar var i Hy (eller Hy), for de méaste ocksi ha minst en granne i Hy (eller
H,) férutom a och b. Detta betyder att de har som mest n grannar i H, eller
I:IQ, s den maximala graden av H 1 och I:IQ ar alltsa n.

For att avsluta detta fall anvinder vi (stark) induktion Gver antalet horn i
grafen. Satsen &r uppenbarligen sann for alla grafer med tre horn eller farre
(detta foljer ur Ovning 6.7 eftersom grafer med tre horn har A(G) < 2), sa ett
lampligt basfall ar grafer med tre horn.

Nu kommer induktionssteget. Notera att H; och H, bada har firre horn én
G. Antag darfor att satsen ar sann for dem. Vi vet att de &r sammanhéngande
och ej kompletta, s& om de inte &r udda cykler sdger satsen att de gar att
farglagga med n farger. Eftersom vi antog att n > 3 gar detta dven om de
skulle vara udda cykler eftersom sadana kan fargliggas med 3 farger. Alltsa
gar Hy och Hy att firgligga med n fiarger. Eftersom a och b 4r grannar maste
de fa olika farger i bada graferna. Vilj fargerna sa att a och b har samma tva
firger i Hy som i Ho (eventuellt far vi byta plats pa fiargerna i Hs). Om dessa
farglaggningar sétts ihop har vi farglagt G med n farger, si x(G) < n. O

Anmairkning 6.2.1. Brooks sats séger inget om vad kompletta grafer och
udda cykler har for kromatiskt tal, men som Ovning 2.9 och 2.11 visar giller
X(G) = A(G) + 1 for dem.
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Ovningar
Ovning 6.1 (x). Ge ett exempel pa en graf G for vilken x(G) = A(G).
Ovning 6.2 (x). Ge ett exempel pa en graf G for vilken x(G) < A(G).

Ovning 6.3 (x%). Betrakta grafen i Figur 6.7. Kontrahera forst hornen ¢ och
f och rita upp den resulterande grafen. Kontrahera déarefter hérnen b och d i
resultatet och rita upp grafen. Ar slutresultatet en plandr graf?

Figur 6.7

Ovning 6.4 (). Det kromatiska talet kan 6ka nér man kontraherar tva horn,
vilket denna 6vning ger ett exempel pa. Berékna forst x(G) for grafen i Fi-
gur 6.8. Kontrahera sedan hérnen b och ¢ och kalla den nya grafen Ga. Berdkna

x(G2).

Ovning 6.5 (x x x). Hornkontraktion kan ocksa vara anviindbart i samband
med kartor, vilket denna 6vning visar. I Figur 6.9 (nésta sida) visas en karta
over atta omraden (Ostersjén, Polen, Kaliningrad, Litauen, Lettland, Estland,
Vitryssland och Ryssland). Rita forst upp granngrafen till kartan, med ett horn
per omrade (alltsa atta horn).

Kaliningrad &ar ju egentligen en del av Ryssland, sa de tva omradena borde ha
samma fiarg pa kartan. Kontrahera darfor Ryssland och Kaliningrad i grann-
grafen och rita upp resultatet. Ar grafen du far planér? Hur manga farger krivs
for att firgligga den? (Ostersjon ska inte behandlas annorlunda #n landom-
radena i kartan.) Fargligg, om du vill, kartan i Figur 6.9 med motsvarande
farger.

Ovning 6.6 (). Bevisa Sats 6.1.3.
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Ryssland

Kaliningrad

Figur 6.9

Ovning 6.7 (x%). Bevisa Brooks sats (d.v.s. att x(G) < A(G) for en sam-
manhéngande graf G som inte ar komplett eller en udda cykel) i fallet da
A(G) < 2.

Ledning: Det finns bara ett fatal typer av grafer som uppfyller A(G) < 2 och

inte ar kompletta grafer eller udda cykler. Ga igenom de mojligheter som finns
for olika virden pa A(G).

Ovning 6.8 (x). Vilken del av beviset av Brooks sats i delkapitel 6.2 &r det
som inte fungerar for kompletta grafer? Ga igenom beviset med en komplett
graf i atanke och peka ut det steg som inte fungerar.

Ovning 6.9 (). Varfor fungerar inte beviset i delkapitel 6.2 da A(G) < 27
Gé& igenom beviset med en cykel i atanke och peka ut det steg som inte fungerar
(lat alltsa bli att anta att n > 3 precis innan Fall 2).
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7 Bipartita grafer

En graf som kan férgliggas med en enda firg kan inte ha nagra kanter, och
ar darfor inte speciellt spannande. Grafer som kan farglaggas med tva farger
dédremot, visar sig vara betydligt mer intressanta. Som vi sett tidigare, ar det
langt ifran alla grafer som kan farglaggas med bara tva farger. I det hér kapitlet
ska vi studera just dessa grafer.

7.1 Egenskaper hos bipartita grafer

Definition 7.1.1. En graf som kan farglaggas med en eller tva farger kallas
bipartit. A

Lat G = (V, E) vara en bipartit graf. Vi tanker oss att vi farglagger G med tva
farger, och later V; vara méngden av horn som fatt den forsta fargen, och Vo
méngden av hérn som fatt den andra fargen. Da ar V3 U Vo = V| och det finns
inget horn som tillhér bade Vi och Va. Varje kant i grafen identifieras med ett
par av horn, varav det ena ligger i V4 och det andra i Va. Se Figur 7.1 for ett
exempel. I litteraturen definieras bipartita grafer ofta i termer av méangder pa
detta sdtt, utan att ndmna farglaggning.

Figur 7.1: En bipartit graf

En bipartit graf behover inte vara planér. Ett exempel pa en icke-planér bipar-
tit graf ar grafen K33, som vi sag i Figur 2.17 och 4.3. Denna graf ar &ven ett
exempel pa nagot som kallas f6r en komplett bipartit graf. Om vi skulle lagga
till en ny kant i K33 skulle grafen inte lingre vara bipartit.

Definition 7.1.2. En komplett bipartit graf ar en graf som kan farglaggas med
tva farger pa ett sadant sétt att varje horn av den ena fargen ar granne med
alla horn av den andra fiargen. Om det finns n hérn av den ena fargen och m
horn av den andra fargen betecknas grafen K, ,,. A

Se Figur 7.2 for ett exempel pa en komplett bipartit graf.

Vi kan ocksa aterge definitionen i termer av méngder, pa foljande vis. Grafen
K, m har hornmangd Vi U Vo, dér Vi och V5 inte har nagra gemensamma
element, |Vi| = n, |Va| = m, och kantméngden &r

{{a,b} | a € V1,0 € Va}.
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Figur 7.2: Ko 4

Vi sag i kapitel 2 att en komplett graf ar en graf dér det inte gar att ligga till
nagra fler kanter. P4 samma sétt ar en komplett bipartit graf en graf dar vi
inte kan lagga till nagra fler kanter, om vi vill att d&ven den nya grafen ska vara
bipartit.

Vi sag i Ovning 2.11 att det krivs tre firger for att firgligga en udda cykel,
s& dessa ar alltsa inte bipartita. Det foljer férstas att en graf inte ar bipartit
om den innehéaller en udda cykel. Vi ska nu bevisa att det dven géller omvéant:
Om en graf inte innehaller nagon udda cykel sa adr den bipartit!

Sats 7.1.3. En graf dr bipartit om och endast om den inte innehaller nagon
udda cykel.

Anmarkning 7.1.4. Uttrycket "om och endast om” &r vanligt i matematiska
satser. Satsen ovan skulle ocksd kunna uttryckas som, nagot i stil med, "Att
vara bipartit dr precis samma sak som att inte innehélla en udda cykel”. Vi
kan ocksa dela upp satsen i tva pastaenden, och bevisa dessa var for sig. I det
hér fallet ar det de tva pastaendena

A. En graf dr bipartit om den inte innehdller en udda cykel,
och

B. En graf ar bipartit endast om den inte innehdaller en udda cykel.
Det senare kan ocksa formuleras

B. En bipartit graf kan inte innehdlla en udda cykel.

Det senare har vi redan bevisat, sa det som aterstar ér att bevisa pastaende
A.

Bewvis. Vi borjar med att bevisa satsen for sammanhéngande grafer. Lat darfor
G vara en sammanhéngande graf som inte innehaller nagon udda cykel. Vi ska
bevisa att G &r bipartit. Vi borjar med att vélja ut ett godtyckligt hérn v
i grafen, och ge detta horn fargen bla. Vi fortsétter sedan fargligga enligt
foljande algoritm. Vi ger alla v:s grannar fargen rod. Sedan ger vi alla de réda
hérnens grannar fargen bla. Dérefter ger vi alla de nya bla hoérnens ofdrgade
grannar fargen rod, o.s.v. I varje steg farglagger vi alltsa grannarna till de hérn
vi farglade i foregaende steg, med den lediga fargen. Vi fortsdtter sa tills vi
kommer till ett steg da alla grannar redan &r farglagda. Detta dr samma sak
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Figur 7.3: Illustration av beviset av Sats 7.1.3

som att anvinda den giriga fargldggningsalgoritmen, om vi listar hornen sa
att v kommer forst i listan, dérefter v:s grannar, déarefter grannarnas grannar,
0.s.v. Det &r nu tva saker som behéver bevisas:

1. Inga grannar far samma farg.

2. Hela grafen blir farglagd.

Vi boérjar med 1. Den hér delen av beviset illustreras dven i Figur 7.3. Att
tva grannar skulle fa samma farg skulle bero pa att algoritmen, i nagot steg,
séger at oss att fargladgga ett horn w med en firg, trots att u redan har en
granne w av samma farg. Lat oss stanna vid det forsta steg dar detta intréaffar.
Att u ska ges en viss farg betyder att vi i steget innan gav en granne till u
den andra fargen. Om vi da backar tillbaka steg for steg genom farglaggningen
vi gjort, far vi en stig fran u till v (dér vi startade) déar vartannat horn ar
blatt, och vartannat rott. P4 samma sétt skulle det ocksa finnas en stig fran w
till v, dar hoérnen vore av alternerande farg. Dessa tva stigar skulle ha hornet
v, och eventuellt nagot mer horn, gemensamt. D& skulle det finnas en stig
mellan u och w, dar hornen vore av alternerande farg. Eftersom u och w bada
fick samma firg skulle stigen ha jamn langd. Tillsammans med kanten {u,w}
skulle vi d& ha en cykel av udda lingd. Men nagra sddana finns ju inte i grafen,
enligt vart grundantagande. Algoritmen ger alltsd aldrig tva grannar samma
farg, eftersom det skulle medféra en udda cykel i grafen.

Nu behover vi ocksé bevisa punkt 2, alltsa att algoritmen verkligen farglédgger
hela grafen. Lat oss ta ett godtyckligt horn a i grafen G. Vi vill visa att detta
horn blir farglagt. Eftersom G ar sammanhéngande finns en stig mellan v och
a. Alla hornen i denna stig kommer att fargliggas, enligt algoritmen. Forst det
hérn som ligger narmast v, och sedan de Gvriga i tur och ordning. Aven hérnet
a blir alltsa farglagt.

Vi har nu bevisat att sammanhéngande grafer utan udda cykler kan farglaggas
med tva farger, och alltsa ar bipartita. Det aterstar att forklara varfor detta
dven giller grafer som inte &r sammanhéngande. Om vi har en graf, utan udda
cykler, som inte dr sammanhéngande kan den delas upp i ett antal samman-
héngande komponenter. Varje komponent kan farglaggas med tva farger, enligt
vad vi just bevisat. Om vi anvinder samma tva farger pa alla komponenterna
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far vi forstas en fargldggning av hela grafen, i bara tva farger. Dédrmed har vi
bevisat satsen i sin helhet. O

7.2 Matchning i bipartita grafer

Ett problem relaterat till bipartita grafer dr det som kallas for matchning. 1
resterande del av det hér kapitlet, lat G = (V, E) vara en bipartit graf, dar
V = AU B sa att A kan fargldggas med en enda firg, och B med den andra
fargen. Matchning gar ut pa att, for varje hérn i ndgon delméngd U C A,
hitta en "partner” i B. Kravet &r att tva horn endast far paras ihop om de
ar grannar, och att ingen far ha mer &n en partner. Nedan foljer den formella
definitionen av en matchning. Se dven Figur 7.4 for ett exempel.

Figur 7.4: De tre markerade kanterna utgér en matchning av U.

Definition 7.2.1. En matchning av U C A &r en midngd M C E av kanter
sadana att

(i) Inga kanter i M delar ett horn,

(ii) Varje horn i U ingér i en kant i M. A

Givet en matchning M séger vi att ett hérn v &r matchat om v &r ett av
hornen i nagon kant i M. Om ett horn inte dr matchat kallar vi det omatchat.
De matchade hornen i Figur 7.4 ar as, aq, as, b1, bs och by7.

Observera att det inte ar sidkert att det existerar en matchning av en given
méangd U. Oftast blir det forstas svarare att hitta en matchning ju storre vi
valjer mangden U. Vi stéller oss nu fragan vad som kréavs for att det ska finnas
en matchning av hela mingden A. Till att borja med kravs att |A| < |B|. Ett
fullstéandigt svar pa fragan far vi i Sats 7.2.4, men innan dess krdvs négra fler
definitioner.

Definition 7.2.2. Givet en matchning M i en graf. En stig i grafen kallas for
en alternerande stig om varannan kant i stigen tillhor M. En alternerande stig
kallas dessutom for en utdkande stig om den borjar och slutar i omatchade
horn. A
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Figur 7.5: En utckande stig

Alla stigar av langd noll och ett rdknas som alternerande.

En utokande stig kallas sa darfor att den kan anvéndas for att utoka méangden
av matchade horn. Se Figur 7.5. Utokningen gors genom att, i matchningen
M, byta ut de kanter i stigen som ingar i M mot de som inte ingar i M. P4 sa
satt blir de tva omatchade hornen i stigens dndar ocksa matchade.

Definition 7.2.3. For en méangd U C V av horn, 1at N(U) beteckna méangden
av alla grannar till hérnen i U. Mangden N (U) kallas omgivningen av U. A

Om vi till exempel véljer U = {ag, a4, a5} som i Figur 7.4 ar
N(U) = {b1, b3, b5, bs, b7}

Liagg marke till att om |N(U)| < |U| kan det omojligt finnas en matchning
av U. Det finns helt enkelt inte tillrackligt manga mojliga "partners”. Om vi
déremot har |[N(U)| > |U|, for alla delméngder U C A, visar det sig att det
faktiskt finns en matchning av A.

Sats 7.2.4. Det finns en matchning av A om och endast om |N(U)| > |U| for
alla delmdangder U C A.

Satsen ovan brukar ibland kallas Halls giftermdlssats (engelska Hall’s marrige
theorem) efter den engelske matematikern Philip Hall som bevisade satsen
1935.

Beviset av att det finns en matchning, om |[N(U)| > |U] for alla delméngder
U C A, bygger pa foljande idé. Vi kan alltid hitta en matchning av nagon
delméngd av A (om inte annat far vi en matchning av ett horn i A genom att
markera en enda kant). Dérefter kan vi utdka matchningen genom att anvanda
oss av en utokande stig. Pa sa sétt konstruerar vi successivt en matchning av

A.

Lat oss titta pa ett exempel, innan vi ger oss pa beviset av Sats 7.2.4.

Exempel 7.2.5. Finns det en matchning av A = {aj, as,as, a4} i grafen ne-
dan?
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a

b3
a3

b,
a4 b

Lat oss se vad Sats 7.2.4 séger. Vi behover ta reda pa om |[N(U)| > |U| géller
for alla delméngder U C A. I tabellen nedan listas alla delméngder av A, och
deras omgivningar. Vi kan se att |[N(U)| > |U| for alla U.

U N (D)

{a1} {b1,b2,b3}

{az} {02,063}

{as} {b3, b4, b5}

{as} {bs}

{a1, a2} {b1,b2,b3}

{a1, a3} {b1,b2,b3,b4, b5}
{a1,a4} {b1,b2,b3}

{az, a3} {b2, b3, by, b5}
{az, a4} {b2, b3}

{as, a4} {b3, by, b5}
{a1,a2,a3} {b1,b2,b3,b4,b5}
{a1,a2,a4} {b1,b2,b3}
{a1,a3,a4} {b1,b2,b3,b4,b5}
{az,a3,a4} {b2,b3, by, b5}
{a1,a2,a3,a4} | {b1,b2,b3,b4,b5}

Enligt Sats 7.2.4 ska det alltsa finnas en matchning av A. Vi kan enkelt hitta
en matchning av delméngden {a1, ag, as}, till exempel denna.

Tyvarr gar det inte att bara lagga till en kant, sa att dven a4 blir matchad.
Daremot kan vi hitta en utokande stig, med sin ena &ndpunkt i ay.
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(I figuren ovan har vi tillfalligt infért nya namn pa nagra av hornen, for att
tydliggora stigen.) Med hjélp av denna stig far vi en ny matchning, dar &ven
a4 &r matchat.

A

Bevis av Sats 7.2.4. Vi har redan konstaterat att |[N(U)| > |U| for alla del-
méngder U C A krévs for att det ska kunna finnas en matchning, men lat
oss dnda skriva ner beviset ordentligt. En matchning av en delméngd U C A
bestar av |U| kanter. Var och en av kanterna har ett hérn i U, och ett i N(U).
Eftersom inga kanter i en matchning far dela ett hérn méaste det alltsa finnas
minst |U| hérn i N(U), om det ska kunna finnas en matchning av U. Alltsa,
en matchning av U kraver |[N(U)| > |U|. Om det inte finns nadgon matchning
av en delméngd U finns det inte heller ndgon matchning av hela A.

Antag nu att |[N(U)| > |U]| géller for alla U C A. Antag ocksa att vi har en
matchning M av nagon delméingd av A, men att det finns ett hérn a € A som
inte 4r matchat. Vi ska bevisa att madngden av matchade horn kan utokas sa
att a ocksa blir matchat. Om a har en granne b som ar omatchad ar det enkelt.
Vi lagger helt enkelt till kanten {a,b} i M. Vi antar darfor att alla grannar till
a redan &r matchade, fran och med nu. Idén &r nu att hitta en utékande stig
som har sin ena dndpunkt i a.

Lat S vara méangden av alternerande stigar, av langd storre &n noll, som borjar
négonstans i A och slutar i hornet a. Lat A’ C A vara méngden av hérn som
ar det forsta hornet i en stig i S, och 1at B’ vara mangden av horn som ar horn
nummer tva i en stigi S. Lat oss studera en stig i S lite ndrmare. Stigen borjar
och slutar i A, s& den méaste ha jimn lingd. Eftersom stigen slutar i a, som
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ar omatchat, ar alltsa den sista kanten i stigen inte en kant i M. Det innebér
att den forsta kanten i den alternerande stigen maste tillhora M. Den forsta
kanten i stigen ar alltsa en kant som tillhér matchningen, och har ett horn i
A" och ett i B'. Det, i sin tur, medfor att |A’| = |B’|. Lat nu U = A’ U {a}. Vi
vet att B C N(U), och dven att

INW)| = U= |A]+1=|B]+1.

Alltsé innehéller N(U) inte bara B’, utan &dven minst ett horn b som inte ligger
i B’. Malet dr nu att bevisa att det finns en utékande stig fran b till a.

Eftersom b € N(U) &r b granne med nagot hérn v € U. Fran v finns en
alternerande stig till a. Lat oss kalla denna stig for P. Om P gar genom b
finns alltsa en alternerande stig fran b till a. Om P inte gar genom b kan vi i
stallet lagga till b forst i stigen, och pa si sitt fa en ny stig P’ fran b till a.
Aven P’ ir alternerande, vilket kan inses pa foljande sitt. Om v = a har P’
langd 1, och &r darfor alternerande. Om v # a tillhor stigen P méngden S.
D4 tillhor den forsta kanten i P matchningen M, enligt tidigare resonemang.
Kanten {b,v}, som &r den forsta kanten i P’, kan inte tillhora M, eftersom det
da skulle finnas tva kanter i M som delar hérnet v. Vi kan alltsd konstatera
att P’ ar en alternerande stig fran b till a. Men vi ar inte riktigt fardiga, for vi
ville ju ha en utdkande stig. Vi behover alltsa bevisa att hornet b dr omatchat.
Om b vore matchat skulle det alltsd finnas en kant {a’,b} € M. D& skulle vi
fa en alternerande stig fran o till a. En sddan stig skulle tillhora S och maste,
som bekant, borja med en kant i M, vilken da skulle vara kanten {a’, b}. Detta
skulle medfora a’ € A’ och b € B’. Men vi vet ju att b ¢ B’, s& vi kan konstatera
att b inte kan vara matchat.

Vi har nu bevisat att det finns en utékande stig fran b till a. Det finns dérfor en
ny matchning, som utokar mangden av matchande hérn med a och b. Denna
procedur kan upprepas, tills det att det inte langre finns nagra omatchade hérn
kvar i A. Darmed har vi bevisat att det finns en matchning av A. O

Ovningar

Ovning 7.1 (). Avgor vilka av graferna i Figur 7.6 som &r bipartita. Motivera
dina svar.

Ovning 7.2 (% x %). Bevisa att en graf 4r sammanhéngande och bipartit om
och endast om det bara finns tva mojliga farglaggningar, med tva givna farger.

Ovning 7.3 (). Lat G vara grafen vi far da vi tar den kompletta bipartita
grafen K, ,, och lagger till en kant mellan tva horn som inte redan &ér grannar.
Bevisa att G inte ar bipartit.

Ovning 7.4 (% x x). Vilka av foljande bipartita grafer ar planéra?
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Figur 7.6

(iV) K474

Allmant, for vilka heltal n och m ar K, ,,, planér?

Ovning 7.5 (x). Lat G = (V, E) vara en bipartit graf, och sig att V = AUB,
dar A = {a1,a9,...,a,} kan fargliggas med en férg, och B = {by,ba,...,bn}
med en annan. Bevisa att

d(ay) +d(ag) + -+ d(ay,) = d(by) + d(ba) + - - - + d(by,) = |E|.

Ovning 7.6 (xx). Grafen i Figur 7.7 &r bipartit. Finns det en matchning sadan
att alla horn blir matchade?

Ovning 7.7 (xx). Grafen i Figur 7.8 &r bipartit. Finns det en matchning sadan
att alla horn blir matchade?

Ovning 7.8 (). Sergi, Oliver, Bashar, Iara och Lisa #r bostadssokande. Det
finns fem lediga ldgenheter, som vi kan kalla A, B, C, D och E. Lagenheterna
B, D och E har balkong, men det har inte A och C. Sergi och Oliver &r bada
intresserade av lagenheterna A, B och C, men inte av D och E som de bada
anser har for hog hyra. Bashar &r intresserad av B, C och D, men inte av A och

Figur 7.8

Figur 7.7
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E som ligger langt fran hans jobb. [ara &ar bara intresserad av lagenhet B, annars
bor hon hellre kvar dér hon bor. Lisa vill bara bo i nagon av de lagenheter som
har balkong. Gar det att, utifran dessa preferenser, fordela ldgenheterna sa att
alla sokande far en bostad? Och vad har det hir med grafteori att goéra?

Ovning 7.9 (% % %). Atta personer séker sommarjobb och skickar ivig fyra
ansOkningar var. Det finns totalt nio lediga jobb, och det kommer in minst tre
ansokningar till varje jobb. Bevisa att det gar att fordela jobben till de sokande
pa ett sadant sétt att alla far ett jobb.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Kapitel 1
Ovning 1.1. (i) {-3,3}

(i) {4,5,6,7}

(ii) {8,10,12,14}

(iv) {-3,3,4,5,6,7}
Ovning 1.3. Pastaendena ér (ii), (iv) och (v), varav (ii) och (v) &r sanna.

Ovning 1.5. (i) Nej. Talet —3 finns i den forsta méngden, men inte i den
andra.

(ii) Ja, bada &r méngden {—3,3}.

(iii) Ja, bada dr méngden av udda heltal. For varje heltal  har vi 2x — 1 =
2(x — 1) + 1, dér ju &ven = — 1 dr ett heltal.

(iv) Ja. Eftersom 22 = (—x)? far vi alla heltalskvadrater genom att ta kvadra-
terna av alla heltal > 0. Det har ingen betydelse att alla tal i den forsta
méngden (utom 0), "riknas upp dubbelt”.

(v) Nej. Till exempel finns talen —5 och —3 i den forsta méngden, men inte
i den andra.

Ovning 1.7. Om n = 1 &r pastéendet uppenbart sant, eftersom produkten
av ett enda tal bara &r talet sjalvt. Vi har dven sett att pastaendet ar sant for
n =21 Ovning 1.4. Utifran detta kan vi nu bevisa pastaendet med induktion.
Antag att produkten av k stycken udda heltal alltid &r udda, fér nagot positivt
heltal k. Lat sedan aq,aq,...,ak, axr1 vara k 4+ 1 stycken udda heltal. Vi vill,
under vart antagande, bevisa att ajas - - - apag41 ar udda. Enligt vart antagande
ar i alla fall ajas - - - ag udda. Vi vet ocksé att produkten av tva udda heltal ar
udda. Dérav ar

(a1az - - ag)ags1r = a1a2 - - - ARG

udda. Vi har da bevisat pastaendet med induktion.

Ovning 1.9. Vi bevisar pastaendet med induktion. Vi ska bevisa olikheten
for alla heltal storre dn fyra. Det minsta heltalet vi ska bevisa olikheten for
ar alltsa 5, s& n = 5 blir vart basfall. Vi sétter in n = 5 i uttrycket, och far
52 < 2%, d.v.s. 25 < 32, vilket ju dr sant. Vi gar vidare till induktionssteget.
Antag att pastaendet ar sant for n = k, alltsa att k2 < 2, dér k &r nagot heltal
storre an fyra. Vi vill visa att pastaendet dé& &ven &r sant for n = k + 1, alltsa
att (k+ 1) < 281 Antagandet k? < 2* kan ocksa formuleras k2 < 2F — 1.

Vi borjar med att utveckla

(k+ 1) =k* +2k+1.
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Vi har antagit att k > 4, sa da ar ju dven k > 2. Darfor ar
K 4+2k+1<k*+k-k+1=2k"+1.
Nu anvénder vi induktionsantagandet k2 < 2¥ — 1, och far
2k +1<2(2% — 1) + 1 =2F1 — 1 < 2L,
Sammantaget har vi nu visat att
(k+1)% < 2k+1)

under antagandet att k* < 2%, Vi har alltsa bevisat att n? < 2" for alla heltal
n > 4.

Kapitel 2

Ovning 2.1. (i) §(G) = A(G) =0

(i)) 3(G) = A(G) =2

Vg
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Ovning 2.3. Det foljer av Sats 2.1.5 att summan av hornens grader &r ett
jamnt tal. Om det skulle finnas graf med sju hérn som alla har grad tre skulle
summan av hornens grader vara 7-3 = 21, vilket ar ett udda tal. Det kan alltsa
inte finnas en sadan graf.

Ovning 2.5. Vi kinner till graden av alla horn, utom ett. Lat oss kalla den
okdnda graden for x. Enligt Sats 2.1.5 &r

34+3+4+4+442=2-10,

och vi kan 16sa ut z = 2. Det foljer att 6(G) = 2 och A(G) = 4. Grafen kan
till exempel se ut som i figuren nedan.

Ovning 2.7. De grafer som &r sammanhéngande r A och C, och dess har
alltsd en sammanhéngande komponent vardera. B och D har tva samman-
héngande komponenter vardera.

Ovning 2.9. Eftersom alla hérn i K™ &r grannar méste alla hérn ha olika
farger. Alltsa dr x(K™) = n.

Ovning 2.11. Det ér uppenbart att en cykel aldrig kan fargliggas med bara
en farg.

Lat C = (V,E) dar V = {v1,v2,...,v,} och
E = {{Ui7vi+1} ‘ 1<1< n} U {vl,vn}.

Talet n dr da C's langd. Det spelar ingen roll vilket horn vi farglagger forst,
sé lat oss borja i v1. Vi ger v; nagon farg, sig gul. Da kan inte vo ha samma
farg, eftersom vy och vy &r grannar. Hornet vy far déarfor en annan farg, gron.
P& samma satt ser vi att det bara finns ett satt att fortsatta farglaggningen
av v3,v4,...,Un_1, Om vi bara ska anvinda tva farger: v; blir gron om ¢ &r
jamn, och gul om ¢ &r udda. Om n ar ett jamnt tal kan vi ge v, fargen gron,
och vi har da farglagt C' med tva farger. Om n &r udda déremot, ar detta inte
tillatet. Da har namligen vy fargen gul, och v,_1 fargen gron, och v,, ar granne
med bada dessa. For att farglagga v, tvingas vi alltsa anvinda en tredje farg.
Dérmed har vi visat att x(C) = 3 om C har udda léngd, och x(C) =2 om C
har jdmn ldngd.

Kapitel 3

Ovning 3.1. Grafen &r planir eftersom den kan ritas upp pa foljande sitt.
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Ovning 3.3. Vi bérjar med att rikna ut hur antalet kanter forhaller sig till
antalet horn i ett trdd. Om vi ritar upp trddet pa en plan yta, si att inga
kanter skir varandra, far vi bara ett enda omrade (det yttre omradet). Ett
omrade, utover det yttre, skulle ndmligen innebéra att kanterna runt omradet
bildar en cykel. Det foljer da fran Sats 3.1.2 att antalet kanter dr ett mindre
an antalet horn i traddet. For att rakna ut antalet kanter i skogen raknar vi
alla horn i varje trad, och subtraherar ett for varje trad. Resultatet blir alltsa
2000 — 100 = 1900 kanter.

Ovning 3.5. Granngrafen G visas nedan. Eftersom grafen innehéller en cykel
av lingd tre maste x(G) > 3 enligt Ovning 2.11 och 2.12. Att det ricker med
tre farger framgar av farglaggningen till hoger, sa x(G) = 3.

Ovning 3.7. Dra vigar mellan huvudstiderna enligt ledningen i uppgiften.
Varje vig gar alltséd bara genom de tva lander vars huvudstédder de samman-
binder. Vi ser ocksa till att dra vagarna pa ett sadant sétt att de bara passerar
grinsen mellan de tva ldnderna en enda gang. Lat nu siga att tva vigar korsar
varandra. Korsningen ligger i nadgot land, som vi kan kalla A. De bada vagarna
leder alltsa till huvudstaden i A. Dessutom vet vi att, fran korsningen leder de
bada vigarna till huvudstaden i A, utan att ldmna landet A. Vi kan da byta
plats pa de tva vigarna efter korsningen och separera dem, som figuren nedan
visar.
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Den nya grafen uppfyller fortfarande vara kriterier. Pa detta sétt ritar vi alltsa
upp kartans granngraf pa ett sddant sétt att inga kanter skér varandra.

Ovning 3.9. Om alla fem territorier ska vara grannar med varandra blir grann-
grafen till kartan grafen K°, och den grafen #r inte planir (se lydelsen till
Ovning 3.8). Men enligt Ovning 3.7 &r granngrafen till en plan karta med sam-
manhéngande linder alltid planir, si K° kan inte vara granngraf till en sadan
karta. Indelningen &r alltsa inte méjlig om landerna ska vara sammanhéngande.

Om man diremot later bli att kréva att landerna ska vara sammanhingande
(det stod ju inget om det i beréittelsen) dr uppdelningen mojlig, se till exempel
figuren nedan.

Kapitel 4

Ovning 4.1. Om K°® vore planir skulle x(K°) < 4, enligt Fyrfirgssatsen. Men
enligt Ovning 2.8 och 2.9 dr x(K°®) = 5. Grafen kan alltsa inte vara planér.

Ovning 4.3. Grafen i figuren &r faktiskt grafen K 3,3- Den ar alltsa inte planar,
enligt Ovning 4.2. Att det ar grafen K33 kan inses pa foljande sétt. Namnge
hornen s& som i figuren nedan.

a d
b
e
b e
a
S f

Bade graferna har hornméngd {a,b, ¢, d, e, f} och kantméngd

{{a,d}.{a, e}, {a, [}, {b,d},{b, e}, {b, f}, {c, d}, {c, e}, {e, [}

Ovning 4.5. Nej, grafen &r inte planir.
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Namnge hornen sa som i figuren nedan, och betrakta delgrafen som induceras
av hornen a,b,d, e, f.

Detta &ar fem hoérn som alla &r grannar. Den inducerade delgrafen ar alltsa
grafen K°, vilken ju inte #r planir, enligt Sats 4.1.3. Denna delgraf kan alltsa
inte ritas upp pa en plan yta, pa ett sadant sétt att inga kanter skér varandra.
Det hjalper forstas inte att ldgga till fler h6rn och kanter. Med andra ord, om
en delgraf inte ar planér ar heller inte den ursprungliga grafen planér.

Ovning 4.7. Vi bevisar Sexférgssatsen med induktion éver antalet horn. Bas-
fallet &ar alltsa da vi har ett enda horn i grafen. For att farglagga en sadan graf
racker det forstas med en enda farg. Vi gar vidare till induktionssteget. Antag
att varje plandr graf med n horn kan fargldggas med sex farger. Vi ska bevisa
att satsen da dven &r sann for en graf G med n+ 1 hérn. Enligt Sats 4.1.2 finns
ett horn v av grad fem eller lagre. Vi forestéller oss nu att vi tar bort hornet
v, och alla kanter vid v, fran grafen. Da far vi en planédr graf med n hoérn.
Enligt induktionsantagandet kan denna graf fargldggas med sex férger. Vi vill
nu satta tillbaka hornet v, och de tillhérande kanterna, och farglagga detta for
att fa en farglaggning av den ursprungliga grafen G. Eftersom v har hogst fem
grannar ar en av de sex fargerna tillaten att anvinda pa v. Pa sa sétt kan vi
alltsa farglagga grafen GG, och vi har da bevisat satsen med induktion.

Ovning 4.9. Nej. Om en sadan sats skulle finnas skulle det alltsa innebéra
att alla planira grafer kan fargliggas med tre firger. Men K* #r en planir graf
som inte kan farglaggas med enbart tre farger.

Kapitel 5

Ovning 5.1. Nagra exempel pa grafer som uppfyller detta #r kompletta gra-
fer och udda cykler. Ett konkret exempel #r K° som ju har x(K°) = 5 och
A(K®) = 4.

Ovning 5.3. Till exempel kan hérnen ordnas abedef och med fargordningen
gul O, bla @, r&d @ fas da fargliaggningen till vanster nedan. Om hornen istéllet
ordnas adbecf fas farglaggningen till hoger.
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Enligt Anmérkning 5.1.5 ger algoritmen i basta fall x(G) farger och i vérsta
fall A(G) + 1 féarger. Eftersom x(G) = 2 vilket visas av den vénstra figuren
(det gar forstas inte att anvinda bara en farg) &r algoritmens bésta fall tva
farger. D4 A(G) = 2 for grafen blir A(G) + 1 = 3, sa algoritmens vérsta fall
ar tre farger, vilket ju skedde i den hogra figuren.

Ovning 5.5. Bérja med att bortse fran alla kanter i stigen och betrakta hornet
x1. D& vi bortser fran kanten {z1, 22} har 21 som mest n — 1 grannar och kan
alltsa fa en annan farg 4n F,, ;1. Ligg sedan till kanten {1, 22} och betrakta
hornet xo. D& vi bortser fran kanten {2, 23} har x9 som mest n — 1 grannar
och kan alltsa ocksa fa en annan farg an F,41.

Vi fortsatter pa samma sétt: for varje horn x; (i = 1,2,...,m — 1) behéaller
vi tidigare kanter i stigen men bortser fran kanten {x;, x;y1}, och kan darfor
ge x; en annan farg dn F, ;. Dérefter ldggs kanten {x;,z;41} tillbaka och vi
gar vidare till ndsta horn. Till sist kommer vi till x,, som d& har maximalt n
grannar med som mest n olika farger och darfor finns en farg ledig (som skulle
kunna vara Fj,11). O

Ovning 5.7. Nej. Ett enkelt motexempel &r foljande graf:

o0———O
Oo——-=0O

Varje horn har en granne, si n = A(G) = 1 men en andra farg F» maste ju
anvindas tva ganger for att farglagga grafen.
Dock kan en icke sammanhéngande graf fargas om sa att som mest ett horn

per sammanhdngande komponent anvinder fargen F, .1, for Sats 5.2.2 kan ju
anvandas pa varje sammanhangande komponent separat.

Ovning 5.9. (a) Grafen far 16 horn, och varje horn har sju grannar (tre i
samma rad, tre i samma kolumn, och ytterligare 1 i samma block).

(b) Det kromatiska talet &r 4 (tre farger &r uppenbarligen for lite; att fyra
racker framgar av 16sningsforslaget till (c)). A(G) + 1 ar 8.

(c) Farglaggningarna for tva olika ordningar pa hérnen visas nedan. Den
vanstra anviander fyra farger och &r alltsd optimal, men den hogra an-
vander sex farger.
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Kapitel 6

Ovning 6.1. Ett exempel &r Petersengrafen i Figur 5.3 som ju har maximal
grad A(G) = 3. Eftersom grafen innehaller en udda cykel sd behévs minst
tre farger for att farglagga den. Att det récker med tre visas i Figur 5.3, sa
X(G) = A(G).

Ovning 6.3. Efter att vi kontraherat ¢ och f ser grafen ut som nedan:

Efter att vi sedan kontraherat b och d ser grafen ut sa har:

Grafen ar planar, vilket man kan se till exempel genom att flytta pa hornet b:
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Ovning 6.5. Granngrafen till kartan blir s& hér (med hjalptexter utsatta for
att identifiera hornen):

Om Ryssland och Kaliningrad kontraheras blir grafen sa hér:

Grafen &r inte planir, enligt samma resonemang som i beviset av Sats 4.1.3.
Den har sju hérn och 16 kanter, och den kortaste cykeln har lingd tre. Om
den vore planér skulle Sats 3.1.2 ge att 7 — 16 + 0 = 2, d.v.s. o = 11. Enligt
Hjalpsats 4.1.1 skulle da 3-11 < 2- 16, d.v.s. 33 < 32, men detta ar inte sant.
Alltsé kan grafen inte vara planér.

For att fargldgga grafen behovs minst fyra farger eftersom det finns fyra horn
som alla #r grannar med varandra (K* &r alltsa en delgraf till grafen), t.ex.
Ryssland, Lettland, Litauen och Vitryssland. Att det inte behdvs fler dn fyra
farger visas av fargldggningen nedan.

67



Pol QO

Kaliningrad

Ovning 6.7. For fallet A(G) = 0 finns bara en méjlig sammanhéngande graf,
namligen grafen med ett hérn och inga kanter: O
Men detta ar en komplett graf, sd den ingar inte i satsens pastaende.

For fallet A(G) = 1 ar den enda mojliga sammanhéngande grafen den med
tva horn och en kant: O——O Aven denna graf #r komplett.

Lat nu A(G) = 2. Eftersom G ska vara sammanhéngande maste den antingen
vara en stig eller en cykel. En stig kan alltid farglaggas med tva farger:
o—e—0O0—@——=O -

For en stig ar alltsa x(G) < A(G). Om G &r en cykel maste den vara en jamn
cykel eftersom udda cykler #r uteslutna. Aven jimna cykler kan firgliggas med
tva farger, sa x(G) < A(G).

Ovning 6.9. Fall 1 giller inte for en cykel eftersom alla horn har tvi grannar.
Inte heller Fall 2 eller Fall 3 géller for cykler, men Fall 4 dr sant (vi antar att
cykeln har minst ldngd fyra, annars ar den en komplett graf). Till exempel kan
det se ut som i figuren nedan.
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Det finns méanga olika sitt att vélja x, y, a och b pa. For vissa val kommer
Fall 4a gilla, och fér andra kommer Fall 4b géilla. Vi tittar pa bada dessa
delfall.

I beviset under Fall 4a stimmer det mesta dven pa cykler, men om n = 2 kan
inte Fall 1 anvindas pa kontraktionen av a och b i Ho som det star mot slutet
av sista stycket (ndr n > 3 har ju det kontraherade hornet ldgre grad &n n,
men det stdimmer inte nu).

I Fall 4b far vi problem i induktionssteget (sista stycket), for det kan hinda
att H eller Hs ar en udda cykel, och da krévs tre farger for att fargligga dem,
men vi ville anvianda n = 2 farger.

Kapitel 7

Ovning 7.1. A,B och C #r bipartita, men inte D. I figuren nedan visas farg-
laggning med tva farger av A,B och C, och en udda cykel i figur D.

Ovning 7.3. Grafen K, kan farglaggas med tva férger, ség rod och bla, sa
att varje rott horn ar granne med alla de bla hornen. Vi véljer ut tva horn a
och b som inte ar grannar. Eftersom grafen dr komplett méste dessa ha samma
farg, sig rod. Lat nu G vara grafen vi far néar vi lagger till kanten {a,b} i
grafen. Lat nu ¢ vara nagot av de bla hornen. D& &r bada a och b grannar med
c. For att fargldgga hornen a,b och ¢ i G krévs nu tre farger, eftersom de alla
ar grannar. G ar alltsa inte bipartit.

Ovning 7.5. Varje kant i grafen har ett horn i A, och ett i B. Om vi gar
igenom alla hérn i A och raknar antalet kanter som utgar ifran varje horn, och
summerar dessa, kommer vi darfor att fa precis antalet kanter i grafen. Detta
dr samma sak som att summera graderna av hérnen i A. Samma sak géller
forstas B.

Ovning 7.7. Nej, det finns ingen sadan matchning. Lat t. ex. U = {a, b, c},
dér a, b, och ¢ ar markerade i figuren nedan.
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Dé ar |U| = 3, medan |[N(U)| =1 < 3.

Ovning 7.9. Problemet kan beskrivas med en bipartit graf pa foljande sitt.
Betrakta de atta personerna och de nio lediga jobben som horn i en graf. Lat oss
kalla méngden av personer for A, och méngden av jobb for B. Hérnméngden
i grafen &r alltsé A U B. Det finns en kant mellan en person och ett jobb om
personen sokt jobbet. Att tilldela varje person ett jobb &r samma sak som
att hitta en matchning av A. Vi ska anvénda Sats 7.2.4 for att bevisa att en
matchning existerar. Vi vill alltsa bevisa att |N(U)| > |U]|, for alla delméngder
UCA.

Lat alltsd U vara nagon delméngd av A. Eftersom varje person har sékt fyra
jobb &r N(U) > 4. Om |U| < 4 vet vi alltsa att N(U) > |U|. Vi behéver bevisa
att detta dven géller for storre delméngder U. Lat oss darfor anta att |U| > 5
fran och med nu.

Lat X vara de personer i A som inte tillhér U. Lat &ven Y vara méngden av
de jobb som ingen i U sokt, d.v.s. de jobb som inte tillhér méngden N (U).
Lat z vara det totala antalet ansckningar till jobben i Y. Dessa ansokningar
kommer fran personer i X. Personerna i X har sammanlagt skickat iviag 4|X]|
ansokningar. Alltsa dr 4/X| > z. Vi vet ocksd att det inkommit minst tre
ansokningar till varje jobb i Y, sa z > 3|Y|. Vi har alltsa

AIX| >z >3y, sa 4)X|>3|Y].

Lat oss nu forsoka oversétta detta till ett uttryck i |U| och |[N(U)| i stallet. Vi
har | X| =8 — |U| och |Y| =9 — |N(U)|, s& om vi séitter in detta i olikheten
ovan far vi

32 — 4|U| > 27 — 3|N(U)).
Detta kan ocksa uttryckas som

IN(U)| > 4’U;_5

Kom nu ihag att |U| > 5. Det betyder att |[U| —5 > 0. Vi anvénder oss av
detta i olikheten ovan, och far

N> AUL=5 3l gm 5) 3|§]

=|U
> 25 U,

det vill sdga |[N(U)| > |U].

Vi har nu bevisat att |[N(U)| > |U| géller oavsett storlek pa U, sa enligt Sats
7.2.4 finns det en matchning.
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