Stockholms matematiska cirkel
Datorernas matematik

www.math-stockholm.se/cirkel

16.00-16.15: Fika
16.15-17.15: Forelasning
17.15-17.30: Rast
17.30-18.00: Gastforelasning

STOCKHOLMS MATEMATIKCENTRUM



Om Cirkeln

» 7 foreldsningar, 7 6vningstillfallen
» Ovning 6 flyttad fran 19 mars till 12 mars

» Schema, program, kartor osv finns pad hemsidan:

www.math-stockholm.se/cirkel
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Datorernas matematik

(19 sep) Vad ar matematik, egentligen?
(10 okt) Hur kan en dator rakna?

(7 nov) Tal med decimaler

(12 dec) Tarningen ar kastad

(5 feb) Formella sprak

(5 mars) Tillstdndsmaskiner

N o o0 s~ w b=

(26 april) Tillstdndsmaskinernas sprak
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Kapitel 5 — Inledning
0000

Kapitel 5 — Inledning

» Forra terminen: hur kan man rakna med en dator?
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Kapitel 5 — Inledning
0000

Kapitel 5 — Inledning

» Forra terminen: hur kan man rakna med en dator?

» Den har terminen: vad kan man ridkna med en dator?
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Kapitel 5 — Inledning
0000

Kapitel 5 — Inledning

» Forra terminen: hur kan man rakna med en dator?
» Den har terminen: vad kan man ridkna med en dator?

Vi behover en modell av en dator, samt en uppsattning
problem.
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Kapitel 5 — Inledning
(o] Jelele]

Der Entscheidungsproblem

» Matematiska satser galler nar de kan bevisas ur axiom.
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Kapitel 5 — Inledning
(o] Jelele]

Der Entscheidungsproblem

» Matematiska satser galler nar de kan bevisas ur axiom.

» Fraga 1: kan alla sanna satser harledas ur samma
axiomsystem?
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Kapitel 5 — Inledning
(o] Jelele]

Der Entscheidungsproblem

» Matematiska satser galler nar de kan bevisas ur axiom.

» Fraga 1: kan alla sanna satser harledas ur samma
axiomsystem?

» Fraga 2: kan bevisprocessen mekaniseras?
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Kapitel 5 — Inledning
(o] Jelele]

Der Entscheidungsproblem

» Matematiska satser galler nar de kan bevisas ur axiom.

» Fraga 1: kan alla sanna satser harledas ur samma
axiomsystem?

» Fraga 2: kan bevisprocessen mekaniseras?

Svaret pa bada fragorna ar nej. Bevisades av Kurt Godel
(fraga 1) och Alan Turing (fraga 2).
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Kapitel 5 — Inledning
[e]e] Tele]

Alan Turing (1912-1954)

Filmtips: The Imitation Game (2014)
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Kapitel 5 — Inledning
[e]e]e] o]

Turingmaskinen

En teoretisk datormaskin som kan simulera alla kanda datorer.
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Kapitel 5 — Inledning
[e]e]e] o]

Turingmaskinen

En teoretisk datormaskin som kan simulera alla kanda datorer.

Vi kommer studera tillstandsmaskiner, en forenklad
Turingmaskin. G3s igenom nasta forelasning!
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Kapitel 5 — Inledning
0000e

Beslutsproblem

Forst ska vi bestamma vilket problem vi ska I6sa. En generell
klass ar beslutsproblem. Lat U vara en mangd.
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Kapitel 5 — Inledning
0000e

Beslutsproblem

Forst ska vi bestamma vilket problem vi ska I6sa. En generell
klass ar beslutsproblem. Lat U vara en mangd.

Givet ett element x i U och en delmdngd M i U, ligger x i M?
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Kapitel 5 — Inledning
0000e

Beslutsproblem

Forst ska vi bestamma vilket problem vi ska I6sa. En generell
klass ar beslutsproblem. Lat U vara en mangd.

Givet ett element x i U och en delmdngd M i U, ligger x i M?

En 16sning pa ett beslutsproblem ar en metod som tar x och
ger svaret O eller 1, beroende pd om x ligger i M eller ej.

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 5 — Inledning
0000e

Beslutsproblem

Forst ska vi bestamma vilket problem vi ska I6sa. En generell
klass ar beslutsproblem. Lat U vara en mangd.

Givet ett element x i U och en delmdngd M i U, ligger x i M?

En 16sning pa ett beslutsproblem ar en metod som tar x och
ger svaret O eller 1, beroende pd om x ligger i M eller ej.

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
©00000

Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

Nu ska vi specificera vilka element och mangder vi studerar.
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
©00000

Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

Nu ska vi specificera vilka element och mangder vi studerar.

Definition: Ett alfabet bestdr av en dndlig mangd tecken.
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
©00000

Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

Nu ska vi specificera vilka element och mangder vi studerar.
Definition: Ett alfabet bestdr av en dndlig mangd tecken.
Godtyckliga tecken betecknas med o, och alfabet med ¥.

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
000000

Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

Definition: Ett ord Gver ett alfabet ar en andlig sekvens av
tecken ur alfabetet.
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
000000

Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

Definition: Ett ord Gver ett alfabet ar en andlig sekvens av
tecken ur alfabetet.

Godtyckliga ord betecknas med w. Ord kallas dven strangar
(eng. strings.)

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
000000

Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

Definition: Ett ord Gver ett alfabet ar en andlig sekvens av
tecken ur alfabetet.

Godtyckliga ord betecknas med w. Ord kallas dven strangar
(eng. strings.)

Exempel: (tavla)

Det tomma ordet bestar av noll tecken, och betecknas ¢.
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
000000

Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

Definition: Ett ord Gver ett alfabet ar en andlig sekvens av
tecken ur alfabetet.

Godtyckliga ord betecknas med w. Ord kallas dven strangar
(eng. strings.)

Exempel: (tavla)
Det tomma ordet bestar av noll tecken, och betecknas ¢.

Definition: Mangden av alla ord dver ett alfabet > betecknas
Y
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Sammansattningen av tvd ord w = 01 - - - 0, och
U=Ti - +Tmarordet wou=o01---0pT1"" T
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Sammansattningen av tvd ord w = 01 - - - 0, och
U=Ti - +Tmarordet wou=o01---0pT1"" T

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Sammansattningen av tvd ord w = 01 - - - 0, och
U=Ti - +Tmarordet wou=o01---0pT1"" T

Exempel: (tavla)

Man skriver inte ut o, utan skriver wu.

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Sammansattningen av tvd ord w = 01 - - - 0, och
U=Ti - +Tmarordet wou=o01---0pT1"" T

Exempel: (tavla)
Man skriver inte ut o, utan skriver wu.

Vi definierar we = ew = w.
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Sammansattningen av tvd ord w = 01 - - - 0, och
U=Ti - +Tmarordet wou=o01---0pT1"" T

Exempel: (tavla)
Man skriver inte ut o, utan skriver wu.
Vi definierar we = sw = w.

Obs. Ordningen spelar roll!
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Den n-faldiga upprepningen av ordet
W = 0---0p, ar ordet

Wn:WO-~~OW:O’l...o'm...o'l...o-m.
—_———  —— ———

n stycken w w
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Den n-faldiga upprepningen av ordet
W = 0---0p, ar ordet

Wn:WO-~~OW:O’l...o'm...o'l...o-m.
—_———  —— ———

n stycken w w

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000

Ordoperationer

Definition: Den n-faldiga upprepningen av ordet
W = 0---0p, ar ordet

Wn:WO-~~OW:O’l...o'm...o'l...o-m.
—_———  —— ———

n stycken w w

Exempel: (tavla)

0

Vi definierar w® = ¢ for alla ord.
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
000000

Ordoperationer

Observera foljande likhet.

Ord | Tal
Upprepning Potenser
Sammansattning | Multiplikation
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
000000

Ordoperationer

Observera foljande likhet.

Ord | Tal
Upprepning Potenser
Sammansattning | Multiplikation

Sats: For alla ord w och naturliga tal n och m galler

wwm = wtm,

Bevis: (tavla)
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
000000

Ordoperationer

Observera foljande likhet.

Ord | Tal
Upprepning Potenser
Sammansattning | Multiplikation

Sats: For alla ord w och naturliga tal n och m galler
wlwm = Wn+m

Bevis: (tavla)

Obs. w"u" &r inte lika med (wu)".
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

O0000e

Repetition

Alfabet
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

O0000e

Repetition

Alfabet

bestar av
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord

O0000e

Repetition

Alfabet
bestar av

tecken
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000e

Repetition

Alfabet
bestar av

tecken

som bygger upp
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000e

Repetition

Alfabet
bestar av
tecken

som bygger upp

ord
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000e

Repetition

Alfabet
bestdr av
tecken
som bygger upp
ord

Ord kan sammansattas och upprepas.
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Kapitel 5.1 — Tecken, alfabet och ord
00000e

Repetition

Alfabet
bestar av
tecken
som bygger upp
ord
Ord kan sammansattas och upprepas.

Mangden U i beslutsproblemet kommer vara ¥* fér nagot
alfabet. Delmangderna M kommer vara formella sprik.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
@®00000

Kapitel 5.2 — Formella sprak

Definition: Ett (formellt) sprak dver ett alfabet ¥ &r en
mangd av ord Over X.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
@®00000

Kapitel 5.2 — Formella sprak

Definition: Ett (formellt) sprak dver ett alfabet ¥ &r en
mangd av ord Over X.

Alternativt: ett sprak ar en delmangd av X*.

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
@®00000

Kapitel 5.2 — Formella sprak

Definition: Ett (formellt) sprak dver ett alfabet ¥ &r en
mangd av ord Over X.

Alternativt: ett sprak ar en delmangd av X*.
Exempel: (tavla)

Sprak betecknas med bokstaven L (eng. language).
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
(o] lelele]e}

Sprakoperationer

Eftersom sprdk ar mangder, sd kan vi anvanda vanliga
mangdoperationer.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
(o] lelele]e}

Sprakoperationer

Eftersom sprdk ar mangder, sd kan vi anvanda vanliga
mangdoperationer.

Definition: Unionen av tva sprak L; och L, ar spraket

LiULy,={w|wé€Lellerw e L}
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
(o] lelele]e}

Sprakoperationer

Eftersom sprdk ar mangder, sd kan vi anvanda vanliga
mangdoperationer.

Definition: Unionen av tva sprak L; och L, ar spraket
LiULy,={w|wé€Lellerw e L}

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[o]e] lele]e}

Sprakoperationer

En annan sprakoperation ar denna.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[o]e] lele]e}

Sprakoperationer

En annan sprakoperation ar denna.

Definition: Sammansaittningen av tva sprak L; och L, ar
spraket
L10L2:{WU| w € Ll,UE LQ}
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[o]e] lele]e}

Sprakoperationer

En annan sprakoperation ar denna.

Definition: Sammansaittningen av tva sprak L; och L, ar
spraket
L10L2:{WU| w € Ll,UE LQ}

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[o]e] lele]e}

Sprakoperationer

En annan sprakoperation ar denna.

Definition: Sammansaittningen av tva sprak L; och L, ar
spraket
L10L2:{WU| w € Ll,UE LQ}

Exempel: (tavla)

Obs. o skrivs inte ut, sa Ly o L, = L;L,.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[e]e]e] Tele}

Sprakoperationer

Precis som for ord s3 kan man upprepa sammansattningen.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[e]e]e] Tele}

Sprakoperationer

Precis som for ord s3 kan man upprepa sammansattningen.
Definition: Den n-faldiga upprepningen av ett sprak L ar
spraket

L"=Lo---oL={wy - -w,|w,...w, €L}

n stycken
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[e]e]e] Tele}

Sprakoperationer

Precis som for ord s3 kan man upprepa sammansattningen.

Definition: Den n-faldiga upprepningen av ett sprak L ar
spraket

L"=Lo---oL={wy - -w,|w,...w, €L}

n stycken

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[e]e]e] Tele}

Sprakoperationer

Precis som for ord s3 kan man upprepa sammansattningen.
Definition: Den n-faldiga upprepningen av ett sprak L ar
spraket

L"=Lo---oL={wy - -w,|w,...w, €L}

n stycken

Exempel: (tavla)

Vi definierar L% = {e}.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
[e]e]e] Tele}

Sprakoperationer

Precis som for ord s3 kan man upprepa sammansattningen.
Definition: Den n-faldiga upprepningen av ett sprak L ar
spraket

L"=Lo---oL={wy - -w,|w,...w, €L}

n stycken

Exempel: (tavla)
Vi definierar L% = {e}.
Obs. {¢} &r inte lika med ) = {}.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
0000e0

Sprakoperationer

Den sista sprakoperationen vi tittar pa ar denna.
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
0000e0

Sprakoperationer

Den sista sprakoperationen vi tittar pa ar denna.

Definition: Kleenetillslutningen av ett sprak L ar spraket

L*:LOUL1UL2U---:UL".
n=0
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
0000e0

Sprakoperationer

Den sista sprakoperationen vi tittar pa ar denna.

Definition: Kleenetillslutningen av ett sprak L ar spraket
=1uturru-- =
n=0

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
0000e0

Sprakoperationer

Den sista sprakoperationen vi tittar pa ar denna.

Definition: Kleenetillslutningen av ett sprak L ar spraket
=1uturru-- =
n=0

Exempel: (tavla)

Obs. Eftersom [° = {c}, s3 giller ¢ € L* for alla sprik.

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 5.2 — Formella sprak

O0000e

Repetition

Sprak
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Kapitel 5.2 — Formella sprak

O0000e

Repetition

Sprak

bestar av
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Kapitel 5.2 — Formella sprak

O0000e

Repetition

Sprak
bestar av

ord
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
00000e

Repetition

Sprak
bestar av
ord

over ett
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
00000e

Repetition

Sprak
bestdr av
ord
over ett

alfabet
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Kapitel 5.2 — Formella sprak
00000e

Repetition

Sprak
bestdr av
ord
over ett
alfabet

Man kan berdkna unionen, sammansattningen och
Kleenetillslutningen av ett sprak.
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Kapitel 5.3 — Reguljara sprak
€0000

Kapitel 5.3 — Reguljara sprak

Definition: De reguljara spraken over ett alfabet ges av
foljande rekursiva definition.
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Kapitel 5.3 — Reguljdra sprak
€0000

Kapitel 5.3 — Reguljara sprak

Definition: De reguljara spraken over ett alfabet ges av
foljande rekursiva definition.

» Det tomma spraket () ar reguljart.
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Kapitel 5.3 — Reguljira sprak
€0000

Kapitel 5.3 — Reguljara sprak

Definition: De reguljara spraken over ett alfabet ges av
foljande rekursiva definition.

» Det tomma spraket () ar reguljart.

» Om o ar ett tecken sd ar {o} reguljart.
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Kapitel 5.3 — Reguljira sprak
€0000

Kapitel 5.3 — Reguljara sprak

Definition: De reguljara spraken over ett alfabet ges av
foljande rekursiva definition.

» Det tomma spraket () ar reguljart.
» Om o ar ett tecken sd ar {o} reguljart.

» Om L; och L, &r reguljéra sa ar Ly U Ly, L1L, och L
reguljara.
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Kapitel 5.3 — Reguljira sprak
€0000

Kapitel 5.3 — Reguljara sprak

Definition: De reguljara spraken over ett alfabet ges av
foljande rekursiva definition.

» Det tomma spraket () ar reguljart.
» Om o ar ett tecken sd ar {o} reguljart.

» Om L; och L, &r reguljéra sa ar Ly U Ly, L1L, och L
reguljara.

Exempel: (tavla)
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Kapitel 5.3 — Reguljara sprak

Definition: De reguljara spraken over ett alfabet ges av
foljande rekursiva definition.

» Det tomma spraket () ar reguljart.
» Om o ar ett tecken sd ar {o} reguljart.

» Om L; och L, &r reguljéra sa ar Ly U Ly, L1L, och L
reguljara.

Exempel: (tavla)

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 5.3 — Reguljdra sprak
00000

Bindningsregler

For att undvika onddiga parenteser, anvands bindningsregler.
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Bindningsregler

For att undvika onddiga parenteser, anvands bindningsregler.

1. Kleenetillslutning
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Bindningsregler

For att undvika onddiga parenteser, anvands bindningsregler.
1. Kleenetillslutning

2. Sammansiattning
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Bindningsregler

For att undvika onddiga parenteser, anvands bindningsregler.
1. Kleenetillslutning
2. Sammansiattning

3. Union.
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00000

Bindningsregler

For att undvika onddiga parenteser, anvands bindningsregler.
1. Kleenetillslutning
2. Sammansiattning

3. Union.

Exempel: {a} U {b}*{c}{d} = {a} U (({b}"){c}{d}).
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Reguljara uttryck

Mangdparenteserna fyller ingen funktion, s3 de utelamnas. D3
far man reguljara uttryck.
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Reguljara uttryck

Mangdparenteserna fyller ingen funktion, s3 de utelamnas. D3
far man reguljara uttryck.

Exempel: {a} U {b}*{c}{d} = aU b*cd.

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 5.3 — Reguljira sprak
00000

Reguljara uttryck

Mangdparenteserna fyller ingen funktion, s3 de utelamnas. D3
far man reguljara uttryck.

Exempel: {a} U {b}*{c}{d} = aU b*cd.

Notera likheten med aritmetiska uttryck.
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Reguljara uttryck

Mangdparenteserna fyller ingen funktion, s3 de utelamnas. D3
far man reguljara uttryck.

Exempel: {a} U {b}*{c}{d} = aU b*cd.
Notera likheten med aritmetiska uttryck.

Reguljira sprak | Aritmetiska uttryck

Kleenetillslutning Potens
Sammansattning Multiplikation
Union Addition
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[eJeYe] Yol

Beslutsproblemet for reguljara sprak

Nu kan vi formulera beslutsproblemet rigorost.
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Kapitel 5.3 — Reguljdra sprak
[eJeYe] Yol

Beslutsproblemet for reguljara sprak

Nu kan vi formulera beslutsproblemet rigorost.

Givet ett ord w € X* och ett reguljart sprak L C ¥*, ligger w
i spraket L?
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Kapitel 5.3 — Reguljira sprak
[eJeYe] Yol

Beslutsproblemet for reguljara sprak

Nu kan vi formulera beslutsproblemet rigorost.

Givet ett ord w € X* och ett reguljart sprak L C ¥*, ligger w
i spraket L?

De kommande foreldsningarna ska dgnas at tillstdndsmaskiner,
och visa att de kan berdakna reguljara sprak.
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Nasta tillfalle

Nasta gdng ar om tva veckor (20/2). Det ar ett Svningstillfalle.
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0000e

Nasta tillfalle

Nasta gdng ar om tva veckor (20/2). Det ar ett Svningstillfalle.

Nasta foreldsning ar om fyra veckor (5/3). D& kommer vi
prata om tillstandsmaskiner.
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