Stockholms matematiska cirkel
Datorernas matematik

www.math-stockholm.se/cirkel

16.00 — 16.15: Valkomsthang
16.15 — 17.15: Forelasning




Om Cirkeln

» 7 foreldsningar, 7 6vningstillfallen
» Ovning 7 sker pa distans.

» Schema, program, kartor osv finns pad hemsidan:

www.math-stockholm.se/cirkel
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Datorernas matematik

19 sep) Vad ar matematik, egentligen?
10 okt) Hur kan en dator rakna?

7 nov) Tal med decimaler

(
(
(
(12 dec) Tarningen ar kastad
(5 feb) Formella sprak

(

5 mars) Tillstandsmaskiner

N o o0 s~ w b=

(26 mars) Tillstandsmaskinernas sprak
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Kapitel 7 — Inledning
e0

Kapitel 7 — Inledning

Forra kapitlet:

» Deterministiska tillstdndsmaskiner (DTM)
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Kapitel 7 — Inledning
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Kapitel 7 — Inledning

Forra kapitlet:
» Deterministiska tillstdndsmaskiner (DTM)

» Icke-deterministiska tillstandsmaskiner (ITM)
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Kapitel 7 — Inledning
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Kapitel 7 — Inledning

Forra kapitlet:
» Deterministiska tillstdndsmaskiner (DTM)
» Icke-deterministiska tillstandsmaskiner (ITM)

» Delmangdskonstruktionen
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Kapitel 7 — Inledning
e0

Kapitel 7 — Inledning

Forra kapitlet:
» Deterministiska tillstdndsmaskiner (DTM)
» Icke-deterministiska tillstandsmaskiner (ITM)
» Delmangdskonstruktionen

ITM och DTM avgor samma sprak. Men vilka sprak ar det?
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Kapitel 7 — Inledning
o] ]

Kapitel 7 — Inledning

Vi ska bevisa att ett sprak kan avgoras av en tillstdndsmaskin
om och endast om det ar reguljart. Tva delar:
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Kapitel 7 — Inledning
o] ]

Kapitel 7 — Inledning

Vi ska bevisa att ett sprak kan avgoras av en tillstdndsmaskin
om och endast om det ar reguljart. Tva delar:

1. For varje reguljart sprak L s3 finns det en tillstdndsmaskin
M vars sprak ar L.
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Kapitel 7 — Inledning
o] ]

Kapitel 7 — Inledning

Vi ska bevisa att ett sprak kan avgoras av en tillstdndsmaskin
om och endast om det ar reguljart. Tva delar:

1. For varje reguljart sprak L s3 finns det en tillstdndsmaskin
M vars sprak ar L.

2. For varje tillstdndsmaskin M sa finns det ett reguljart
sprak L sa att M:s sprak ar L.
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Kapitel 7 — Inledning
o] ]

Kapitel 7 — Inledning

Vi ska bevisa att ett sprak kan avgoras av en tillstdndsmaskin
om och endast om det ar reguljart. Tva delar:

1. For varje reguljart sprak L s3 finns det en tillstdndsmaskin
M vars sprak ar L.

2. For varje tillstdndsmaskin M sa finns det ett reguljart
sprak L sa att M:s sprak ar L.

Vi gor dessa fall var for sig.
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
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Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Repetition:

Reguljara sprak over ett alfabet ¥ definieras rekursivt.
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
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Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Repetition:
Reguljara sprak over ett alfabet ¥ definieras rekursivt.

Basfall () och o € ¥ &r reguljara sprak.
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
@00

Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Repetition:
Reguljara sprak over ett alfabet ¥ definieras rekursivt.
Basfall () och o € ¥ &r reguljara sprak.

Rekursion Om L; och L, &r reguljara sprak, ar LiL;, Ly U L,
och L] reguljara sprak.
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
@00

Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Repetition:
Reguljara sprak over ett alfabet ¥ definieras rekursivt.
Basfall () och o € ¥ &r reguljara sprak.

Rekursion Om L; och L, &r reguljara sprak, ar LiL;, Ly U L,
och L] reguljara sprak.

Exempel: abU ba = {ab, ba},
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
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Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Repetition:
Reguljara sprak over ett alfabet ¥ definieras rekursivt.
Basfall () och o € ¥ &r reguljara sprak.

Rekursion Om L; och L, &r reguljara sprak, ar LiL;, Ly U L,
och L] reguljara sprak.

Exempel: abU ba = {ab, ba}, ab*a = {ab"a:n=0,1,2,...}
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
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Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Sats: Alla reguljdra sprak kan avgéras av en tillstandsmaskin.

Vi gor ett induktionsbevis. Det bestar av tva steg.
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
oeo

Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Sats: Alla reguljdra sprak kan avgéras av en tillstandsmaskin.
Vi gor ett induktionsbevis. Det bestar av tva steg.

Basfall Spréken () och o avgors av tillstdndsmaskiner.
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
oeo

Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Sats: Alla reguljdra sprak kan avgéras av en tillstandsmaskin.
Vi gor ett induktionsbevis. Det bestar av tva steg.
Basfall Spréken () och o avgors av tillstdndsmaskiner.

Induktionssteg Om L; och L, avgors av tillstdndsmaskiner, sa
avgors LyL,, Ly U Ly och L.

(whiteboard)
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
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Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Beviset ger en algoritm for att konstruera en I'TM som avgor
ett reguljart uttryck.
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Kapitel 7.1 — Reguljira sprak och maskiner
ooe

Kapitel 7.1 — Reguljara sprak och maskiner

Beviset ger en algoritm for att konstruera en I'TM som avgor
ett reguljart uttryck.

Exempel: ab*aU b

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
900000000

Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Alla reguljara sprak kan avgoras av en tillstandsmaskin. Men
finns det tillstandsmaskiner som avgor sprak som inte ar
reguljara?

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Alla reguljara sprak kan avgoras av en tillstandsmaskin. Men
finns det tillstandsmaskiner som avgor sprak som inte ar
reguljara?

Svaret ar nej. Om M ar en tillstdndsmaskin, sa finns det ett
reguljart uttryck som motsvarar spraket som M avgor.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

En maskins sprak bestar av alla ord som driver maskinen fran
ett starttillstand till ett accepterande tillstand.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

En maskins sprak bestar av alla ord som driver maskinen fran
ett starttillstand till ett accepterande tillstdnd. Exempel:
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
0@0000000

Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

En maskins sprak bestar av alla ord som driver maskinen fran
ett starttillstand till ett accepterande tillstdnd. Exempel:

Maskinens sprak ar alla ord som driver maskinen fran 1 till 3.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Ett ord driver maskinen frdn 1 till 3 pa tva satt: antingen
direkt fran 1 till 3, eller via 2.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Ett ord driver maskinen frdn 1 till 3 pa tva satt: antingen
direkt fran 1 till 3, eller via 2.

Man kan illustrera detta genom att plocka bort tillstdnd 2, och
ersatta med en ab*a-Overgang.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Ett ord driver maskinen frdn 1 till 3 pa tva satt: antingen
direkt fran 1 till 3, eller via 2.

Man kan illustrera detta genom att plocka bort tillstdnd 2, och
ersatta med en ab*a-Overgang.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Ett ord driver maskinen frdn 1 till 3 pa tva satt: antingen
direkt fran 1 till 3, eller via 2.

Man kan illustrera detta genom att plocka bort tillstdnd 2, och
ersatta med en ab*a-Overgang.

Hur kan man gora detta generellt?
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Numrera tillstdnden 1 till n och valj tva tillstand / och j. Hur
kan ett ord driva maskinen fran / till j?
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Numrera tillstdnden 1 till n och valj tva tillstand / och j. Hur
kan ett ord driva maskinen fran / till j7 Idén ar att titta pa
tillstdnden mellan / och j.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Numrera tillstdnden 1 till n och valj tva tillstand / och j. Hur
kan ett ord driva maskinen fran / till j7 Idén ar att titta pa
tillstdnden mellan / och j.

Exempel:

www.math-stockholm.se/cirkel
Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Numrera tillstdnden 1 till n och valj tva tillstand / och j. Hur
kan ett ord driva maskinen fran / till j7 Idén ar att titta pa
tillstdnden mellan / och j.

Exempel:

Ordet abbab driver maskin enligt 1 -2 -2 —2 — 3 — 3,
och passerar tillstdnden 2 och 3.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Lat u,fj‘- beteckna samlingen av ord som driver maskinen fran i
till j och bara passerar tillstdnd som ar mindre eller lika med k.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Lat u,fj‘- beteckna samlingen av ord som driver maskinen fran i
till j och bara passerar tillstdnd som ar mindre eller lika med k.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Lat u,fj‘- beteckna samlingen av ord som driver maskinen fran i
till j och bara passerar tillstdnd som ar mindre eller lika med k.

Exempel: abba ligger i u?;, men inte i uj;. Ordet b ligger i
0
u13-

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
[e]e]e]e]e] lelele)

Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Innan vi formulerar satsen, s3 ska vi titta pa exemplet u?; lite
narmare. Vilka ord ingar i detta sprak?
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Vi kan sammanfatta var intuition i en sats.

www.math-stockholm.se/cirkel

Stockholms matematiska cirkel — Datorernas matematik



Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Vi kan sammanfatta var intuition i en sats.

Sats: Om i,j och k ar tillstind i en maskin, sa ar

“5’“ = “5 U (“fk(k+1)) (“(kk+1)(k+1))* (“f(kﬂ)j) :
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Vi kan sammanfatta var intuition i en sats.
Sats: Om i,j och k ar tillstind i en maskin, sa ar

k+1 _

ujj ug U (uik(k-i-l)) (“(kk+1)(k+1))* (”{k+1)j) :

Bevis: (whiteboard)
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Sats: Om i,j och k ar tillstdnd i en maskin, sa ar ufj- reguljart.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Sats: Om i,j och k ar tillstdnd i en maskin, sa ar ufj- reguljart.

Bevis:
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Sats: Alla sprdk som kan avgéras av en tillstandsmaskin ar
reguljara.
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm
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Kapitel 7.2 — Kleenes algoritm

Sats: Alla sprdk som kan avgéras av en tillstandsmaskin ar
reguljara.

Bevis: Om en maskin med n tillstand har starttillstand / och

accepterande tillstdnd nq, ..., n,,, sd ar maskinens sprak
n n
uin1 U A U Uinm,

vilket ar reguljart.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Vi har bara studerat reguljara sprak. Hur vet man att ett sprak
inte ar reguljart?
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Vi har bara studerat reguljara sprak. Hur vet man att ett sprak
inte ar reguljart?

Definition: Ett spradk L sirskiljer en mangd ord W om det for
varje par u och w i W finns ett ord z sd att uz ligger i L men
inte wz, eller vice versa.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Sats: Om ett reguljart sprak L sarskiljer en mangd ord W, s
maste en maskin som avgér L drivas till olika tillstand av
orden i W.

Beuvis:
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

En tillstdndsmaskin har per definition andligt manga tillstand,
vilket leder till foljande sats.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

En tillstdndsmaskin har per definition andligt manga tillstand,
vilket leder till foljande sats.

Sats: Om ett sprak kan sarskilja en odndlig mangd med ord ar
det inte reguljart.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

En tillstdndsmaskin har per definition andligt manga tillstand,
vilket leder till foljande sats.

Sats: Om ett sprak kan sarskilja en odndlig mangd med ord ar
det inte reguljart.

Faktum &r dven omvandningen galler: ett sprdk som bara kan
sarskilja andligt manga ord ar alltid reguljart.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Exempel: Spréket L = {a"b" | n=0,1,2...} &r inte
reguljart.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Exempel: Spréket L = {a"b" | n=0,1,2...} &r inte
reguljart.

Bevis: Spraket L sarskiljer mangden W ={a" | n=0,1,...}:
om a” och a™ ar olika ord i W sa giller att a"b" € L och
amb" & L. Eftersom W &r oandlig kan inte L vara reguljart.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Sats: Om L ar ett sprak ar foljande pastaenden ekvivalenta.

1. L ar reguljart.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
[e]e]e]e] o)

Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Sats: Om L ar ett sprak ar foljande pastaenden ekvivalenta.
1. L ar reguljart.

2. L kan avgéras av en tillstandsmaskin.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning

Sats: Om L ar ett sprak ar foljande pastaenden ekvivalenta.
1. L ar reguljart.
2. L kan avgéras av en tillstandsmaskin.

3. L kan endast sarskilja dndligt manga ord.
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Kapitel 7.3 — Sarskiljning
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Nasta tillfalle

Nasta gang &r om tre veckor (16/4). Det ar ett Svningstillfalle
och kommer att ske pa distans.

Se hemsidan for mer information.
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